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ния номограмм (455—460). 8. Применение номограмм к логарифмическим амплитудным 
характеристикам других типов* (460—462). 9. Пример применения номограмм для 

уточнения вида желаемой логарифмической амплитудной характеристики (462—464). 
10. Синтез последовательных корректирующих устройств (464—465). 11. О некоторых 
свойствах логарифмической амплитудной характеристики последовательности звеньев, 
шунтированных параллельным корректирующим звеном (465—468). 12. Синтез парал¬ 
лельных корректирующих устройств (468—469). 13. Синтез последовательных и парал¬ 
лельных корректирующих устройств (469—471). 14. Обобщение метода на случай, 

когда объект обладает запаздыванием (471—472), 
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Глава XVIII. Примеры синтеза корректирующих устройств систем 

автоматического регулирования.473 

1. Синтез корректирующего устройства системы автоматического регулирования ско¬ 
рости гидротурбины (473—479). 2. Синтез корректирующего устройства следящей си¬ 
стемы копировально-фрезерного станка (479—485). 3. Синтез корректирующего устрой¬ 
ства следящей системы радиолокационной станции СЦР-584 (485—490). 

Глава XIX. Связь между качеством переходного процесса и рас¬ 
пределением нулей и полюсов передаточной функции .... 491 

1. Общие выражения, определяющие переходные процессы (491—493). 2. Анализ рас¬ 
пределения корней характеристического уравнения системы и оценка качества пере¬ 
ходного процесса (493—496). 3. Характеристики распределения полюсов передаточной 
функции (496—498). 4. Методы отыскания основных характеристик распределения по¬ 
люсов передаточной функции (499—505). 5. Определение колебательности системы 

(505—508). 6. Определение области расположения корней характеристического урав¬ 
нения по отображению сетки координат левой полуплоскости на плоскость функ¬ 
ции й С?) (508—514). 7. Оценка качества переходного процесса по известным зна¬ 
чениям т], & и р. (514—520). 8. Оценка величины перерегулирования (520—523) 

9. Влияние распределения нулей и полюсов передаточной функции на качество пере¬ 
ходного процесса при наличии внешнего воздействия (523—534). 

Глава XX. Интегральные оценки и выбор параметров систем авто¬ 
матического регулирования . 535 

Введение (535—536). 1. Интегральные квадратические оценки (536—547). 2. Замечания 
о методике и пример применения интегральных квадратических оценок (547—554). 

3. Линейные интегральные оценки (554—560). 4. Пример применения линейных инте¬ 
гральных оценок (560—562). 

Глава XXI. Основы теории систем импульсного регулирования . . 563 

1. Классификация систем импульсного регулирования (563—573). 2. Уравнения и ча¬ 
стотные характеристики систем импульсного регулирования (574—583). 3. Устойчи¬ 
вость систем импульсного регулирования (583—588). 4. Процесс регулирования в си¬ 
стемах импульсного регулирования (588—590). 5. Косвенные методы оценки качества 
в системах импульсного регулирования (590—594). 6. Непрерывное регулирование как 
граница импульсного регулирования (594—596). 7. Системы импульсного регулирования 
третьего типа (596). 8. Основные свойства типовых импульсных систем автоматиче¬ 
ского регулирования температуры (597—602). Приложение (603—610). 


РАЗДЕЛ IV 

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ АНАЛИЗА И СИНТЕЗА 
СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
ПРИ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ 

Глава XXII. Основные понятия из теории стационарных случайных 
процессов и их применение к анализу точности систем авто¬ 
матического регулирования . 614 

1. Функция распределения случайной величины (615—617). 2. Средние значения и мо¬ 
менты. Нормальное распределение (617—619). 3. Случайные функции (619—621). 

4. Стационарные случайные процессы (621—623). 5. Корреляционная функция 

(623—631). 6. Спектральная плотность (631—632). 7. Связь между корреляционной 

функцией и спектральной плотностью (632—637). 8. Определение спектральной плот¬ 
ности из экспериментальных данных (637—638). 9. Оценка динамической точности по 
величине средней квадратической ошибки (638—639). 10. Связь между корреляцион¬ 
ными функциями и спектральными плотностями величин на входе и на выходе 
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линейной динамической системы (639—640). 11. Спектральная плотность ошибки следя¬ 
щей системы (641—644). 12. Интегрирование выражения для спектральной плотности 
ошибки (644—647). 


Глава XXIII. Синтез оптимальных передаточных функций следящих 

систем, находящихся под влиянием случайных воздействий 648 

Введение (648—650). 1. Постановка задачи (650—653). 2. Условия минимума средней 
квадратической ошибки (653—656). 3. Другой вывод интегрального уравнения, опре¬ 
деляющего условия минимума средней квадратической ошибки (656—657). 4. Формула 
для оптимальной передаточной функции (657—658). 5. Выражение для минимальной 
средней квадратической ошибки (659). 6. Оптимальное статистическое упреждение 

(660—661). 7. Вычисление оптимальной упреждающей передаточной функции (662—663). 

8. Примеры определения оптимальной упреждающей передаточной функции (663—664). 

9. Сглаживание (664—667). 10. Примеры определения оптимальной передаточной 

функции (667—668). И. Диференцирование при наличии помех (668—669). 12. Пример 
определения оптимальной передаточной функции диференциатора (669—670). 13. Слу¬ 
чай высокого уровня помех (670—671). Заключительные замечания (671—672). 


Глава XXIV. Анализ процессов автоматического регулирования при 

наличии воздействий, ограниченных по модулю ..673 

1. Связь между переходной функцией системы и изменением регулируемой перемен¬ 
ной при любом воздействии (674—676). 2. Применение интеграла Дюамеля к вычис¬ 
лению максимального отклонения системы (676—677). 3. Физическое толкование усло¬ 
вий максимального отклонения системы (677—678). 4. Некоторые частные случаи 

(678—680). 5. Пример применения (680—683). 


Глава XXV. Интегральные показатели качества системы автомати¬ 
ческого регулирования . 684 

Введение (684—685). 1. Интегральный показатель качества системы стабилизации 

(685—696). 2. Физические и геометрические интерпретации (696—699). 3. Интегральный 
показатель качества следящей системы (699—701). 4. Пример определения интеграль¬ 
ных показателей качества системы автоматического регулирования (701—704). 


ЧАСТЬ II 

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

РАЗДЕЛ V 

ПОНЯТИЕ О ФАЗОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ 
К РЕШЕНИЮ НЕКОТОРЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Г лава XXVI. Типичные нелинейные характеристики систем авто¬ 
матического регулирования . 711 

1. Нелинейные характеристики систем автоматического регулирования (711—714). 2. Виды 
типичных нелинейных статических характеристик систем автоматического регулирова¬ 
ния (714—719). 3. Типичные нелинейные характеристики систем автоматического регу¬ 
лирования (720—730). 4. Зоны нечувствительности (730—735). 5. Зоны линейности и 
зоны неоднозначности (735—737). 6. Зоны насыщения (737—738). 7. Поле кривых, 

представляющих характеристику сервомотора с нагрузкой (738—739). 8. Экспери¬ 

ментальное выявление нелинейности характеристик системы автоматического регу¬ 
лирования (739—740). 
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Глава XXVII. Фазовые траектории нелинейных систем автомати¬ 
ческого регулирования ..... . 741 

1. Понятие о фазовой плоскости (741—746). 2. Уравнение интегральных кривых. 

Классификация особых точек (746—752). 3. Автоколебания. Классификация особых 

траекторий (752—756). 4. Фазовая плоскость систем регулирования, описываемых урав¬ 
нениями, с неаналитической правой частью (756—763). 5. Понятие о многолистных 

фазовых поверхностях (763—769). 

Глава XXVIII. Анализ динамики некоторых систем автоматического 

регулирования с учетом сухого трения и люфтов.770 

Введение (770—771). 1. Исследование системы регулирования с сервомотором постоян¬ 
ной скорости при наличии сухого трения в чувствительном элементе (771—778). 

2. Исследование системы регулирования с сервомотором постоянной скорости при 
наличии люфтов (778—779). 3. Исследование системы регулирования с сервомотором 
постоянной скорости и релейными устройствами (779—781). 4. Система регулирования 
с сервомотором переменной скорости при наличии сухого трения в чувствительном 
элементе (781—783). 5. Система регулирования при наличии сухого трения в серво¬ 
моторе переменной скорости (784—790). 

Глава XXIX. Применение метода точечных преобразований к ана¬ 
лизу нелинейных систем автоматического регулирования . . 791 

1. Постановка задачи (791—792). 2. Метод исследования (792—799). 3. Теория про¬ 
стейших релейных систем автоматического регулирования (799—819). 

Глава XXX. Стабилизация нелинейных сервомеханизмов.820 

Введение (820—821). 1. Постановка задачи (822—824). 2. Уравнения движения серво¬ 
механизмов (825—828). 3. Стабилизирующее действие обратных связей в сервомеха¬ 
низмах с релейным управлением (828—835). 4. Стабилизирующее действие скоростной 
обратной связи в сервомеханизме (835—840). 5. Влияние обратной связи по уско¬ 
рению (840—841). 

Iлава XXXI. Улучшение динамических свойств систем автомати¬ 
ческого регулирования при помощи нелинейных связей . . . 842 

Введение (842—843). 1. Определение совокупности оптимальных процессов регулиро¬ 
вания (843—851). 2. Осуществление процессов оптимальной формы при помощи не¬ 
линейных связей (851—855). 3. Динамические свойства систем с нелинейными элемен¬ 
тами, имеющими параболические характеристики (855—862). 4. Примеры использова¬ 
ния нелинейных связей (862—869). 


РАЗДЕЛ VI 

ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ В СИСТЕМАХ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Глава XXXII. Метод малого параметра в теории автоматического 

регулирования . 871 

1. Общие черты метода малого параметра (871—875). 2. Рабочий аппарат метода 
Б. В. Булгакова (875—878). 3. Пример (878—886). 

Глава XXXIII. Метод исследования нелинейных систем регулиро¬ 
вания, основанный на принципе гармонического баланса . . 887 

1. Эквивалентный комплексный коэфициент усиления нелинейного элемента (887—894). 

2. Уравнение системы регулирования с нелинейным элементом (894—895). 3. Устой¬ 

чивость автоколебаний нелинейных систем автоматического регулирования 
(896—897). 4. Примеры исследования устойчивости нелинейных систем регулирования 
(897—909). 5. Анализ систем регулирования с нелинейным элементом ненулевого 
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порядка (910—915). 6. Стабилизация нелинейных систем регулирования (915—917). 

7. Нелинейная система при гармоническом воздействии (917—918). 8. Вычисление 

эквивалентного комплексного коэфициента усиления некоторых нелинейных эле¬ 
ментов (918—923). 

Г лава XXXIV. Сопоставление приближенных методов исследования 

периодических режимов и область их применения.921 

1. Условия синусоидальности установившихся колебаний (924—928). 2. Две группы 
приближенных методов (928—929). 3. Общие соображения о применении методов 

первой и второй групп для определения периодических режимов (929—932). 4. Сопо¬ 
ставление методов первой и второй групп применительно к задаче об определении 
периодических режимов (932—937). 5. Устойчивость периодических режимов (937—944). 

6. О двухпериодических режимах (944—945). Выводы (945—947). 

РАЗДЕЛ VII 

МЕТОДЫ АНАЛИЗА РЕЛЕЙНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Глава XXXV. Некоторые вопросы теории релейных систем автома¬ 
тического регулирования . 950 

1. Определение параметров автоколебаний (950—957). 2. Примеры определения пара¬ 
метров автоколебательных процессов (957—964). 3. Влияние корректирующих цепей 
на автоколебательные процессы (964—965). 4. Подавление автоколебаний высоко¬ 
частотными внешними колебаниями (965—969). 5. Примеры синхронизации колеба¬ 
ний (969—973). 6. Вибрационная линеаризация (973—977). 7. Релейные автоколебатель¬ 
ные системы с корректирующими устройствами. Реакция на медленно меняющиеся 
воздействия (977—982). 

Глава XXXVI. Аналитический метод анализа автоколебаний одного 

класса релейных систем автоматического регулирования . . 983 

1. Постановка задачи (983—985). 2. Построение периодических решений (985—987). 

3. Исследование устойчивости периодических решений (987—992). 

Глава XXXVII. Частотный метод анализа автоколебаний и выну¬ 
жденных колебаний в релейных системах автоматического 
регулирования . 993 

1. Предварительные замечания (993—995). 2. Условия существования и устойчивости 
автоколебаний и вынужденных колебаний (995—997). 3. Вычисление реакции линей¬ 
ной части системы на последовательность прямоугольных импульсов (997—999). 

4. Характеристика релейной системы автоматического регулирования и определение 

автоколебаний и вынужденных колебаний (999—1002). 5. Устойчивость автоколеба¬ 
ний и вынужденных колебаний в релейной системе (1002—1011). 6. Вычисление 

формы автоколебаний или вынужденных колебаний (1011—1013). 7. Исследование 

автоколебаний и вынужденных колебаний в релейной следящей системе (1013—1018). 

РАЗДЕЛ VIГ 

НЕКОТОРЫЕ ГРАФО-АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ 
ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ В СИСТЕМАХ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ С НЕЛИНЕЙНЫМИ И ПЕРЕМЕННЫМИ 
ПАРАМЕТРАМИ 

Глава XXXVIII. Графо-аналитические методы построения переход¬ 
ных процессов в системах автоматического регулирования. 
Метод секущих.1020 

1. Общая характеристика метода (1021—1022). 2. Некоторые свойства и метод по¬ 

строения экспоненты (1022—1026). 3. Решение неоднородного уравнения первого по¬ 
рядка с постоянными коэфициента ми (1026—1029). 4. Решение уравнения интегрирую¬ 
щего звена (1029—1030). 5. Решение уравнения колебательного звена (1030—1033). 
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6. Построение переходных процессов в звеньях первого порядка (1033—1055). 7. По¬ 
строение переходных процессов в звеньях второго порядка (1035—1036). 8. О реше¬ 
нии уравнений нелинейных типовых звеньев (1037—1038). 9. Построение переходного 
процесса в системе регулирования, содержащей произвольное число звеньев 
(1038—1040). 10. Примеры применения метода (1040—1043). 

Глава XXXIX. Графо-аналитические методы построения переход¬ 
ных процессов в системах автоматического регулирования. 
Метод касательных.1044 

1. Решение уравнения первого порядка (1045—1046). 2. Построение переходного про¬ 
цесса в системах автоматического регулирования, описываемых линейными диферен- 
циальными уравнениями с постоянными и переменными коэфициентами (1046—1051). 

3. Метод добавочного полушага (1051—1052). 4. Построение переходного процесса 

в случае систем автоматического регулирования, описываемых нелинейными дифе- 
ренциальными уравнениями (1052—1054). 5. Построение переходного процесса в слу¬ 
чае систем автоматического регулирования, описываемых системами диференциальных 
уравнений (1054—1057). 6. Примеры применения метода касательных (1057—1066). 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 


В директивах XIX съезда партии подчеркивается значение механи¬ 
зации и автоматизации производственных процессов как важных 
средств поднятия нашего народного хозяйства на новый, еще более вы¬ 
сокий уровень развития. Для осуществления автоматизации многих 
процессов необходимо автоматически регулировать и управлять ими. 
Поэтому теория автоматического регулирования и основанные на ней 
методы расчета, облегчающие проектирование устойчивых, высоко¬ 
качественных, точных и надежных систем автоматического регулирова¬ 
ния, имеют сейчас исключительно большое практическое значение. 

Теория автоматического регулирования, начало которой было поло¬ 
жено выдающимся русским ученым И. А. Вышнеградским, существенно 
развита советскими учеными и инженерами в особенности за последние 
15 лет. В связи с этим имеется острая необходимость в издании труда, посвя¬ 
щенного систематическому изложению основ современной теории автома¬ 
тического регулирования. В книгах, вышедших за последние годы, эта 
задача получила частичное разрешение. Однако многое еще остается сде¬ 
лать. Так, например, в имеющихся книгах советских авторов по теории 
автоматического регулирования частотный метод, получивший в насто¬ 
ящее время наиболее широкое практическое применение, излагается 
весьма сжато. Ни в одной известной нам книге не рассматриваются 
сколько-нибудь полно методы анализа нелинейных систем регулирования. 
Мало еще внимания уделялось также методам анализа и синтеза систем 
автоматического регулирования при непрерывно изменяющихся воздей¬ 
ствиях. 

Цель предлагаемой вниманию читателя книги заключается в том, 
чтобы дать изложение основных методов теории автоматического регу¬ 
лирования, и тем самым подвести итоги ее современному состоянию. 
С этой точки зрения книгу можно рассматривать как законченное про¬ 
изведение, имеющее самостоятельный интерес. Но в то же время она 
представляет собой теоретическую базу для подготавливаемых в настоя¬ 
щее время к изданию еще двух книг, также посвященных вопросам 
автоматического регулирования. Одна из этих книг будет содержать 
описание типовых схем, принципов действия, конструкции, статических 
и динамических характеристик, методов расчета и проектирования эле¬ 
ментов автоматических регуляторов и следящих систем. В последней 
третьей книге должны быть рассмотрены типовые схемы систем автома¬ 
тического регулирования, применяемых в различных отраслях промыш¬ 
ленности, и дана методика их расчета и проектирования, базирующаяся 
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на содержании первой книги. Кроме того, там же будут изложены ме¬ 
тоды моделирования и экспериментального исследования систем автомати¬ 
ческого регулирования. 

Исходным материалом для настоящей книги послужил литографиро¬ 
ванный сборник лекций „Теория автоматического регулирования", издан¬ 
ный Машгизом. Эти лекции были прочитаны группой специалистов 
в 1951 г. на семинаре по теории автоматического регулирования. Семи¬ 
нар был организован ВНИТО приборостроения и Институтом автома¬ 
тики и телемеханики АН СССР. Программа книги составлена на 
основании опыта проведения семинара и пожеланий читателей сборника. 
По сравнению со сборником объем излагаемого материала и круг рас¬ 
сматриваемых вопросов значительно увеличены. 

Книга написана коллективом авторов, в большинстве своем имеющих 
оригинальные работы, главным образом, по тем вопросам, которые ими 
здесь излагаются. Это не могло не наложить своего отпечатка на содер¬ 
жание книги. С одной стороны, такой состав авторов позволил изло¬ 
жить теорию автоматического регулирования более полно, чем если бы 
книга была написана одним автором. Но, с другой стороны, при таком 
значительном коллективе авторов, имеющих различный стиль изложе¬ 
ния, обычно пользующихся различными обозначениями и терминологией, 
весьма трудно достигнуть полного единства, стройности и однородности 
изложения. 

Книга предназначена для научных работников, преподавателей втузов, 
аспирантов, инженеров и студентов старших курсов, работающих или 
специализирующихся в области автоматического регулирования и имеющих 
некоторое предварительное знакомство с вопросами теории автомати¬ 
ческого регулирования. Для более легкого усвоения излагаемого мате¬ 
риала весьма желательно, чтобы читатель обладал известным запасом 
знаний по ряду разделов математики и в частности по теории преоб¬ 
разований Фурье и Лапласа, хотя краткое изложение некоторых поло¬ 
жений этой последней теории в книге имеется. 

В заключение считаю своим долгом выразить благодарность инж. 
И. М. Русевичу за оказанную им помощь в редактировании книги. 


В. В . Солодовников 



ВВЕДЕНИЕ 


Автоматическое регулирование производственных процессов и машин 
является одним из тех мощных технических средств, которые, без 
сомнения, должны сыграть немаловажную роль в переводе народного 
хозяйства СССР на еще более высокую ступень развития. 

Уже сейчас, повидимому, нет ни одной отрасли техники, в ко¬ 
торой автоматическое регулирование не находило бы себе приме¬ 
нения. Оно используется для регулирования частоты, напряжения, 
мощности и скорости первичных двигателей в энергосистемах; для 
управления электроприводами прокатных станов и бумагоделатель¬ 
ных машин; для поддержания требуемого режима работы двигателей и 
необходимого режима полета в авиации; для регулирования теплового 
режима промышленных печей; для регулирования режима работы котель¬ 
ных установок; для управления приводами копировальных станков в ма¬ 
шиностроении; для регулирования температуры, давления, концентрации 
реагирующих веществ, расхода продукта в химической промышленности; 
для управления шахтным подъемом и угольными комбайнами; для авто¬ 
матизации процессов нефтепереработки и нефтедобычи; для управления 
вычислительными машинами; для управления объектами военной техники 
и т. д., и т. д. 

Чтобы понять значение автоматического регулирования для совре¬ 
менного состояния и дальнейшего развития техники, необходимо прежде 
всего остановиться на принципе действия и назначении автоматических 
регуляторов. 

Режим работы каждой машины, агрегата, производственного процесса 
характеризуется рядом величин. Обычно на изменение некоторых из этих 
величин накладываются определенные ограничения. Так, например, 
у паровых и водяных турбин угловая скорость их вращения должна 
оставаться постоянной с определенной степенью точности при любых 
имеющих место колебаниях момента сопротивления на валу; для копи¬ 
ровального станка необходимо, чтобы изменения положения резца соот¬ 
ветствовали форме, которую должна принять обрабатываемая деталь; 
У радиолокатора изменения углов, характеризующих положение его 
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антенны, должны происходить в соответствии с изменениями положения 
сопровождаемого им объекта и т. д. 

Принцип действия всякого автоматического регулятора заключается 
в том, чтобы обнаруживать отклонения величин, характеризующих ра¬ 
боту машины или протекание процесса, от заданных для них законов 
изменения и при этом воздействовать на машину или процесс так, чтобы 
устранять эти отклонения от требуемого режима. Такого рода способ 
поддержания требуемого режима работы машины или протекания про¬ 
цесса ранее обычно осуществлялся не автоматическим регулятором, 
а человеком. В этих случаях человек следил за показаниями приборов, 
чувствительных к изменениям величин, характеризующих данный про¬ 
цесс, и вводил поправки, как только замечал отклонение от требуемого 
режима работы. Однако по мере развития техники выяснилась целесо¬ 
образность введения автоматического управления многими производствен¬ 
ными процессами, не требующего непосредственного участия чело¬ 
века. 

Одна из причин этого заключается в том, что автоматическое регу¬ 
лирование облегчает труд человека и позволяет высвободить его усилия 
для выполнения более сложных и ответственных операций, чем те, кото¬ 
рые выполняются автоматическими регуляторами. Например, автопилоты, 
которыми обычно снабжаются самолеты, существенно облегчают труд 
летчика, освобождая его от утомительной необходимости непрерывно 
воздействовать на рули управления самолета для поддержания требуе¬ 
мого режима полета. 

Кроме того, автоматическое управление часто оказывается более 
точным, быстродействующим, надежным, лишенным субъективных ошибок 
и экономически более выгодным, чем ручное. Это и понятно, поскольку 
развитие техники привело к применению процессов, происходящих на¬ 
столько быстро, что человек часто не успевает управлять ими. Так, 
например, в том случае, когда энергосистемы, служащие для производ¬ 
ства и распределения электрической энергии, снабжены устройствами 
автоматического регулирования, аварии, приводящие к нарушению устой¬ 
чивости электрических систем и приносящие громадный материальный 
ущерб народному хозяйству, становятся значительно более редкими, чем 
при ручном регулировании. 

Наконец, автоматическое регулирование незаменимо в тех случаях, 
когда применение ручного управления оказывается невозможным по 
условиям производства. Так, например, несомненно, что автоматическое 
регулирование будет иметь большое значение для управления процессами, 
связанными с производством атомной энергии для мирных целей, вслед¬ 
ствие вредности этих процессов для организма человека. 
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Разработка и проектирование систем автоматического регулирования 
обычно являются не простым делом и часто состоят из следующих 
этапов: 

а) изучения объекта регулирования, определения его характеристик 
и параметров, условий его работы и воздействий, которые он испы¬ 
тывает; 

б) формулирования требований к системе регулирования; 

в) выбора первоначальной схемы регулирования; 

г) выбора элементов схемы регулирования, исходящего из требова¬ 
ний к их мощности, надежности, имеющихся источников энергии, эксплуа¬ 
тационных требований и т. д.; 

д) уточнения структурной схемы регулирования, выбора и расчета 
элементов и параметров системы регулирования на основе требований 
к статическим и динамическим свойствам системы; 

е) экспериментального исследования системы регулирования (или 
отдельных ее частей) в лабораторных условиях и внесения соответ¬ 
ствующих коррективов в схему регулирования; 

ж) проектирования, изготовления и монтажа системы регулирования; 

з) наладки системы регулирования в реальных условиях / ее работы; 

и) опытной эксплуатации системы регулирования. 

Задачи общей теории автоматического регулирования заключаются: 
1) в разработке методов синтеза систем автоматического регулирования, 
позволяющих выбрать схему взаимодействия их элементов, а также пара¬ 
метры и характеристики этих элементов таким образом, чтобы система в 
целом удовлетворяла заданным требованиям к ее поведению в статике и 
в динамике; 2) методов анализа систем автоматического регулирования, 
позволяющих определить, удовлетворяют ли они предъявляемым к ним 
требованиям, и показывающих пути улучшения их динамических свойств; 
3) методов экспериментального исследования и испытания, а также методов 
коррекции динамических свойств систем автоматического регулирования. 

Теория автоматического регулирования представляет собой в настоя¬ 
щее время довольно развитую, но все же не вполне сложившуюся и 
законченную дисциплину. 

Трудности развития общей теории автоматического регулирования 
заключаются, во-первых, в том, что она по существу должна опираться 
на состояние почти всей современной техники в целом. Поэтому общая 
теория автоматического регулирования должна давать методы, пригод¬ 
ные для синтеза, анализа и исследования систем автоматического ре¬ 
гулирования с объектами регулирования самой различной физической 
природы, с автоматическими регуляторами, в которых учтены самые 
последние достижения техники. 
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Трудности развития теории автоматического регулирования заклю¬ 
чаются, во-вторых, в том, что, будучи прикладной инженерной дисцип¬ 
линой, она в то же время вынуждена использовать весьма сложный 
математический аппарат и что современный уровень развития математики 
часто оказывается недостаточным для того, чтобы решать вопросы, 
которые ставит сейчас теория регулирования. Действительно, предметом 
теории автоматического регулирования являются динамика и статика 
систем автоматического регулирования, представляющие динамические 
системы со многими степенями свободы, содержащие не только по¬ 
стоянные, но и нелинейные, а порой и распределенные параметры. 
Математическим аппаратом, необходимым для синтеза и анализа таких 
систем, является аппарат диференциальных уравнений в полных и в част¬ 
ных производных (или эквивалентных им интегральных уравнений). Но 
в то же время мы знаем, что в настоящее время регулярные методы 
решения существуют лишь для линейных и для некоторых классов 
нелинейных диференциальных уравнений. Кроме того, следует под¬ 
черкнуть, что для теории регулирования недостаточно располагать об¬ 
щими методами решения тех или иных классов диференциальных или 
интегральных уравнений, а необходимо располагать методами, которые 
могут привести к сравнительно простым расчетам, пригодным в повсе¬ 
дневной инженерной практике. 

Ввиду указанной трудности большое значение для теории регулиро¬ 
вания как мощное вспомогательное средство исследования, облегчающее 
расчеты, уточняющее их результаты и позволяющее производить в лабо¬ 
раторных условиях предварительное испытание и наладку, имеют методы 
моделирования систем регулирования. Вследствие той же трудности 
теория автоматического регулирования в ее современном состоянии часто 
не дает возможности получить точные результаты, и поэтому для окон¬ 
чательного выбора параметров систем регулирования обычно необходима 
дополнительная настройка и наладка регуляторов в реальных условиях. 
Однако это не умаляет значения теории автоматического регулирования, 
дающей уже сейчас возможность получить приближенное решение задачи, 
выбрать рациональную схему регулирования и ориентировочные значения 
ее параметров, указать пути улучшения динамических свойств систем ре¬ 
гулирования и, таким образом, постепенно превращающей разработку и 
проектирование систем автоматического регулирования в стройную инже¬ 
нерную дисциплину, покоющуюся на прочном основании, а не на одном 
лишь экспериментировании, результаты которого зависят от интуиции 
экспериментатора, а порой и от счастливой случайности. 

Содержание настоящей книги подразделено на две части и заклю¬ 
чается в следующем. 
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Первая часть посвящена изложению некоторых общих вопросов и 
методам исследования устойчивости, качества и динамической точности 
линейных систем автоматического регулирования. 

Вторая часть содержит описание некоторых известных в настоящее 
время методов решения ряда нелинейных задач теории автоматического 
регулирования. 

Содержание первой части включает в себя четыре раздела. 

В разделе I дается краткий обзор отечественных работ по теории 
и технике автоматического регулирования, формулируются некоторые 
основные понятия и определения, рассматривается несколько типовых 
схем и излагается методика составления диференциальных уравнений 
систем автоматического регулирования. Большую роль в современной 
теории автоматического регулирования играют преобразования Фурье и 
Лапласа, приводящие к такому важнейшему для этой теории понятию, 
как передаточная функция. Поэтому в разделе I имеется специальная 
глава, посвященная изложению основных свойств этих преобразований 
и способа их применения к решению диференциальных уравнений. 

Достаточно внимания уделяется рассмотрению передаточных и пере¬ 
ходных функций систем автоматического регулирования и их типовых 
звеньев. В последней главе раздела I дано несколько примеров на со¬ 
ставление передаточных функций. В основу этих примеров положены 
типовые схемы, рассмотренные в главе III того же раздела. При выборе 
примеров мы руководствовались тем соображением, чтобы они были 
связаны в основном с такими объектами регулирования, знакомыми 
большинству лиц, занимающихся вопросами регулирования, как двигатели 
и электрические машины. Очевидно, что в книге, имеющей своей зада¬ 
чей изложение общей теории автоматического регулирования, было бы 
нерационально приводить примеры, требующие специальных знаний из 
более или менее узких областей техники и поэтому мало доступные ши¬ 
рокому кругу читателей. Кроме того, автоматическое регулирование 
находит себе сейчас настолько широкое применение, что это вряд ли 
было бы возможно сделать в объеме одной книги. Гораздо более полно 
вопрос о применении общих методов теории к расчету систем автома¬ 
тического регулирования в различных областях техники, как это уже 
было указано выше, предполагается осветить в отдельной книге. 

Раздел II посвящен вопросам анализа устойчивости систем автома¬ 
тического регулирования. Он начинается со строгого определения по¬ 
нятия устойчивости движения по Ляпунову и содержит краткую харак¬ 
теристику обоих основных методов анализа устойчивости, разработанных 
Ляпуновым. Нужно заметить, что излагаемый здесь второй метод Ляпу¬ 
нова в отличие от первого метода, на теоремах которого базируется 
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все остальное содержание раздела, не связан с предположением о малости 
начальных возмущений и часто является эффективным средством анализа 
нелинейных систем. Существенное внимание в этом разделе уделено 
рассмотрению различных критериев устойчивости, методу выделения 
областей устойчивости и методу анализа устойчивости по лога¬ 
рифмическим частотным характеристикам, получившим широкое при¬ 
менение в современной инженерной практике. Применение послед¬ 
него метода подробно поясняется на нескольких типовых схемах, 
рассмотренных в предыдущем разделе. Одна из глав раздела вводит 
читателя в круг вопросов, связанных с анализом устойчивости систем, 
содержащих распределенные параметры. Нужно, однако, заметить, что 
вследствие сложности вопроса, требующего от читателя дополнительных 
математических знаний и нуждающегося для своего полного изложения 
не в одной главе, а в большом самостоятельном разделе, по существу 
затрагиваются вопросы анализа устойчивости лишь систем с запазды¬ 
ванием. 

В разделе III излагаются методы анализа качества и некоторые во¬ 
просы синтеза систем автоматического регулирования, когда характерным 
режимом работы последних может служить переходный процесс, вызван¬ 
ный каким-либо типовым воздействием. Как известно, в настоящее время 
существуют три метода анализа качества систем автоматического регу¬ 
лирования-.частотный метод, метод, основанный на изучении распределения 
полюсов и нулей передаточной функции, и метод интегральных 
оценок. 

Наиболее развитым применительно к решению задач, связанных не 
только с анализом качества, но и с синтезом, в настоящее время является 
первый из перечисленных методов. Поэтому ему уделяется наибольшее 
внимание, причем его применение к синтезу корректирующих устройств 
иллюстрируется на нескольких конкретных примерах. Нужно, однако, 
предостеречь читателя от противопоставления перечисленных методов 
друг другу. Это нецелесообразно, во-первых, потому, что все три метода 
основаны на одной и той же идее, заключающейся в том, чтобы судить 
о качестве системы, т. е. о ее поведении в переходном процессе, по 
тем или иным свойствам передаточной функции, не прибегая к непо¬ 
средственному решению диференциальных уравнений, и, во-вторых, по¬ 
тому, что развитие теории регулирования показывает, что эти три метода 
имеют тенденцию развиваться не отдельно друг от друга, а наоборот, 
в связи друг с другом. Глава XVIII раздела III содержит изложение тео¬ 
рии импульсного регулирования, многие из положений которой являются 
аналогами соответствующих положений теории непрерывного регулиро¬ 
вания, данных в предыдущих главах, 
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Если раздел III посвящен вопросам анализа и синтеза в случае воз¬ 
действий, вызывающих переход системы из одного установившегося 
Состояния в другое, то последний IV раздел первой части трактует 
вопросы анализа и синтеза в случае непрерывно изменяющихся воздей¬ 
ствий, когда сведения о последних ограничены, и обычное понятие 
переходного процесса теряет смысл. Здесь излагаются два метода реше¬ 
ния указанных задач: метод, основанный на предположении, что воз¬ 
действия, приложенные к системе, являются стационарными случайными 
функциями времени и метод, основанный на предположении, что о воз¬ 
действиях известно лишь то, что они ограничены по модулю. Кроме того, 
в этом же разделе рассматривается вопрос о том, каким образом можно 
подойти к вопросу об ориентировочном выборе параметров системы, 
если сведения о воздействиях являются очень скудными. 

В остальных четырех разделах книги, как это уже указывалось, 
излагаются в основном методы анализа нелинейных систем автома¬ 
тического регулирования. Эти методы в их современном виде оказались 
особенно эффективными для решения вопросов, связанных с условиями воз¬ 
никновения, устойчивостью и определением частоты и амплитуды авто¬ 
колебаний в нелинейных системах регулирования. Указанные вопросы, 
несомненно, имеют существенное практическое значение, так как умение 
решать их позволяет устранять автоколебания, когда они вредны, и, 
наоборот, искусственно вводить автоколебания и управлять их частотой 
и амплитудой, когда они полезны. Однако, к сожалению, в настоящее 
время не имеется еще пригодных для практических расчетов общих 
методов анализа качества и динамической точности систем автоматиче¬ 
ского регулирования с нелинейными и переменными параметрами, а тем 
более методов их синтеза. Разработка такого рода методов является, 
повидимому, одной из актуальных проблем современной теории автома¬ 
тического регулирования. 

В разделе V рассматриваются основные типы нелинейностей, наиболее 
часто встречающихся в системах регулирования, и вкратце излагается 
метод анализа нелинейных систем, основанный на понятии фазового 
пространства и методе точечных преобразований. Этот метод, по край¬ 
ней мере в его современном состоянии, обычно применяется в тех 
случаях, когда система описывается диференциальным уравнением вто¬ 
рого порядка. Применение метода иллюстрируется на ряде примеров и, 
в частности, на типовых релейных системах регулирования. В последней 
главе этого раздела описываются некоторые методы коррекции дина¬ 
мических свойств нелинейных систем. 

В разделе VI излагаются в основном приближенные методы ана¬ 
лиза автоколебаний в нелинейных системах регулирования, состоящих 
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из линейной части, которая может описываться уравнением любого по¬ 
рядка, и одного (а иногда и нескольких) нелинейных элементов. Один 
из этих методов, относящийся к методам малого параметра, предназна¬ 
чен для тех случаев, когда в системе имеется нелинейный элемент, 
характеристика которого задана в виде экспериментальной кривой. 
Другой метод, получивший сейчас широкое распространение, предста¬ 
вляет сочетание известного принципа гармонического баланса с частотным 
методом. Кроме того, в этом разделе дается сравнительный анализ 
основных предпосылок, лежащих в основе различных методов анализа 
периодических режимов в системах регулирования. Это позволяет вы¬ 
работать общую точку зрения и четко представить себе пределы приме¬ 
нимости каждого из них. 

Раздел VII посвящен методам анализа релейных систем автоматиче¬ 
ского регулирования. В первой главе этого раздела даются некоторые 
общие вопросы теории релейных систем. В следующей главе рассматри¬ 
вается аналитический метод анализа автоколебаний в релейных системах. 
Наконец, последняя глава раздела содержит изложение теории релейных 
систем, основанной на частотных представлениях. 

Последний VIII раздел книги содержит описание графо-аналитических 
методов построения переходных процессов в системах автоматического 
регулирования с нелинейными и переменными параметрами, описываемых 
обыкновенными диференциальными уравнениями любого порядка, а также 
системами уравнений. 

В конце книги помещена таблица ^-функций для построения переход¬ 
ных процессов методом трапецеидальных частотных характеристик и 
библиография по вопросам теории автоматического регулирования. 



Часть I 

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ 
СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 



РАЗДЕЛ 1 

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ. ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 
ПЕРЕДАТОЧНЫЕ И ПЕРЕХОДНЫЕ ФУНКЦИИ 
СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 


В разделе I излагаются общие сведения, основные понятия, опре¬ 
деления и некоторые вспомогательные математические сведения, необхо¬ 
димые для понимания последующих глав книги. 

Очерк развития автоматического регулирования в СССР, которому 
посвящена глава I, содержит освещение досоветского и советского 
периодов развития теории регулирования. 

В главе II даются основные понятия и определения, а в главе III 
приводится краткая характеристика основных типов элементов, из ко¬ 
торых обычно состоят регуляторы и следящие системы, и показывается 
на нескольких примерах, каким образом из этих элементов образуются 
системы автоматического регулирования. 

Цель главы IV состоит в изложении методики составления дифе- 
ренциальных уравнений систем автоматического регулирования. 

В качестве исходных уравнений используются уравнения Лагранжа 
не только потому, что их применение в ряде случаев оказывается 
удобным, но и по той причине, что тем самым подчеркивается непо¬ 
средственная связь теории автоматического регулирования с аналити¬ 
ческой динамикой. 

Глава V содержит вспомогательные математические сведения, свя¬ 
занные в основном с применением преобразований Фурье и Лапласа к 
решению линейных диференциальных уравнений. Хотя эти математиче¬ 
ские сведения в настоящее время получили довольно широкую извест¬ 
ность, однако, на наш взгляд, материал этой главы будет все же поле¬ 
зен многим читателям. 

Рассмотрению передаточных и переходных функций систем авто¬ 
матического регулирования посвящена VI глава книги. В ней анализи¬ 
руются особенности передаточных функций статических и астатических 
систем, вводится понятие о коэфициентах ошибок и излагаются приемы 
получения передаточных функций многоконтурных систем, основанные 
на предварительном преобразовании их структурных схем. 

В главе VII рассматриваются передаточные, переходные функции и 
частотные характеристики типовых звеньев. 

Наконец, в последней главе раздела на примерах, рассмотренных 
в III главе, поясняется методика составления диференциальных уравне¬ 
ний, структурных схем и передаточных функций систем автоматического 
регулирования. 



ГЛАВА I 

ОЧЕРК РАЗВИТИЯ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ В СССР 

ДОСОВЕТСКИЙ ПЕРИОД РАЗВИТИЯ ТЕОРИИ РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Техника регулирования зародилась в 60-х годах XVIII в. в метал¬ 
лургической промышленности России, когда русская металлургия по 
своему техническому уровню, мощности и производительности основных 
агрегатов (печей, воздуходувных 
устройств, водяных двигателей и т.д.) 
занимала ведущее место в мире. 

Крупнейшим событием в разви¬ 
тии регулирования явилось изобре¬ 
тение И. И. Ползуновым в 1765 г. 
автоматического регулятора пита¬ 
ния котла в его же паровой машине, 
предназначенной для привода воз¬ 
духодувного агрегата (фиг. 1). 

Этим было положено начало 
современного регуляторостроения. 

Принцип действия регулятора Пол¬ 
зунова лежит в основе большинства 
современных регуляторов. 

В 1854 г. выдающийся русский 
механик и электротехник К. И. Кон¬ 
стантинов предложил вместо конического маятника в паровых машинах 
„электромагнитный регулятор скорости вращения" (фиг. 2). „Электро¬ 
магниты Е и Е' могли бы быть употреблены для произведения нужного 
механического действия к уравнению хода паровой машины, т. е. для 
регулирования впуска пара и даже для увеличения или уменьшения 
самого расширения пара под поршнем" [1]. 

В 1866 г. замечательный русский изобретатель А. И. Шпаковский 
разработал регулятор для парового котла, отапливающегося посред¬ 
ством форсунок его конструкции. Этот регулятор (фиг. 3) изменяет 
подачу топлива в топку соответственно изменению давления пара вкотле. 

Как видно из схемы, речь идет о регуляторе непосредственного 
действия, у которого роль чувствительного элемента играет мембрана аЬ , 
клапан сісі является исполнительным элементом. 



Фиг. 1. 
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Для управления процессом питания котла водой И. Возняковский 
и К. Воронин осуществили в 1870 г. принцип прерывистого регулирования, 
используя принудительное размыкание цикла при помощи кранового 
переключателя и редуктора, связанного с валом паровой машины. 



Начиная со второй половины прошлого века, существенную роль 
в развитии регуляторостроения начинают играть потребности в электри¬ 



ческом освещении. 

В регуляторе (фиг. 4) электро- 
дуговых ламп А. И. Шпаковского 
обтекаемый током дуги и уравно¬ 
вешенный пружиной I якорь Е 
соленоида Е подает нижний уголь 
Н непрерывно в соответствии с 
увеличением сопротивления дуги. 

конце хода якорь при помощи 
рычага і включает механизм ступен¬ 
чатой подачи верхнего угля А. 

Конец 60-х и начало 70-х годов 
характеризуются весьма крупными 
отечественными достижениями в 
области регулирования. В качестве 
примера можно указать на регуля¬ 
торы (фиг. 5 — 7) В. Н. Чиколева. 
В одном из 1 них впервые был 
применен электрический двигатель 
(фиг. 6—7). 
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Отличительной особенностью электромашинного регулятора является 
то, что (как указывает В. Н. Чиколев) „чем более нарушается сопро¬ 
тивление в X , тем более разница в силе Е и Е\ тем быстрее вращение 
катушки К" [2]. Анализ схем (фиг. 6 и 7) позволяет установить, что 
в 1874 г. В. Н. Чиколев предложил и осуществил на практике метод 
регулирования, который составляет основу современной электромашин¬ 
ной автоматики. Вместе с тем эта схема В. ,Н. Чиколева является также 
и прототипом современных схем, в которых совмещен принцип регули¬ 
рования по отклонению регулируемой величины (принцип И. И. Ползу¬ 
нова) с принципом регулирования по возмущающему воздействию. 

Отечественные ученые не оставляли в то время без внимания также 
и вопросы теории регулирования. Начиная с курса профессора механики 
Петербургского университета Д. С. Чижова, опубликованного в 1823 г., 
теория регуляторов входит составным элементом в курсы и монографии 
по механике и паровым машинам. 

Среди работ по теории регуляторов, предшествовавших появлению 
основоположного труда И. А. Вышнеградского, видное место занимает 
исследование П. Л. Чебышева „О центробежном уравнителе". Эта 
статья является первым в отечественной литературе научным сочине¬ 
нием, посвященным только вопросам регулирования. 

Успехи в деле конструирования и построения регуляторов, равно 
как и достижения в области теории регуляторов и теории малых коле¬ 
баний, ставшие к началу 70-х годов прошлого века достоянием отече¬ 
ственной техники и науки, подготовили почву для дальнейшего развития 
регулирования. 

Требования промышленности в отношении устойчивости и точности 
действия регуляторов приобрели к тому времени вполне конкретное 
выражение. 

Необходимо было обобщить опыт эксплуатации регуляторов, а также 
результаты полученных к тому времени теоретических исследований и 
создать научно обоснованную теорию, которая позволила бы созна¬ 
тельно рассчитывать и строить работоспособные регуляторы для быстро 
развивающейся отечественной промышленности. 

Такую задачу можно было решить на основе подробного изучения 
техники регулирования наиболее распространенной машины того вре¬ 
мени — паровой машины — и вместе с тем полного овладения матема¬ 
тическим аппаратом теории малых колебаний и теории устойчи¬ 
вости. 

Этот огромный труд выполнил И. А. Вышнеградский (1831—1895), 
крупнейший русский машиностроитель прошлого века, объединивший 
в себе опыт инженера-механика и знания ученого-математика. Впервые 
И. А. Вышнеградский сделал сообщение о своей работе по теории 
регуляторов прямого действия в 1872 г. Первый- же мемуар о резуль¬ 
татах исследования И. А. Вышнеградского под названием „Об общей 
теории регуляторов" появился в 1876 г. в докладах французской Ака¬ 
демии наук [3]. На основе тех же уравнений, которые составили базу 
для выводов Максвелла о пригодности астатического регулятора, 
И. А. Вышнеградский сделал совершенно противоположные выводы. Если 
Максвелл рассмотрел редкий для того времени случай — машину с суще- 
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ственным самовыравниванием, то Вышнеградский посвятил свое внимание 
наиболее интересному и с точки зрения промышленной практики того 
времени наиболее важному случаю, когда самовыравнивание практически 
отсутствует. 

Исходя из учета условий работы паровой машины с центробежным 
регулятором, И. А. Вышнеградский значительно упростил задачу путем 
ее линеаризации (метод малых колебаний). Он описал систему регули¬ 
руемый объект плюс регулятор линейным диференциальным уравнением 
и свел задачу к исследованию движения системы, определяемого общим 
решением однородного уравнения, так как Вышнеградский ввел упро¬ 
щающее предположение о том, что нагрузка меняется мгновенно и 
остается затем неизменной все время. 

Исследуя полученное уравнение, Вышнеградский показал, что дина¬ 
мика системы регулирования определяется двумя параметрами, вывел 
условие устойчивости системы и впервые осуществил разбиение пло¬ 
скости параметров на области устойчивости и неустойчивости (диа¬ 
грамма Вышнеградского). 

И. А. Вышнеградский впервые рассмотрел один из существенных 
вопросов, связанных, если пользоваться современной терминологией, 
с понятием качества регулирования, а именно выяснил условия монотон¬ 
ности переходного процесса в паровой машине с регулятором прямого 
действия, вызванного мгновенным сбросом нагрузки. Работа Вышнеград¬ 
ского, появившаяся впервые в 1876 г., стала теоретической основой 
регуляторостроения, ибо ему удалось решить задачу о промышленном 
статическом регуляторе. До работы Вышнеградского основной пробле¬ 
мой регулирования было построение совершенного (без трения) астати¬ 
ческого (изохронного) регулятора. После опубликования исследования 
И. А. Вышнеградского о регуляторе прямого действия эта проблема 
была снята. 

Надо отметить, что первая в мире работа по нелинейным вопросам 
теории регулирования принадлежит тоже И. А. Вышнеградскому 
(„О регуляторах непрямого действия", 1878). В ней рассмотрен регу¬ 
лятор релейного типа. 

Достойным продолжателем дела И. А. Вышнеградского был сло¬ 
вацкий инженер А. Стодола. Он рассмотрел систему непрямого регу¬ 
лирования с жесткой обратной связью, а также ввел понятие о постоян¬ 
ных времени, применяемое и теперь при составлении уравнений системы 
регулирования. 

На конец XIX в. и начало текущего столетия приходится подъем 
капитализма в России. Бурный рост промышленности не мог не отра¬ 
зиться на развитии работ в области техники и теории регулирования. 

Создаются новые виды электромеханических регулирующих при¬ 
боров, а именно программные регуляторы, следящие системы и схемы 
компаундирования. Так, например, в 1877 г. А. П. Давыдов разра¬ 
батывает проект первой следящей системы, содержащей электрические 
элементы. В 1881 г. он показывает действующий макет этой системы, 
предназначенной для того, чтобы автоматически придавать орудию 
надлежащий угол возвышения в соответствии с изменением расстояния 
до цели. 
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В 1882 г. Н. И. Захаровым был показан на Промышленно-худо- 
жественной выставке в Москве прототип современного программного 
регулятора — электромеханическое копировальное устройство. 

„Для воспроизведения любого рисунка его необходимо только нари¬ 
совать лаком на валике, приводящемся во вращательное движение. По 
валику ходит другая пластинка с иголкой и там, где иголка входит на 
изолирующую поверхность, ток проходит через реле в главный элек¬ 
тромагнит, который оттягивает резец назад, а когда иголка касается 
до металлической поверхности, то ток проходит в другой электромаг¬ 
нит и резец режет вещи" [4]. 

Предложенная в 1884 г. П. Сунгуровым [5] схема регулирования 
двух совместно работающих машин (фиг. 8), в которой скорость одной 
из них следит за скоростью другой, применяется в современной авто¬ 
матике. 


Окно 



Широко используется в настоящее время при автоматизации раз¬ 
личных агрегатов примененный П. Сунгуровым принцип установления 
допустимых предельных значений регулируемого параметра. 

В 1898 г. К. Э. Циолковский предложил „автоматический регулятор 
горизонтального руля", который был предназначен для стабилизации 
продольной оси дирижабля в горизонте. Принцип действия этого регу¬ 
лятора, явившегося основой для создания современных автопилотов, 
ясен из фиг. 9. 

Помимо методов и схем регулирования, основанных на сравнении 
регулируемой величины с заданной, отечественные ученые и изобрета¬ 
тели создавали также методы и схемы регулирования, основанные на 
подборе параметров объекта, обеспечивающих необходимый закон изме¬ 
нения регулируемой величины (так называемое параметрическое регу¬ 
лирование), например диференциальный регулятор В. Н. Чиколева, 
схема компаундирования генераторов М. О. Доливо-Добровольского. 

Созданная И. А. Вышнеградским школа регулирования развивалась 
в ряде высших учебных заведений. Среди курсов, прочитанных по тео¬ 
рии регулирования в досоветский период (см. [6] <—[15]), особо сле¬ 
дует отметить курс Н. Е. Жуковского [14], прочитанный в Московском 
высшем техническом училище. Этот курс содержал ряд таких ориги¬ 
нальных исследований как например, теория прерывистого регулиро- 
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вания угловой скорости паровой машины, основанная на применении, 
уравнений в конечных разностях, условия отсутствия перерегулирований 
для системы регулирования паровой машины на отсечку и т. д. 

В 1892 г. вышла в свет работа А. М. Ляпунова [16]„ Общая задача 
об устойчивости движения", явившаяся важной вехой в развитии теории 
устойчивости, и теории регулирования. В ней А. М. Ляпунов дал пер¬ 
вое в истории науки математически строгое определение понятия 
устойчивости движения, а также разработал два метода решения задачи 
об устойчивости. 

Особое значение первого метода или метода первого приближения 
заключается в обосновании и установлении точных границ примени¬ 
мости анализа устойчивости, основанного на линейных диференциальных 
уравнениях. 

Теоремы второго метода позволяют в ряде случаев исследовать 
устойчивость не только при бесконечно малых отклонениях („устойчивость 
в малом"), но и при конечных отклонениях („устойчивость в большом") 1 . 

СОВЕТСКИЙ ПЕРИОД РАЗВИТИЯ ТЕОРИИ РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Цель настоящего раздела — охарактеризовать основные вехи до¬ 
военного этапа развития регулирования в СССР, уже ставшего досто¬ 
янием истории, а также дать самое общее представление о современном 
состоянии вопроса на основе материалов Второго всесоюзного сове¬ 
щания по теории регулирования, состоявшегося в Москве в конце 
1953 г. 

Ьо время восстановления народного хозяйства СССР (1917—1927 гг.) 
исследовательская работа по теории регулирования велась преимуще¬ 
ственно на кафедрах и в лабораториях втузов, т. е. в тех центрах, 
которые сложились еще до 1917 г. в Ленинградском технологическом 
институте, Ленинградском политехническом институте, Московском тех¬ 
ническом училище, Днепропетровском горном институте. За время уже 
первых пятилеток центр тяжести этой деятельности переместился во вновь 
организованные крупные научно-исследовательские институты, как, на¬ 
пример, Центральный котлотурбинный институт (ЦКТИ), Всесоюзный 
теплотехнический институт (ВТИ), Всесоюзный электротехнический 
институт (ВЭИ), лаборатории ряда машиностроительных заводов — 
Ленинградского металлического завода, завода „Электросила", Харьков¬ 
ского электромеханического завода и др. 

Этот период с 1917 по 1927 г. характеризуется в основном продол¬ 
жением работ научно-исследовательских центров, сложившихся до 1917 г. 

Одну из первых советских работ по теории регулирования выпол¬ 
нил в 1922 г. И. Н. Вознесенский на тему „О регуляторах непрямого 
действия" [17]. 

Несмотря на трудности восстановительного периода, не переставала 
работать изобретательская мысль в области автоматического регулиро*- 
вания. Можно отметить ряд интересных изобретений того времени, 
как-то: регулятор для ветряного двигателя в ветроэлектрических уста- 

1 В последнее время исследования А. М. Ляпунова стали применяться для 
решения вопросов, связанных с оценкой качества регулирования. 
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новках Г. С. Толмачева, „устройство для получения постоянного тока 
с постоянным напряжением при переменном числе оборотов генератора" 
К. И. Шенфера, „устройство автоматического регулирования воз¬ 
буждения электрического генератора постоянного тока" Я. М. Гаккеля, 
„способ повышения чувствительности регулирования числа оборотов 
двигателя" В. П. Вологдина и М. С. Снисаренко, „устройство синхро¬ 
низации работы передатчика и приемника в аппарате для электрической 
телескопии" А. А. Чернышева. 

Исходя из нужд промышленности, было налажено серийное про¬ 
изводство регуляторов. Так, например, в 1925 г. были изготовлены 
регуляторы для водяных турбин советского производства. В 1927 г. 
по проекту группы советских инженеров изготовлены термоэлектриче¬ 
ские регуляторы, установленные на шлихтовальных машинах. 

Индустриализация нашей страны, осуществляемая с 1928 г., стимули¬ 
ровала небывалый творческий подъем среди работников науки и техники. 

Разрабатывая новые типы регуляторов для бурно растущей про¬ 
мышленности, советские ученые и инженеры существенно продвинули 
вперед теорию регулирования и заложили общие физические и матема¬ 
тические основы этой теории. Теория регулирования стала серьезным 
подспорьем для инженера, проектирующего электрические, гидравличе¬ 
ские, пневматические и другие регуляторы разнообразных параметров 
для различных отраслей народного хозяйства. 

Именно в годы индустриализации нашей страны советские ученые 
расширили понятие о регулировании машин и систем машин, выдвинув 
такие проблемы, как качество регулирования, синтез регуляторов. За 
сравнительно короткий срок советские ученые подняли на новый, более 
высокий уровень методы исследования устойчивости регулируемых си¬ 
стем, методы исследования динамики регулируемых объектов, а также 
положили начало анализу систем регулирования с учетом непрерывного 
воздействия на них возмущающих сил. 

Среди большого числа исследований, выполненных с 1928 г. до начала 
Великой Отечественной войны, следует отметить работы трех основных 
научно-исследовательских институтов — ЦКТИ, ВТИ, ВЭИ. В первом 
из них работал И. Н. Вознесенский с группой учеников. 

В 1934 г. И. Н. Вознесенский впервые выдвинул принцип автоном¬ 
ного регулирования [18]. Разработке теории автономного регулирования 
посвящена также его статья „О регулировании машин с большим числом 
регулируемых параметров" [19]. 

Большой заслугой И. Н. Вознесенского является то, что он разра¬ 
ботал общий метод разбиения процесса регулирования системы с несколь¬ 
кими регулируемыми величинами на ряд автономных процессов и обос¬ 
новал тем самым условия автономности, а также решил конкретную 
задачу синтеза схемы прямого регулирования при сделанных им огра¬ 
ничивающих и упрощающих предположениях. 

Во Всесоюзном теплотехническом институте развернулась большая 
работа по регулированию турбин, а также по регулированию тепловых 
процессов. 

А. В. Щегляевым был опубликован в 1938 г. первый систематизи¬ 
рованный труд по регулированию турбин [20]. 
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Развивающаяся бурными темпами электрификация страны предъявляла 
все повышающиеся требования к автоматическому регулированию про¬ 
изводства и распределения электрической энергии. 

Важные работы в этой области были выполнены во Всесоюзном 
электротехническом институте. Там была впервые осуществлена сле¬ 
дящая система с нелинейной обратной связью. 

В 1932 г. В. С. Кулебакин опубликовал исследование по теории 
вибрационных регуляторов [21]. 

Серьезное значение имели выполненные в ВЭИ С. А. Лебедевым и 
П. С. Ждановым работы в области устойчивости энергосистем [22]. 

В 1938 и 1939 гг. были опубликованы выполненные в ВЭИ иссле¬ 
дования А. В. Михайлова, ознаменовавшие собой новую веху в теории 
автоматического регулирования. 

А. В. Михайлов впервые применил частотные методы для исследо¬ 
вания устойчивости регуляторов. Он же предложил новый критерий 
устойчивости линейных систем автоматического регулирования, основан¬ 
ный на применении принципа аргумента Коши. А. В. Михайлову при¬ 
надлежит также постановка вопроса о структурном анализе, основан¬ 
ном на типизации звеньев систем автоматического регулирования по 
их динамическим свойствам [23], [24]. 

Следует подчеркнуть, что впервые свои нововведения в теорию 
регулирования А. В. Михайлов сформулировал в неопубликованном труде, 
удостоенном премии на конкурсе работ молодых ученых, организован¬ 
ном ЦК ВЛКСМ в 1936 г. 

Вклад А. В. Михайлова в теорию регулирования существенно по¬ 
влиял на дальнейшее развитие теории регулирования не только в СССР, 
но и за рубежом. 

Развитие социалистической техники, которое с особой силой обо¬ 
значилось к началу третьей пятилетки, выдвинуло в качестве задачи 
первой очереди наряду с совершенствованием методов анализа устой¬ 
чивости регуляторов повышение точности, улучшение качества регули¬ 
рования. 

Назрела острая необходимость в научно обоснованных методах 
определения и исследования качества регулирования, базирующихся на 
учете непрерывного воздействия возмущающих сил на систему. Этот 
важный вопрос был поднят в ВЭИ в 1939 г. В. В. Солодовникозым, 
который сформулировал условия [25], впоследствии объединенные им 
в понятие качества процесса регулирования, и сделал первые шаги в 
направлении развития частотного метода анализа качества и синтеза 
систем автоматического регулирования. 

Там же была поставлена задача анализа устойчивости системы с рас¬ 
пределенными параметрами, в частности регулирования гидротурбины 
с учетом трубопровода как распределенного звена, а также систем 
с запаздыванием и обосновано применение для этой цели частотного 
критерия [26]. 

В 1940 г. акад. В. С. Кулебакин поставил задачу определения пара¬ 
метров автоматического регулятора по заданным требованиям к про¬ 
цессу регулирования. Вместе с тем он предложил способ анализа качества 
регулирования при помощи интегральной оценки переходного процесса 
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[27]. Акяд. Н. Н. Лузин поставил задачу о применении матричных 
методов в теории регулирования [28]. 

Исключительно важное значение автоматиз пии в развитии народного 
хозяйства побудило Академию наук создать в 1939 г. Институт автома¬ 
тики и телемеханики, который стал развертывать работу в области 
общей теории регулирования. 

В связи с работами Института автоматики и телемеханики по теории 
регулирования в 1940—1941 гг. возникла дискуссия, в ходе которой 
подверглись острой критике выдвинутый Г. В. Щипановым [29] принцип 
полной компенсации возмущающего воздействия и неосуществимая идея 
об универсальном регуляторе. Выполненные впоследствии работы 
Н. Н. Лузина, В. С Кулебакина, П. И. Кузнецова уточнили физический 
смысл и выявили область применимости названного выше принципа. 

В течение рассматриваемого этапа состоялось два всесоюзных сове¬ 
щания по вопросам теории регулирования: в 1935 г. в Ленинграде и 
в 1940 г. в Москве. 

Ленинградское совещание было организовано Научно-техническим 
советом по теплотехнике и рассмотрело ряд существенных вопросов 
теории и расчета регуляторов паровых турбин. На этом совещании 
было, в частности, установлено, что критерий Гурвица явно недоста¬ 
точен для конструктора, проектирующего регулятор, и что наличие не¬ 
линейных элементов в системах регулирования заставляет искать новые 
пути решения задач регулирования. 

Труды совещания, опубликованные в 1936 г. [30], в известной 
мере повлияли на выбор направлений, по которым развивалась в даль¬ 
нейшем деятельность в области теории регулирования. 

Совещание, происходившее в 1940 г., было созвано Институтом 
автоматики и телемеханики АН СССР [31]. В отличие от предыдущего 
совещания, рассмотревшего сравнительно узкий круг задач регулиро¬ 
вания, совещание в Москве было посвящено задачам общей теории 
регулирования. 

А. А. Андронов впервые указал на то, что математическим 
образом автоколебаний являются устойчивые предельные циклы [32]. 
Впоследствии А. А. Андронов разработал математический аппарат 
для решения нелинейных задач в различных областях электротехники 
и радиотехники. Как видно из дальнейшего изложения, этот аппарат 
дал возможность А. А. Андронову и его школе решить ряд существенно 
важных нелинейных задач теории регулирования. 

В годы первой пятилетки с вводом в действие мощных синхронных 
генераторов особую актуальность приобрел вопрос об их устойчивости. 

В 1932 г. Украинский институт промышленной энергетики издал 
работу Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова, посвященную анализу 
устойчивости колебаний параллельно работающих генераторов. Отметим, 
что это была одна из первых попыток решения нелинейной задачи, 
смежной с теорией регулирования. 

С развитием техники, основанной на высокочастотных колебаниях, 
нелинейные задачи механики, электротехники, радиотехники были 
выдвинуты практикой социалистического строительства как важнейшие 
и неотложные. 
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В 1937 г. вышли в свет фундаментальные исследования А. А. Андро¬ 
нова и С. Э. Хайкина „Теория колебаний", а также Н. М. Крылова и 
Н. Н. Боголюбова „Введение в нелинейную механику". Эти работы, 
быстро завоевавшие себе мировую известность, создали основу для 
решения ряда важнейших нелинейных задач теории регулирования [33]. 

Метод Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова нашел через несколько 
лет эффективное применение для решения нелинейных задач теории 
регулирования. 

В 1944 и последующих годах был опубликован ряд важных работ 
акад. А. А. Андронова и его учеников и сотрудников по исследова¬ 
нию нелинейных систем автоматического регулирования, основанных на 
методе точечных преобразований. 

На основе этого метода была решена важная задача определения 
устойчивости систем регулирования без обычных упрощающих предполо¬ 
жений о малости тех или иных величин, входящих в уравнения движе¬ 
ния, а также задача о влиянии сил трения в регуляторе прямого дей¬ 
ствия на процесс регулирования [34], [35]. 

# Л 

* 

Краткую характеристику результатов, полученных в области теории 
регулирования за время с 1941 г., необходимо начать с указания на то, 
что внедрение новой техники, предъявляющей особые требования к 
качеству и точности систем регулирования и управления, обусловило 
подъем теоретических исследований на новый, более высокий уровень. 

За этот период были разработаны методы исследования устойчивости 
линейных систем с сосредоточенными и распределенными параметрами, 
систем с запаздыванием, а также методы построения областей устойчивости. 

Существенное развитие получили методы анализа качества линейных 
систем регулирования: частотный метод, метод интегральных оценок и 
метод распределения корней. Значительные успехи получены в напра¬ 
влении развития теории прерывистого регулирования. Разработан ряд 
методов построения переходных процессов в линейных и нелинейных 
системах регулирования. 

Значительное развитие получили методы синтеза линейных систем, 
т. е. построения линейных систем регулирования по заданным требова¬ 
ниям к их качеству с учетом внешних воздействий и, в частности, при 
воздействиях, задаваемых статистически или ограниченных по абсолют¬ 
ной величине. 

Усовершенствованы методы построения сложных систем с несколь¬ 
кими регулируемыми параметрами. 

Резко повысился интерес к нелинейным задачам теории регулирования. 
Широкое распространение для исследования нелинейных систем полу¬ 
чают классические методы А. М. Ляпунова, а также метод малого 
параметра. Разработаны эффективные способы определения периодиче¬ 
ских режимов. Следует отметить развитие нового направления в теории 
регулирования, имеющего в своей основе метод точечных преобразова¬ 
ний, разработанный А. А. Андроновым и его школой. 
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Существенные результаты получены в области разработки экспери¬ 
ментальных методов исследования динамических свойств сложных объек¬ 
тов регулирования. 

Последние годы ознаменовались рядом серьезных достижений в 
области физического и математического моделирования систем автома¬ 
тического регулирования. 

Крупных успехов добились советские ученые в решении актуаль¬ 
ных линейных задач теории регулирования. 

За эти годы разработан частотный анализ качества и синтеза, осно¬ 
ванный на рассмотрении вещественной частотной характеристики, при¬ 
чем была показана органическая связь его с частотным методом анализа 
устойчивости. 

Существенно продвинулась разработка теории регулирования слож¬ 
ных взаимно связанных систем с несколькими параметрами. 

Исследован вопрос о накоплении возмущений в линейных колеба¬ 
тельных системах с постоянными параметрами. 

Разработай весьма общий важный метод построения областей устой¬ 
чивости линеаризованных систем, как распределенных, так и дискрет¬ 
ных по любой паре параметров (Д-разбиение). 

Значительно была развита теория импульсного (прерывистого) регу¬ 
лирования. Положено начало разработке методов анализа и синтеза 
систем, находящихся под непрерывным воздействием возмущающих сил, 
заданных статистически. 


* * 


Работы советских ученых содействовали превращению теории авто¬ 
матического регулирования в самостоятельную научную дисциплину, 
которая составляет основу современной автоматики. 

За время пятилеток выросли мощные научно-исследовательские 
центры, занимающиеся вопросами теории автоматического регулирования. 

Курс теории автоматического регулирования читается в многочислен¬ 
ных высших технических учебных заведениях СССР. 

За последние годы опубликован ряд учебников и учебных пособий 
по теории регулирования в виде отдельных изданий или значительных 
по объему глав в курсах по другим дисциплинам. Опубликован также 
ряд монографий по актуальным вопросам теории регулирования. 

Ярким показателем достижений социалистической техники в области 
автоматического регулирования является присуждение Сталинских премий 
ученым и инженерам за выдающиеся работы по созданию и внедрению 
регуляторов. 

Сделанный обзор позволяет сформулировать некоторые обобщающие 
положения о развитии автоматического регулирования в СССР. 

1. Советский период ознаменовался существенными достижениями 
в области теории автоматического регулирования. Разработана теория, 
решающая задачи расчета и проектирования регулируемых сложных 
систем с несколькими взаимосвязанными регулируемыми величинами. 

Большое значение этого направления в теории автоматического 
регулирования становится ясным теперь, в условиях быстро расширяю- 
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щегося применения такого рода систем в ведущих отраслях народного 
хозяйства. 

Предложены и разработаны новые частотные методы, обогатив¬ 
шие теорию автоматического регулирования. Установлены новые ориги¬ 
нальные и достаточно простые критерии устойчивости. Положено начало 
применению частотных методов для анализа качества и синтеза систем 
регулирования. Введен в практику структурный анализ, имеющий в своей 
основе типизацию звеньев систем регулирования по их динамическим 
свойствам. 

2. В последние годы наметился новый мощный подъем в разра¬ 
ботке важнейших проблем теории автоматическое регулирования. 

Предложены оригинальные и эффективные методы решения нелиней¬ 
ных задач теории автоматического регулирования. 

Эффективно использованы три основные направления, разработанные 
советскими учеными в этой области, а именно теория точечных преобра¬ 
зований поверхностей, построение функций А. М. Ляпунова, метод 
малого параметра. Советские ученые получили существенные результаты 
в применении частотных методов для решения как линейных, так и 
нелинейных задач теории автоматического регулирования. 

Теория прерывистого регулирования, имеющего в условиях бурного 
развития импульсной техники актуальное значение, приобрела благодаря 
работам советских ученых необходимую стройность. 

Получены первые результаты в области статистической динамики 
систем регулирования. 

Говоря о современных достижениях и успехах в области теории и 
практики регулирования, нельзя забывать основополагающей роли рус¬ 
ских ученых в создании этой важной отрасли техники и в особенно¬ 
сти И. А. Вышнеградского, П. Л. Чебышева, А. М. Ляпунова, 
Н. Е. Жуковского, И. Н. Вознесенского, А. А. Андронова, Б. В. Бул¬ 
гакова. 

Следуя лучшим традициям выдающихся деятелей отечественной 
науки, советские специалисты прилагают все силы к выполнению задач, 
поставленных XIX съездом КПСС, чтобы дать стране такие средства 
автоматики, которые содействовали бы великому делу построения ком¬ 
мунистического общества. 
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ГЛАВА II 


ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕОРИИ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
1. ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 

Назовем динамической системой любую совокупность взаи¬ 
модействующих друг с другом устройств, описываемую некоторым 
числом переменных, изменяющихся во времени и в пространстве. Такого 
рода переменные часто называются обобщенными координатами. 

Минимальное число независимых переменных или обобщенных коор¬ 
динат, достаточное для полного описания поведения динамической си¬ 
стемы, называется числом ее степеней свободы 1 . Например, 
самолет, рассматриваемый как твердое тело, имеет шесть степеней сво¬ 
боды, поскольку его движение полностью определяется шестью пере¬ 
менными: тремя координатами центра тяжести и тремя угловыми коор¬ 
динатами, описывающими движение самолета относительно центра тяжести. 

Динамические системы подразделяются на пассивные и актив¬ 
ные. Динамическая система называется активной, если она содер¬ 
жит источники энергии. Если в системе источников энергии не имеется, 
то она называется пассивной. 

Изменение переменных, характеризующих динамическую систему, 
вызывается приложенными к ней воздействиями. Точка приложения 
рассматриваемого воздействия часто называется входом, а точка, 
а которой наблюдается эффект, вызванный этим воздействием, — вы¬ 
ходом динамической системы. 

Свойства всякой динамической системы определяются через ее пара¬ 
метры, примерами которых могут служить масса, коэфициент трения, коэ- 
фициент упругости, индуктивность, омическое сопротивление, емкость и т. д. 

Параметры могут быть сосредоточенными и распреде¬ 
ленными. 

В случае динамических систем с сосредоточенными параметрами 
переменные, описывающие их поведение, зависят только от времени. 

В случае динамических систем с распределенными параметрами по 
крайней мере некоторые из переменных изменяются не только во вре¬ 
мени, но и в пространстве (в случае динамических систем, называемых 
цепями в зависимости от какой-либо одной из пространственных координат). 

і Это определение справедливо лишь для голономных систем. 
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Примером динамической системы, содержащей распределенные пара¬ 
метры, может служить энергосистема, состоящая из двух станций, соеди¬ 
ненных длинной линией электропередачи, если общая индуктивность, 
сопротивление и емкость последней рассматриваются распределенными 
вдоль всей ее длины. 

Параметры динамической системы могут быть постоянными или 
переменными. 

В том случае, когда все параметры постоянны, система называется 
линейной системой с постоянными параметрами или просто линейной 
системой. 

Под постоянным параметром, очевидно, подразумевается такой пара¬ 
метр, который во все моменты времени имеет одно и то же значение, 
не зависимое от времени и процессов, протекающих в системе. Ни в какой 
реальной системе параметры никогда не являются строго постоянными, 
но часто их можно считать таковыми с большей или меньшей степенью 
точности. 

Изменяющиеся параметры могут быть функциями различных величин. 
Если некоторые из параметров представляют собой заданные функции 
времени, то система называется линейной системой с перемен¬ 
ными параметрами. Однако часто параметры системы являются функ¬ 
циями не времени, а самих переменных, описывающих поведение системы. 

Так, например, внутреннее сопротивление купроксного выпрямителя 
является одновременно функцией и направления, и величины протекаю¬ 
щего через него тока. Сопротивление электронной лампы представляет 
собой обычно функцию как сеточного, так и анодного напряжений. 
Индуктивность катушки с железом является очень сложной функцией 
тока намагничивания. 

Система, в которой хотя бы один из параметров не сохраняет постоян¬ 
ного значения, а изменяется при изменении переменных, характеризую¬ 
щих поведение системы, называется нелинейной. 

Одно из наиболее существенных свойств всякой линейной системы 
заключается в том, что если на нее действует одновременно несколько 
возмущающих воздействий, то их совместный эффект равен сумме эффек¬ 
тов, вызываемых каждым из возмущающих воздействий в отдельности. 
Этот принцип сложения отдельных эффектов, вызываемых различными 
возмущающими воздействиями, называется принципом суперпо¬ 
зиции. 

2. ОСНОВНОЙ ПРИНЦИП ДЕЙСТВИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИСТЕМЫ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В технике весьма часто возникает необходимость управлять измене¬ 
ниями какой-либо физической величины, называемой регулируемой , 
в соответствии с изменениями какой-либо другой физической величины, 
называемой управляющей . Причину изменения последней назовем упра¬ 
вляющим воздействием. Это управление может осуществляться по прин¬ 
ципу разомкнутого или замкнутого цикла. 

В первом случае управляющее воздействие прикладывается к устрой¬ 
ству, которое вырабатывает сигнал, управляющий обычно при помощи 
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какого-либо усилителя исполнительным устройством, исполнительное же 
устройство осуществляет изменения управляемой физической величины 
в соответствии с изменениями управляющего воздействия на входе. При¬ 
мером систем разомкнутого цикла может служить система управления 
числом оборотов двигателя постоянного тока, приведенная на фиг. 10. 
Передвигая движок 2 потенциометра /, мы будем изменять ток в обмотке 3 
возбуждения генератора 4. Это приведет к измению тока в якоре 5 



двигателя, что в свою очередь вызовет изменение его угловой скорости. 
Последняя может измеряться при помощи тахомашины 6 и измеритель¬ 
ного прибора 7. 

В этой системе не имеется замкнутого пути обхода, и, таким образом, 
система является разомкнутой. 

Для нормального функционирования систем разомкнутого цикла не¬ 
обходимо соблюдение ряда мер. Прежде всего системы должны быть 
тщательно отградуированы. Однако ясно, что сохранение градуировки 
при износе тех или иных частей системы, а также при изменении тем- 



Фиг. 11. Система управления с замкнутым циклом - 
система автоматического регулирования. 


пературы, влажности и т. д. представляет собой весьма трудную за¬ 
дачу. В Системах разомкнутого цикла не измеряется результат осущест¬ 
вляемого ими процесса управления и не производится никаких действий, 
если этот результат не соответствует желаемому. 

В противоположность этому в системах замкнутого цикла произво¬ 
дится измерение разности между требуемым и действительным значением 
регулируемой переменной, и система функционирует таким образом, 
чтобы сохранить эту разность в возможно более узких пределах. Примером 
может служить система для управления числом оборотов двигателя по¬ 
стоянного тока (фиг. 11). Она отличается от схемы на фиг. 10 тем, 
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что напряжение на зажимах тахомашины 6 сравнивается с напряжением, 
снимаемым с потенциометра I. Если скорость двигателя отличается от 
заданной, то оба напряжения делаются не равными друг другу, и воз¬ 
никает сигнал ошибки. Последний усиливается, воздействует на возбу¬ 
ждение генератора и изменяет скорость двигателя так, чтобы умень¬ 
шить сигнал ошибки и возвратить скорость к заданному значению. Ясно, 
что схема на фиг. 11 является замкнутой. 

Создание систем управления с разомкнутым циклом представляет 
собой обычно более легкую задачу, чем создание систем с замкнутым цик¬ 
лом. Однако последние обладают часто рядом несомненных преимуществ. 
Благодаря своему принципу действия, основанному на измерении ошибки 
вне зависимости от причин, вызвавших ее появление, и на использовании 
результатов измерения для уменьшения ошибки, системы с замкнутым 
циклом не требуют точной градуировки и в значительной мере сохра¬ 
няют свою точность даже в том случае, если параметры элементов испы¬ 
тывают существенные изменения во время их работы. 

В настоящее время оба принципа управления — по замкнутому и по 
разомкнутому циклу — иногда используются в сочетании друг с другом. 
Однако нас в дальнейшем будет интересовать в основном лишь класс 
систем с замкнутым циклом, обычно называемых системами автомати¬ 
ческого регулирования. Этому классу динамических систем можно дать 
следующее определение. 

Системой автоматического регулирования называется динамиче¬ 
ская система , обладающая свойством сохранять требуемую функ¬ 
циональную связь между некоторыми описывающими ее поведение 
величинами при помощи сравнения функций от этих величин и исполь¬ 
зования получающихся при этом разностей для управления источ¬ 
никами энергии . 

Величинами, о которых идет речь в этом определении, являются, 
с одной стороны, управляющие переменные, изменения которых обычно 
зависят не от процессов, происходящих внутри системы регулирования, 
а лишь от управляющих воздействий, и, с другой стороны, регулируе¬ 
мые величины, которые должны находиться в требуемой функциональной 
зависимости от управляющих воздействий. 

В случае схемы, изображенной на фиг. 11, величинами, между кото¬ 
рыми необходимо сохранять требуемую функциональную связь (в данном 
случае имеющую вид .простой линейной зависимости), служат положение 
движка 2 потенциометра 1 и скорость двигателя, представляющая собой 
регулируемую величину. Управляющим воздействием является сила, 
вызывающая перемещение движка потенциометра. 

Изменения регулируемых величин вызываются не только управляю¬ 
щими, но и возмущающими воздействиями, приложенными к системе 
автоматического регулирования. 

Возмущающим называется всякое воздействие, которое стремится на¬ 
рушить требуемую функциональную связь между управляющим воздей¬ 
ствием и регулируемой переменной. 

В случае схемы, изображенной на фиг. И, возмущающим воздей¬ 
ствием может служить, например, момент нагрузки, приложенный к валу 
двигателя. 


29 



Ясно, что система регулирования должна вести себя по отношению 
к указанным двум типам воздействий существенно различным образом. 
В то время как управляющие воздействия должны определять измене¬ 
ния регулируемых переменных, возмущающие воздействия должны, 
наоборот, возможно менее влиять на изменения регулируемых пере¬ 
менных. 

Отметим еще одно различие между управляющими и возмущающими 
воздействиями, связанное с местом их приложения к системе. Назовем 
чувствительным элементом системы устройство, служащее для сравнения 

управляющей и регулируемой пере¬ 
менных. В то время, как управляю¬ 
щее воздействие § (/) может быть 
приложено к системе только через 
чувствительный элемент 1 (фиг. 12), 
возмущающее воздействие / (/) может 
быть приложено к любой точке 
системы, включая и чувствительный 
элемент. 

Вследствие наличия воздействий тре¬ 
буемые и действительные значения 
регулируемой величины, вообще го¬ 
воря, отличаются друг от друга. 

Разность между требуемым и действительным значением регули¬ 
руемой величины назовем ошибкой системы автоматического регулиро¬ 
вания. 

Отклонением регулируемой величины условимся называть раз¬ 
ность между значением регулируемой величины в данный момент времени 
и некоторым фиксированным ее значением, принятым за начало отсчета. 

Для того чтобы уяснить различие 
между понятиями „ошибка" и „от- Управляющее 
клонение", рассмотрим следующий возде йствие ч д 
пример. Предположим, что управляю¬ 
щее воздействие, приложенное к 
системе регулирования, внезапно из¬ 
менилось на некоторую постоянную 
величину (фиг. 13). Это изменение 
управляющего воздействия вызовет 
соответствующее изменение регули- * 

руемой величины. Отклонением х (І) ф И г. 13. К пояснению принятой 
регулируемой величины в момент ошибки и отклонения регулируемой 
называется величина ВС , а ошибкой величины. 

6 (/) — величина АС — ВС = АВ . 

Заметим, что в то время как отклонение х (і) регулируемой величины 
при неограниченно возрастающих управляющих воздействиях является 
также неограниченно возрастающей функцией времени, ошибка е ( і ) во 
всякой удовлетворительно работающей системе остается всегда ограни¬ 
ченной (фиг. 14). 

Воздействие, приложенное к чувствительному элементу системы 
регулирования, условимся называть входным сигналом или величиной 
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Фиг. 12. Точки приложения упра¬ 
вляющего § (і) и возмущающего 
/({) воздействий к системе авто¬ 
матического регулирования с регу¬ 
лируемой величиной х(і). 



на входе системы автоматического регулирования. Величиной на выходе 
назовем регулируемую величину. 

Системы автоматического регулирования часто называют системами 
с обратной связью. Это объясняется тем, что во всякой системе авто¬ 
матического регулирования должна иметься не только прямая связь между 
входом (управляющим воздействием) и выходом (регулируемой величиной), 
при помощи которой производится управление регулируемой переменной, 
но и обратная связь между выходом и входом, служащая для сравнения 
обеих величин. 

Сигнал, поступающий с выхода системы на ее вход, назовем сигна¬ 
лом главной обратной связи , а разность между входным сигналом и 
сигналом главной обратной связи — 
сигналом ошибки . 

В заключение следует отметить еще 
одну характерную черту систем автома¬ 
тического регулирования, заключаю¬ 
щуюся в направленности их действия. 

Эта направленность действия со¬ 
стоит в том, что входной сигнал не 
может оказать существенного влияния 
на сигнал главной обратной связи не¬ 
посредственно через чувствительный 
элемент, а может это сделать лишь 
обойдя всю систему в каком - либо 
определенном направлении (например, 
по часовой стрелке, как это показано 
на фиг. 12). 

Итак, системы автоматического регулирования — это замкнутые 
активные динамические системы направленного действия . 



Фиг. 14. Случай неограниченно 
возрастающего отклонения и ог¬ 
раниченной ошибки. 


3. ТРИ ОСНОВНЫХ КЛАССА СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В зависимости от характера управляющего воздействия системы 
автоматического регулирования с одной регулируемой величиной можно 
подразделить на три класса: 

1) системы автоматической стабилизации , в которых управляющее 
воздействие представляет собой постоянную величину; 

2) системы программного регулирования , в которых управляющее 
воздействие является заданной функцией времени; 

3) следящие системы , в которых характер изменения управляющего 
воздействия определяется процессами, протекающими вне рассматривае¬ 
мой системы и заранее не может быть точно определен. 

Предположим, например, что движок потенциометра в схеме на 
фиг. 11 неподвижен. В этом случае управляющее воздействие отсут¬ 
ствует, входной сигнал (напряжение, снимаемое с движка потенциометра) 
сохраняет постоянное значение, и мы имеем систему автоматической 
стабилизации скорости двигателя постоянного тока. 
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Постоянное значение, которое имеет входной сигнал в системах 
автоматической стабилизации, часто называется настройкой или уставкой 
регулятора. Оно соответствует требуемому значению регулируемой пере¬ 
менной. Если же движок потенциометра перемещается, скажем, при 
помощи какого-либо кулачкового механизма и снимаемое с него напря¬ 
жение является заданной функцией времени, то система на фиг. 11 может 
рассматриваться как система программного регулирования скорости. 

Наконец, если движок потенциометра перемещается вручную или 
автоматически, например в соответствии с изменяющимися показаниями 
какого-либо измерительного прибора, и скорость двигателя должна на¬ 
ходиться в определенной функциональной зависимости от положения 
движка, то мы имеем следящую систему. 

В современной технике все более широкое применение получают 
системы автоматического регулирования с несколькими регулируемыми 
величинами. Такие системы в некоторых случаях можно отнести к классу 
смешанных систем, представляющих собой соединение систем стабили¬ 
зации, программного регулирования и следящих систем в виде единой 
сложной системы. 

4. КЛАССИФИКАЦИЯ ОСНОВНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ ПО ИХ НАЗНАЧЕНИЮ 

Всякая система автоматического регулирования состоит из объекта 
регулирования и одного или нескольких присоединенных к нему регу¬ 
ляторов. 

Автоматические регуляторы часто являются весьма сложными устрой¬ 
ствами. 


Управляющей 


воздействие 

№ 


Входной^ 

\гп?ипл 


Сигнал 


сигнал 

Сигнал 

овратной\ 


ошибки 

главной 

связи 


Регулирующее 


т 


| з'\ 

, /С\ . 

1 ^ 1 

и 

1 с 1 

(XI 

7 



м 

1 ..-1 





Возмущающее 

воздействие 


Регулиру е- 


мая\величи~ 
на 


Местная обратная 
связь 


Главная 


8 


об ратная связь 


Фиг. 15. Основные элементы системы автоматического регулирования. 


Однако, как бы сложен ни был автоматический регулятор, его всегда 
можно представить состоящим из следующих основных элементов 
(фиг. 15): 

1) управляющего или задающего элемента /, имеющего целью вы¬ 
работать полезный входной сигнал (управляющую величину), с которым 
регулируемая величина должна находиться в требуемой функциональной 
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зависимости; иногда на полезный входной сигнал накладывается эффект 
возмущающего воздействия, приложенного к какой-либо точке упра¬ 
вляющего элемента, вследствие чего полный входной сигнал, поступаю¬ 
щий на вход системы, может иметь вредную составляющую, создающую 
дополнительную ошибку; 

2) элемента 8 главной обратной связи, вырабатывающего сигнал, 
который находится в определенной функциональной зависимости от 
регулируемой .переменной; 

3) чувствительного элемента или элемента 2 сравнения, дающего на 
основании сравнения входного сигнала и сигнала главной обратной 
связи первичный сигнал управления или сигнал ошибки; 

4) последовательного преобразующего или корректирующего эле¬ 
мента 3 , служащего для соответствующего преобразования первичного 
сигнала управления с целью придать системе требуемые динамические 
свойства; 

5) усилительного элемента 4, усиливающего сигнал управления, выра¬ 
батываемый на выходе последовательного корректирующего устрой¬ 
ства; 

6) исполнительного элемента 5, вырабатывающего регулирующее 

воздействие, прикладываемое к объекту регулирования; 

7) параллельного корректирующего 
элемента 6 (местная обратная связь), 
предназначенного для придания требуемых 
динамических свойств системе; 

8) объекта регулирования 7. 

Для пояснения приведенной выше 

классификации основных элементов си¬ 

стемы регулирования рассмотрим систему 
на фиг. 11. В ней управляющим или 
задающим элементом является потен¬ 
циометр /, вырабатывающий входной 
сигнал в виде снимаемого с него напряжения. В этом случае входной 
сигнал может иметь вредную составляющую, вызываемую, например, 
колебаниями напряжения источника питания, к которому приключен 

потенциометр /. 

Элементом главной обратной связи служит тахомашина 6. Напря¬ 
жение на ее зажимах можно считать пропорциональным регулируемой 
величине, которой в данном случае является число оборотов двигателя. 
В рассматриваемой схеме роль чувствительного элемента или элемента 
сравнения играет первый каскад усиления усилителя. Последовательный 
преобразующий или корректирующий элемент на схеме не показан. Но 
им может быть какой-либо пассивный электрический контур (фиг. 16), 
включенный между первым и вторым каскадом усилителя. Усилительным 
элементом является (фиг. 11) ламповый усилитель, питающий обмотку 3 
возбуждения генератора 4. В качестве исполнительного элемента можно 
рассматривать генератор, а в качестве вырабатываемого им регулирующего 
воздействия — ток в цепи якорей генератора 4 и двигателя 5. Парал¬ 
лельным корректирующим элементом (местной обратной связью) в схеме 
на фиг. 11 можно считать обратную связь в усилителе. 
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Фиг. 16. Корректирующий эле¬ 
мент в виде пассивного элек¬ 
трического контура. 



В качестве объекта регулирования можно рассматривать двигатель 
постоянного тока вместе с приключенной к нему нагрузкой. 

Следует заметить, что причисление того или иного реального эле¬ 
мента, входящего в состав системы, к одному из указанных выше 
классов иногда является условным и зависит от удобства рассмотрения. 
Так, например, генератор постоянного тока на фиг. 11 можно считать, 
как мы видели, исполнительным элементом, но его же можно рас¬ 
сматривать и как усилительный элемент, считая, что исполнительный 
элемент как таковой в схеме на фиг. 11 отсутствует. 


Системы 

статические 


5. СТАТИЧЕСКИЕ И АСТАТИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

автоматического регулирования принято подразделять на 


и астатические в зависимости 


от того, имеют они или 
не имеют отклонение или 
ошибку в установив¬ 
шемся состоянии при 
воздействиях, удовлетво¬ 
ряющих определенным 
условиям. 

Система регулирова¬ 
ния называется стати¬ 
ческой по отношению 
к возмущающему воз¬ 
действию, если при воз¬ 
действии, стремящемся с 
течением времени к не¬ 
которому установивше¬ 
муся постоянному значению, отклонение регулируемой величины также 
стремится к постоянному значению, зависящему от величины воздействия. 
Система автомати- 



Фиг. 17. Кривые переходного процесса к статиче¬ 
ской (кривая 2) и астатической (кривая 3 ) систе¬ 
мам в случае возмущающего воздействия вида /. 




ф I 

ъ 


\ 


ческого регулирования 
называется астатиче¬ 
ской по отношению к 
возмущающему воз¬ 
действию, если при 
воздействии, стремя¬ 
щемся с течением вре¬ 
мени к некоторому 
установившемуся по¬ 
стоянному значению, 
отклонение регулируе¬ 
мой величины стремится к нулю вне зависимости от величины воздействия. 

На фиг. 17 кривыми 2 и 3 показано примерное изменение откло¬ 
нения регулируемой величины в переходном процессе соответственно 
в статической и в астатической системе в случае возмущающего воз¬ 
действия, изображенного кривой /. 

На фиг. 18 приведен пример простейшей статической системы 
регулирования уровня жидкости. Объектом регулирования здесь служит 

34 


Фиг. 18. Статическая система автоматического 
регулирования. 




резервуар с находящейся в нем жидкостью. Регулятором является регу¬ 
лятор прямого действия 1 , состоящий из поплавка, связанного кинема¬ 
тической рычажной передачей с задвижкой. В качестве возмущающего 
и регулирующего воздействий можно рассматривать соответственно рас¬ 
ход и приход жидкости в резервуар. 

При увеличении расхода воды по трубе Т А уровень жидкости пони¬ 
жается, поплавок опускается и переставляет задвижку, увеличивая ее 
открытие. Количество воды, поступающее в резервуар через трубу Г 2 , 
увеличится, и уровень воды начнет повышаться. Установившееся состояние 
наступит тогда, когда приход воды будет равен ее расходу. Чем больше 
расход, тем больше открыта задвижка и, следовательно, тем ниже 
в установившемся состоянии будет находиться уровень жидкости. 

Таким образом, в 
схеме на фиг. 18 уста¬ 
новившееся состояние 
может наступать при 
различных значениях 
регулируемой вели¬ 
чины. 

На фиг. 19 изо¬ 
бражена схема астати¬ 
ческой системы ре¬ 
гулирования уровня 
жидкости. При увели¬ 
чении (уменьшении) 
расхода поплавок опу¬ 
скается (поднимается) 
и замыкает верхний 
(нижний) контакт. При этом двигатель начинает вращаться в таком на¬ 
правлении, чтобы поднять (опустить) задвижку и увеличить (уменьшить) 
приход. 

Очевидно, что в этой схеме установившееся состояние при любом 
расходе может иметь место только при одном определенном значении 
регулируемой величины, соответствующем нейтральному положению 
среднего контакта реле. 

Из сказанного ясно, что в статической системе зависимость устано¬ 
вившегося значения регулируемой величины от установившегося значения 
воздействия изображается некоторой кривой, которая приближенно может 
быть заменена, по крайней мере для некоторого интервала установившихся 
значений воздействия, наклонной прямой линией (фиг. 20, а). 

В случае астатических систем соответствующая зависимость изобра¬ 
жается прямой, параллельной оси абсцисс (фиг. 20, б). 

Согласно фиг. 20, а при изменении величины воздействия от нуля 
до некоторого / тах регулируемая величина может изменяться от лг тах 

ад 1 Регулятором прямого действия в отличие от регуляторов непрямого 
действия называется регулятор, не содержащий собственных источников энергии. 
Он изменяет величину регулирующего воздействия за счет энергии, переда¬ 
ваемой от объекта регулирования к чувствительному элементу (в данном случае 
поплавку), измеряющему отклонение регулируемой величины. 

3 * 



Фиг. 19 Астатическая система автоматического 
регулирования. 
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до х т\п • Одно из значений х в этом интервале, равное, например, 
среднему арифметическому 
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принимают за номинальное значение регулируемой величины, а статизмом 
или коэфициентом неравномерности называют величину 

Хщах х т\п (2) 

Система автоматического регулирования называется статической по 
отношению к управляющему воздействию, если при воздействии, стре¬ 
мящемся с течением времени к некоторому установившемуся постоян¬ 
ному значению, ошибка также стремится к постоянному значению, 
зависящему от величины воздействия. 



X 


б) 


/ 


Фиг. 20. Зависимость установившегося значения регулируемой величины от 
установившегося значения воздействия для статической (а) и астатической (б) 

систем регулирования. 


Система автоматического регулирования называется астатической 
по отношению к управляющему воздействию, если при воздействии, 
стремящемся с течением времени к некоторому установившемуся постоян¬ 
ному значению, ошибка стремится к нулю вне зависимости от величины 
воздействия. 

Следует подчеркнуть, что одна и та же система может быть стати¬ 
ческой по отношению, скажем, к какому-либо возмущающему воздействию 
и астатической по отношению к управляющему воздействию и наоборот. 
Таким образом, если это может вызвать недоразумения, то следует 
указывать, в какой точке системы приложено воздействие, по отношению 
к которому последняя является статической или астатической. 

Так, в случае систем автоматической стабилизации управляющее воз¬ 
действие сохраняет постоянное значение (оно может изменяться лишь 
при перенастройке регулятора), и возникает вопрос о том, является ли 
система статической или астатической по отношению к возмущающему 
воздействию. 

В случае следящих систем, наоборот, интересуются обычно тем, 
является ли система статической или астатической по отношению 
к управляющему воздействию. 
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6. СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
НЕПРЕРЫВНОГО, ИМПУЛЬСНОГО И РЕЛЕЙНОГО ДЕЙСТВИЯ 


Системы автоматического регулирования подразделяются на системы 
непрерывного, импульсного и релейного действия. 

Система автоматического регулирования называется системой непре¬ 
рывного действия, если между величинами на входе и на вы¬ 
ходе всех элементов регулятора существует непрерывная функциональ¬ 
ная связь. 

Примером системы непрерывного действия может служить схема 
на фиг. И, в которой ток в цепи якорей является непрерывной функцией 
от напряжений на входе усилителя. 

Система автоматического регулирования называется системой импульс¬ 
ного действия , если величина на выходе какого-либо из ее элементов 
представляет собой последовательность импульсов, амплитуда, дли¬ 
тельность или частота повторения которых зависит от величины на 
входе этого элемента в отдельные (дискретные) моменты времени. 

Примеры систем импульсного регулирования приведены в главе XXI. 

Система автоматического регулирования называется системой релей¬ 
ного действия , если величина на выходе одного из ее элементов остается 
одной и той же вне зависимости от значения величины на входе, а ее 
знак зависит от знака величины на входе. 

Пример системы автоматического регулирования релейного действия 
приведен на фиг. 19. 


7. ОДНОКОНТУРНЫЕ И МНОГОКОНТУРНЫЕ, НЕСВЯЗАННЫЕ 
И СВЯЗАННЫЕ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Выше нами указывалось, что всякая система автоматического регу¬ 
лирования согласно самому принципу ее действия всегда имеет по крайней 
мере одну обратную связь, служащую для сравнения действительного 
и требуемого значения регулируемой величины. Такого рода обратную 
связь мы условились называть главной. 

Нужно, однако, заметить, что современные системы автоматического 
регулирования помимо главных обратных связей, число которых равно 
числу регулируемых величин, часто имеют еще несколько вспомога¬ 
тельных или местных обратных связей. 

Системы автоматического регулирования с одной регулируемой вели¬ 
чиной, имеющие только одну главную обратную связь и не имеющие 
местных обратных связей, называются одноконтурными. 

Таким, образом, одноконтурные системы характеризуются тем, что 
в них воздействие, приложенное к какой-либо точке, может обойти 
систему и вернуться в первоначальную точку, следуя по одному только 
пути обхода (см. фиг. 12). 

Системы автоматического регулирования, имеющие помимо одной 
главной обратной связи еще одну или несколько главных или местных 
обратных связей, называются многоконтурными. 
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Таким образом, многоконтурные системы характеризуются тем, что 
в них воздействие, приложенное к какой-либо точке, может обойти 
систему и вернуться в первоначальную точку, следуя по нескольким 
различным путям обхода. 

В качестве примера многоконтурной (двухконтурной) системы авто¬ 
матического регулирования с одной регулируемой величиной можно 
привести следящую систему, в которой помимо главной обратной связи, 
служащей для образования сигнала ошибки и осуществляемой при 
помощи сельсина-датчика и сельсина-приемника, имеется еще местная 
обратная связь, осуществляемая при помощи тахомашины и приклю¬ 
ченного к ней /?С-контура, напряжение с выхода которого вычитается 
из сигнала ошибки. 

Примером многоконтурной системы автоматического регулирования 
с несколькими регулируемыми величинами является система регулиро¬ 
вания авиационного двигателя, в которой регулируемыми величинами 
могут быть число оборотов двигателя, давление наддува, угол опе¬ 
режения зажигания, температура масла, температура охлаждающей 
жидкости и другие величины. 

Причины введения местных обратных связей в систему автомати¬ 
ческого регулирования бывают самые различные. Так, например, они 
могут применяться в корректирующих элементах для преобразования 
сигнала в соответствии с требуемым законом регулирования, в усили¬ 
тельных элементах — для их линеаризации, понижения уровня шумов, 
понижения выходного сопротивления, в исполнительных элементах — 
для повышения их мощности. 

Обратные связи, охватывающие несколько последовательно соеди¬ 
ненных элементов системы, могут вводиться для придания им требуемых 
динамических свойств. 

Системы автоматического регулирования с несколькими регулируе¬ 
мыми величинами подразделяются на системы несвязанного и 
связанного регулирования. 

Системами несвязанного регулирования называются такие, 
в которых регуляторы, предназначенные для регулирования различных 
величин, не связаны друг с другом и могут взаимодействовать лишь 
через общий для них объект регулирования. 

Системы несвязанного регулирования в свою очередь можно под¬ 
разделить на зависимые и независимые. 

Зависимые системы несвязанного регулирования характеризуются тем, 
что в них изменение одной из регулируемых величин зависит от изме¬ 
нения остальных. Вследствие этого в таких системах процессы регули¬ 
рования различных регулируемых величин нельзя рассматривать незави¬ 
симо, изолированно друг от друга. 

Примером зависимой системы несвязанного регулирования может 
служить самолет с автопилотом, имеющий самостоятельные каналы 
управления рулями. Предположим, например, что самолет отклонился 
от заданного курса. Это вызовет благодаря наличию автопилота откло¬ 
нение руля поворота. При возвращении к заданному курсу угловые 
скорости обеих несущих поверхностей самолета, а следовательно и 
действующие на них подъемные силы, сделаются неодинаковыми, что 
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вызовет крен самолета. При этом автопилот отклонит элероны. 
В результате отклонений руля поворота и элеронов лобовое сопроти¬ 
вление самолета возрастет. Поэтому он начнет терять высоту, и его 
продольная ось отклонится от горизонтали. При этом автопилот откло¬ 
нит руль высоты. 

Таким образом, в рассмотренном примере процессы регулирования 
трех регулируемых величин — курса, поперечного крена и продольного 
крена, строго говоря, нельзя считать независимыми друг от друга, 
несмотря на наличие самостоятельных каналов управления. 

Независимая система несвязанного регулирования характеризуется 
тем, что в ней изменение каждой из регулируемых величин не зависит 
от изменения остальных, благодаря чему процессы регулирования раз¬ 
личных регулируемых величин можно рассматривать независимо, изоли¬ 
рованно друг от друга. В качестве примера независимых систем несвя¬ 
занного регулирования часто можно рассматривать систему регулирова¬ 
ния числа оборотов гидротурбины и систему регулирования напряжения 
вращаемого ею синхронного генератора. Вследствие того что процесс 
регулирования напряжения обычно протекает во много раз быстрее, чем 
процесс регулирования числа оборотов, оба процесса можно рассматри¬ 
вать независимыми друг от друга. 

Системами связанного регулирования называются такие 
системы, в которых регуляторы различных регулируемых величин имеют 
друг с другом взаимные связи, осуществляющие взаимодействие между 
ними вне объекта регулирования. 

Система связанного регулирования называется автономной, если 
связи между входящими в ее состав регуляторами таковы, что изменение 
одной из регулируемых величин в процессе регулирования не вызывает 
изменения остальных регулируемых величин. 

8. ТРЕБОВАНИЯ, ПРЕДЪЯВЛЯЕМЫЕ К ДИНАМИЧЕСКИМ 
СВОЙСТВАМ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Выше мы видели, что системы автоматического регулирования должны 
обладать свойством сохранять требуемую функциональную зависимость 
между управляющими и регулируемыми переменными. 

В большом числе применений требуемая функциональная связь сво¬ 
дится к простой пропорциональности между управляющим воздействием 
и значением регулируемой величины. 

На практике осуществление идеальных систем регулирования, совер¬ 
шенно точно сохраняющих требуемые функциональные связи, согласно 
самому принципу их действия невозможно. Поэтому речь может идти 
лишь о большей или меньшей степени приближения к идеальным усло¬ 
виям. При этом чем выше эта степень приближения, т. е. чем меньше 
отклонения регулируемых переменных и чем, следовательно, выше 
качество, тем сложнее оказывается система регулирования. В связи 
с этим задача проектирования систем автоматического регулирования, 
так же как и решение почти любой инженерной задачи, сводится 
к нахождению разумного компромисса между стремлением получить 
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возможно более высокое качество работы и стремлением достигнуть 
решения этой задачи возможно более простыми техническими сред¬ 
ствами. 

Из сказанного ясно, насколько важен вопрос о правильной форму¬ 
лировке требований к динамическим свойствам систем регулирования, 
определяющих допустимое отклонение реальных условий их работы от 
идеальных. 

Так как требования, предъявляемые к поведению систем регулиро¬ 
вания в динамике, зависят от их назначения, характера воздействия, 
конкретных условий работы и т. д., то они могут быть самыми раз¬ 
личными. Все же обычно эти требования можно подразделить на сле¬ 
дующие четыре категории: 

а) требования к запасу устойчивости системы; 

б) требования к величине ошибок в установившемся состоянии или 
к статической точности; 

в) требования к поведению системы в переходном процессе (эти 
требования обычно называются условиями качества); 

г) требования к динамической точности системы, т. е. к величине 
ошибок при наличии непрерывно изменяющихся воздействий. 

Поясним вкратце смысл каждой из указанных выше категорий 
требований. 

Системы регулирования вследствие самого принципа их действия, 
благодаря которому часть энергии с их выхода может возвращаться 
обратно на вход, являются системами, склонными к колебаниям. 

Рассмотрим, например, самолет, снабженный автоматом курса, реаги¬ 
рующим на отклонения самолета от требуемого направления. Предполо¬ 
жим, что в начальный момент времени благодаря действию тех или 
иных возмущающих причин продольная ось самолета не совпадает 
с требуемым направлением движения. Тогда чувствительный элемент 
автомата курса выработает сигнал, который заставит отклониться руль 
направления. 

В результате отклонения руля от нейтрали возникнет вращающий 
момент, который будет стремиться возвратить самолет на заданный курс. 
Однако в момент, когда продольная ось самолета совпадет с требуемым 
направлением движения, его вращательное движение не прекратится. 
Это произойдет, во-первых, потому, что самолет, имеющий значительный 
момент инерции, будет обладать при подходе к заданному курсу опре¬ 
деленным запасом кинетической энергии, и, во-вторых, потому, что 
автомат курса, обладающий некоторым запаздыванием, возвратит руль 
в нейтральное положение лишь через некоторый промежуток вре¬ 
мени после того, как продольная ось самолета совпадет с заданным 
курсом. 

Вследствие указанных причин самолет будет отклоняться от задан¬ 
ного курса в направлении, противоположном первоначальному отклоне¬ 
нию, до тех пор, пока автомат курса не произведет перекладку руля и 
пока в результате этого не разовьется вращающий момент, достаточный 
для того, чтобы заставить самолет опять стремиться к задайному курсу. 
Теперь самолет подойдет к нему уже с другой стороны, и по тем же 
причинам, которые были приведены выше, опять возникнет отклонение 
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от заданного курса, имеющее тот же знак, что и первоначальное 
отклонение. Затем тот же процесс повторится снова и т. д. При этом 
если демпфирование самолета невелико, а его инерция и запаздывание 
автомата курса значительны, то амплитуда колебаний самолета относи¬ 
тельно курса будет постепенно возрастать, и, таким образом, сохранение 
требуемого курса не сможет быть достигнуто. 

Приведенный пример показывает, что принцип обратной связи, 
принцип получения сигнала ошибки, лежащий в основе действия систем 
регулирования, может превратиться из средства подавления колебаний 
и уменьшения ошибки в средство генерации колебаний и увеличения 
ошибки. Из этого же примера ясно, что всякая система регулирования, 
для того чтобы удовлетворительно работать, прежде всего должна 
быть устойчива, т. е. должна обла¬ 
дать свойством, при котором началь¬ 
ные отклонения регулируемой вели¬ 
чины от требуемого закона изменения 
должны стремиться к нулю с тече¬ 
нием времени. Поэтому требование 
устойчивости является первым и важ¬ 
нейшим условием нормальной работы 
систем регулирования. При этом не- Фиг. 21. Единичное ступенчатое 
обходимо подчеркнуть, что требо- воздействие, 

вание устойчивости должно удовле¬ 
творяться с некоторым запасом, предусматривающим возможные изме¬ 
нения параметров системы во время ее работы. 

Однако понятие устойчивости, связанное, как мы видели, с рассмо¬ 
трением поведения системы в отсутствии воздействий, является лишь 
необходимым, но далеко не достаточным для характеристики динами¬ 
ческих свойств систем регулирования в реальных условиях их работы, 
связанных с наличием воздействий. 

Для того чтобы охарактеризовать эти динамические свойства, необ¬ 
ходимо прежде всего уточнить вопрос о том, какие воздействия сле¬ 
дует иметь в виду, так как поведение системы регулирования, конечно, 
существенно зависит от величины и характера изменения воздействий. 

Решение этого вопроса часто связано с затруднениями, так как 
обычно воздействия, приложенные к системам регулирования, предста¬ 
вляют собой непрерывно изменяющиеся функции времени, точный закон 
изменения которых невозможно предугадать. Однако при внимательном 
рассмотрении конкретных условий работы системы часто все же оказы¬ 
вается возможным выбрать среди всего многообразия возможных воз¬ 
действий такое, которое являлось бы либо наиболее типичным, либо 
наиболее неблагоприятным. Выбрав такое типичное воздействие и изучив 
вызываемый им переходный процесс, можно составить себе довольно 
полное представление о динамических свойствах системы. 

В виде типового воздействия при анализе динамики систем автома¬ 
тического регулирования весьма часто выбирают так называемое сту¬ 
пенчатое воздействие, или единичный скачок (фиг. 21). Такого рода 
воздействию соответствуют, например, сбросы или набросы нагрузки 
в системах регулирования скорости двигателей, отказ мотора в системе 
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двухмоторный самолет — автомат курса, внезапное изменение положения 
задающей оси в следящих системах и т. д. 

Иногда типовым воздействием служит воздействие в форме дельта¬ 
функции, т. е. импульса произвольной формы, имеющего определенную 
площадь и весьма малую продолжительность по сравнению с ожидаемой 
продолжительностью переходного процесса. В реальных условиях такого 
рода воздействие может иметь место, например, в случае внезапного 
вхождения самолета в струю воздуха, движущегося перпендикулярно 
траектории движения самолета. Другим примером может служить импульс¬ 
ная нагрузка, которая возникает на валу двигателя в следящем приводе, 
служащем для управления летучими ножницами в стане горячей прокатки 
при разрезании полосы на листы и т. д. 

В случае следящих систем весьма часто пользуются типовым упра¬ 
вляющим воздействием вида 

*(0 = *о + *1 і + ^^г ... +ё/\ і> 0; 

^(*) = 0; і< 0, (3) 


частными случаями которого, например, являются 


В 



Ві *"> і> 

0 і <0 , 


(4) 


или 


*(*)= 


{ 


0 ; 


і> 0; 

1< 0 . 


(5) 


Случаю (4) соответствует изменение управляющей оси с постоянной 
скоростью, а случаю (5) — его изменение с постоянным ускорением 
(фиг. 22). 




Фиг. 22. Управляющее воздействие, изменяющееся с постоянной скоростью 
(кривая а) и с постоянным ускорением (кривая б). 


При анализе некоторых следящих систем, например применяемых 
для управления антенной радиолокатора, в качестве типового управляю¬ 
щего воздействия пользуются выражением 

$(()= атсІ%Ы, (6) 

представляющим собой (фиг. 23) закон изменения азимутального угла 
между направлением на цель и некоторым фиксированным направлением 
в случае прямолинейного и равномерного движения цели. 
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Наконец, в отдельных случаях типовые воздействия могут иметь 
весьма сложную форму, определяемую непосредственно из эксперимента. 

Каким бы ни было выбранное типовое воздействие, оно всегда 
вызовет в системе некоторый переходный процесс, после затухания 
которого (а такое затухание обязательно произойдет, поскольку пред¬ 
полагается, что условие устойчивости удовлетворяется) система придет 
в некоторое установившееся состояние. 

В соответствии с указанными двумя стадиями реакции системы регу¬ 
лирования на типовые воздействия естественно подразделить и требования, 
которые следует предъявлять к динамическим свойствам системы 
(их обычно называют условиями качества 1 ), на требования к ее пове¬ 
дению в установившемся состоя¬ 
нии и в переходном процессе. 

Первая группа требований 
определяет так называемую ста¬ 
тическую точность системы регу¬ 
лирования, т. е. отклонение регу¬ 
лируемой величины от требуемого 
закона изменения или величину 
ошибки через достаточно большой 
промежуток времени после прило¬ 
жения того или иного воздей¬ 
ствия. 

Поясним на примере, каким 
образом можно подойти к фор¬ 
мулировке технических условий 
на статическую точность системы. 

Предположим, например, что мы рассматриваем следящую систему, 
осуществляющую синхронную передачу углового перемещения вала, 
который может вращаться с угловой скоростью или ускорением, сохра¬ 
няющим постоянное значение в течение длительных промежутков вре¬ 
мени. Выбрав максимально возможное из значений угловой скорости и 
ускорения и потребовав, чтобы установившаяся ошибка слежения при 
этом равнялась некоторому допустимому значению, мы тем самым 
достигнем того, что установившаяся ошибка будет лежать в допустимых 
пределах при всех возможных значениях угловой скорости и ускорения 
й, следовательно, система будет обладать требуемой статической точ¬ 
ностью. 

Если только что рассмотренная первая группа требований опреде¬ 
ляет поведение системы в установившемся состоянии, т. е. через доста¬ 
точно большой промежуток времени после приложения воздействия, 
то следующая группа требований характеризует поведение системы 
в переходном процессе, т. е. ее поведение в промежуток времени, 
непосредственно следующий за моментом приложения выбранного типо¬ 
вого воздействия. 

Поведение системы в переходном процессе, вызванном типовым 
воздействием, стремящимся с течением времени к постоянному устано- 


1 В. В. Солодовников, „Бюллетень ВЭИ“, вып. 4, 1941. 



Фиг. 23. 
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вившемуся значению, или, как обычно говорят, качество системы, при¬ 
нято часто характеризовать при помощи следующих величин, называемых 
показателями качества (фиг. 18): 

1) максимального отклонения регулируемой величины х тах , если 
отклонение регулируемой величины х(і ) с течением времени стремится 
к нулю (фиг. 24), или величины перерегулирования, равной 

°°І 0 = ХтаХ х 74 (0О) 100 °/о- 

где лг(оо) — статическое отклонение, если Ііш х (і) = х(со); 

І-+СО 

2) статического отклонения х (оо); 

3) времени переходного процесса или времени регулирования Т, т. е. 
наименьшего из значений времени, отсчитываемого от момента прило¬ 
жения воздействия, после которого имеет место неравенство 

I дг (0 — ЛГ (оо)| < Д, 

где А — заданная малая постоянная величина [величина л;(оо) в частном 
случае может равняться нулю]; 

4) числа колебаний ос регулируемой величины х{і) в течение вре¬ 
мени переходного процесса Т. 

При этом обычно считается, что система обладает требуемым каче¬ 
ством, если она удовлетворяет заданным условиям качества, т. е. если 
показатели качества: 1) статическое отклонение л;(оо); 2) максимальное 
отклонение х т (или перерегулирование о); 3) время переходного про¬ 
цесса Т ; 4) число колебаний ос не превышает некоторых заранее заданных 
значений. 

Графически условия качества обычно сводятся к тому, чтобы откло¬ 
нение регулируемой величины х (I) не выходило ни при каких значе¬ 
ниях і из некоторой области, изображенной на фиг. 25. Эта область 
называется допустимой областью отклонений регулируемой величины 
в переходном процессе 1 . 

В случае следящих систем условиям качества обычно должна удо¬ 
влетворять ошибка е(^). Понятие о показателях качества применительно 
к ошибке пояснено на фиг. 26. 

Обычно условия качества допускают не более одного-двух колебаний 
в течение переходного процесса, а иногда они требуют, чтобы колебания 
вообще отсутствовали. 

В соответствии со сказанным переходные процессы при не равном 
нулю статическом отклонении удобно подразделить на следующие 
основные типы (фиг. 27): 

1) колебательные процессы (кривая /), характеризуемые наличием 
двух или большего числа перерегулирований; 


1 Приведенное выше понятие качества систем автоматического регулиро¬ 
вания, а также понятие о допустимой области отклонений регулируемой вели¬ 
чины было предложено в кандидатской диссертации [25], см. литературу в конце 
главы I. 
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2) малоколебательные процессы (кривая II), характеризуемые нали¬ 
чием только одного перерегулирования; 

3) процессы без перерегулирования (кривая III), характеризуемые 
тем, что отклонение регулируемой величины остается в переходном 
процессе меньше ее установившегося значения, т. е. условием х (I) < 
<л;(оо) при всех і (с точностью до А); 

4) монотонные процессы (кривая IV), характеризуемые тем, что 
скорость изменения регулируемой величины не меняет знака в течение 

СІХ 

всего переходного процесса, т. е. условием > 0 при 0</<Г и 

условием |л:(/) — л;(оо)|<Д при ^>7\ 

Заметим, что в случае воздействий, неограниченно возрастающих 
с течением времени, отклонение регулируемой величины также неогра¬ 
ниченно возрастает. Поэтому тогда говорят не об установившемся и 
максимальном отклонении, а об установившейся и максимальной ошибке, 
причем условия качества предъявляются не к отклонению регулируемой 
величины, а к ошибке. 

Приведенные выше показатели качества часто оказываются вполне 
достаточными для характеристики динамических свойств системы регу¬ 
лирования в переходном процессе, вызванном тем или иным типовым 
воздействием. 

Однако иногда реальные условия работы системы регулирования 
могут быть такими, что само понятие „переходный процесс" теряет 
смысл. В особенности это относится к тем случаям, когда воздействия 
представляют собой такие непрерывно и быстро изменяющиеся функции 
времени, какими являются, например, различного рода помехи и шумы. 

Характерным примером может служить следящая система для упра¬ 
вления антенной радиолокатора. В ней на входной сигнал, воспроиз¬ 
водящий действительный закон движения цели, за которой следит 
радиолокатор, накладываются помехи или флюктуации, представляющие 
собой быстро изменяющиеся случайные функции времени. Флюктуации 
входного сигнала создаются непрерывным изменением коэфициента 
отражения самолета в процессе его облучения радиолокатором вслед¬ 
ствие рыскания и качки самолета, неоднородности отражающей поверх¬ 
ности, вращения винта и других причин. 

Такого рода воздействия при анализе не могут быть заменены 
типовым воздействием в виде заданной функции времени, и в то же 
время ими нельзя пренебречь, так как от них существенным образом 
зависит общая величина ошибки системы. 

При этом такие показатели качества, как время переходного про¬ 
цесса, статическое отклонение, число колебаний, а также перерегули¬ 
рование, теряют смысл и сохраняет значение лишь максимальное откло¬ 
нение х тах , характеризующее в отличие от л;(оо) не статическую 
точность системы в установившемся состоянии, а ее динамическую 
точность в неустановившемся состоянии. 

Следует, однако, заметить, что как вследствие трудности оценки 
мгновенных максимальных значений х(і), так и вследствие того, что 
последние часто недостаточны для характеристики работы системы при 
непрерывно изменяющихся случайных воздействиях, в этих случаях 
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обычно вводят в рассмотрение некоторые средние значения от х(і), 
определяющие динамическую точность системы для некоторых проме¬ 
жутков времени (подробнее об этом см. в гл. XXII). 

Примером такого рода показателей качества могут служить средние 
квадратические или срединные значения отклонений регулируемой вели¬ 
чины или ошибки (см. гл. XXII). 

Обычно системы регулирования наряду с требованиями к динамиче¬ 
ским свойствам должны удовлетворять ряду требований, связанных 
с условиями их эксплуатации. 

Эти требования часто имеют решающее значение при выборе эле¬ 
ментов систем регулирования. При этом, поскольку каждое конкретное 
устройство обладает своими динамическими характеристиками, ясно, 
что эксплуатационные требования имеют существенное влияние на 
динамические свойства системы и что, следовательно, к анализу динамики 
нужно переходить лишь тогда, когда имеется уверенность в том, что 
элементы системы регулирования выбраны с учетом этих требований. 

Ввиду многообразия условий эксплуатации, в которых приходится 
работать различным системам регулирования, мы не имеем возможности 
останавливаться на этом вопросе сколько-нибудь подробно, но считаем 
необходимым подчеркнуть, что анализ условий эксплуатации и выте¬ 
кающих из них требований должен предшествовать проектированию 
любой системы регулирования. 



ГЛАВА III 

ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ И ТИПОВЫЕ СХЕМЫ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Многочисленные устройства, осуществляющие автоматическое регу¬ 
лирование в разнообразных промышленных, транспортных и других 
технических установках, имеют сравнительно небольшое число типовых 
узлов, обладающих некоторыми общими свойствами. 

Разделение элементов систем автоматического регулирования на 
группы и выделение типовых элементов и узлов производят, основы¬ 
ваясь на целевом признаке, характеризующем назначение того или иного 
элемента в схеме, или на динамическом признаке, характеризующем 
динамические качества элемента. 

В данной главе в основу подразделения элементов на типовые 
группы будет положен целевой, функциональный признак. 

Классификация элементов системы автоматического регулирования 
по этому признаку была дана в главе И. Задача настоящей главы со¬ 
стоит в том, чтобы, во-первых, дать несколько более подробную харак¬ 
теристику каждой типовой группы элементов и, во-вторых, показать 
на нескольких примерах, каким образом эти элементы в соединении и 
во взаимодействии друг с другом образуют системы автоматического 
регулирования. 

1. ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Задающие элементы. В системах автоматической стабилиза¬ 
ции задающий элемент является некоторым эталоном, позволяющим 
производить сравнение требуемого и действительного значения регули¬ 
руемой величины. Таким эталоном могут быть пружины, эталонное 
сопротивление, эталонное напряжение, груз, уровень и т. п. 

В следящих системах задающее или управляющее воздействие выра¬ 
батывается различными способами: рукой человека, двигателем, приво¬ 
дящим в движение программный датчик, либо каким-либо преобразова¬ 
тельным устройством (датчиком), воспринимающим изменения того 
внешнего процесса, за которым должна следить система. 

Чувствительные элементы регуляторов предназна¬ 
чаются для измерения отклонения регулируемой величины от заданного 
значения и преобразования этого отклонения в сигнал управления, воз¬ 
действующий на систему регулирования. Конструктивно они отличаются 
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от чувствительных органов точных измерительных приборов тем, что, 
во-первых, диапазон их измерения значительно уже, и во-вторых, тем, 
что мощность их обычно больше, чем мощность измерительных прибо¬ 
ров. Особенно мощными должны быть чувствительные органы регуля¬ 
торов прямого действия. 

В табл. 1 и 2 приведены схематические изображения некоторых 
видов чувствительных элементов непрерывного действия (табл. 1) и 
прерывистого или релейного действия (табл. 2). 

Таблица 1 

Чувствительные элементы непрерывного действия 


Род измеряемой Схематический вид Входное Выходная 

величины и наименование прибора воздействие координата 


Электриче¬ 

ская 



Перемещение 

сердечника 


Угол 

поворота 

якоря 



4 


Коллектив авторов 


1309 
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Продолжение табл. 1 
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Продолжение табл. 1 



4* 
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Продолжение табл. 1 


Вид измеряемой 
величины 

Схематический виД 
и наименование прибора 

Входное 

воздействие 

Выходная 

координата 


С 


Давление 
в трубке 

Угол поворота 
свободного 
сечения трубки 


1} 

ІІР 

Пружинная трубка 



Давление 






Г I 






Скорость 

течения 

жидкости 

или газа 

Прогиб 

мембраны 

| 

Дифманометр для измерения 
скорости жидкости или газа 




Таблица 2 

Чувствительные элементы релейного (прерывистого) действия 


Схематический вид и наименование 
прибора 

Входное 

воздействие 

Выходное 

воздействие 

1 


Напряжение, 
ток рамки 

Длительность 
периодического 
замыкания ртутных 
контактов 

1 

якІМ^ИШЦ 




Контактный гальванометр 
с падающей дужкой для 
прерывистого регулирования 
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Продолжение табл. 2 



Элементы для выявления разности двух величин. 
В следящих системах задающий элемент часто не входит в конструк¬ 
цию следящей системы и находится вне ее. В этих случаях имеется 
специальное устройство для измерения разности (ошибки) между двумя 
величинами, одна из которых задается задающим элементом, а другая — 
исполнительным двигателем следящей системы. Эти устройства связы¬ 
вают следящую систему с внешним датчиком. В табл. 3 приведены 
некоторые типы элементов для измерения ошибки. Эти элементы также 
можно разделить на элементы непрерывного и прерывистого действия. 

Усилительные элементы предназначаются для усиления мощ¬ 
ности сигнала, выработанного чувствительным элементом. В табл. 4 
показаны некоторые типы усилителей мощности. 

Исполнительные элементы предназначаются для создания 
регулирующего воздействия на объект. 

В тех случаях, когда исполнительный элемент производит механи¬ 
ческое перемещение регулирующего органа, его называют исполнитель¬ 
ным двигателем (сервомотором). По существу исполнительный элемент 
является тоже усилителем мощности. Выделение исполнительных эле¬ 
ментов с подвижным выходом в специальную группу сервомоторов 
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Таблица 3 


Элементы для измерения ошибок 
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Таблица 4 


Усилительные элементы с неподвижным выходом 



оправдывается тем, что конструкция и динамические свойства сервомо¬ 
торов обычно существенно отличаются от конструкции и динамических 
свойств усилителей с неподвижным выходом. В табл. 5 схематически 
показаны некоторые типы сервомоторов. 

Корректирующие устройства. Корректирующие последо¬ 
вательные и параллельные устройства, применяемые для изменения 
в необходимом направлении динамических качеств системы регулирова¬ 
ния, требуют для понимания принципов их действия знакомства с осно- 
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вами теории автоматического регулирования. Описание основных типов 
корректирующих устройств поэтому будет дано в последующих главах. 
В этой главе при рассмотрении примеров конкретных схем автомати¬ 
ческого регулирования будут показаны примеры выполнения отдельных 
корректирующих устройств без подробного описания их действия. 

Преобразовательные элементы. Помимо указанных выше 
основных элементов системы регулирования в отдельные ее точки часто 
включают специальные элементы, преобразующие одну величину в дру¬ 
гую, либо отличающуюся от нее количественно, либо имеющую другую 
размерность. К таким преобразованиям прибегают в тех случаях, когда 
выработанная в предшествующем элементе величина неудобна по каким- 
либо причинам для ее дальнейшего использования. В табл. 6 приведены 
схемы некоторых преобразовательных элементов. 

Ознакомившись в общих чертах с основными видами элементов, вхо¬ 
дящих в систему автоматического регулирования, рассмотрим на несколь¬ 
ких конкретных примерах, каким образом эти элементы в соединении 
и во взаимодействии друг с другом образуют системы автоматического 
регулирования. 


Таблица 5 


Двигатели (сервомоторы) 
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Преобразовательные элементы 


Таблица б 


Вид элемента 

Преобразуемая 

величина 

1 

Преобразованная 

величина 

Зубчатая передача и червячная 
передача 

Угол 

Угол 

Трансфо} 

Р 

|о_^ 

шатор 

Переменное 
напряжение 
одной величины 

Переменное 
напряжение 
другой величины 

I 

Реостатньі] 

й преобразователь 

Перемещение 

Сопротивление 

с 

У голы 

± 

> 7777 } 

ньп 

1 Сс 

^77777 

і столб 

Перемещение 

Сопротивление 
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Продолжение табл. 6 


Вид элемента 

Преобразуемая 

величина 

Преобразованная 

величина 


Угол поворота 
сердечника 

Индуктивное 

сопротивление 

т_ 



0 -и 
Индуктивнь 

^~г 

ій пре 

+ іг 0 
юбразователь 

2 

. 000. 

г 7 

Угол поворота 
пластины 

Емкость между 
пластинами 

1 _ 

Емкостный преобразователь 


! і _ і 

Г 

Перемещение экрана 
(или изменение 

1 светового потока) 

Сопротивление 

фотоэлемента 

ф 

Фотоэлектронный преобразо¬ 
ватель 


2. АВТОМАТИЧЕСКОЕ РЕГУЛИРОВАНИЕ СКОРОСТИ ВРАЩЕНИЯ 

ГИДРОТУРБИН 

Принцип действия системы регулирования скорости гидротурбины 
поясняется с помощью упрощенной схемы, показанной на фиг. 28. 

Чувствительный элемент регулятора — центробежный маятник 2 —свя¬ 
зан с валом турбины 1. С изменением скорости вращения вала турбины 
грузы маятника изменяют свое положение. Их перемещение вызывает 
перемещение золотника 3 , управляющего сервомотором 4. Сервомотор 
перемещает орган 5, изменяющий количество воды, поступающей в тур¬ 
бину в единицу времени. 

На фиг. 29 показана упрощенная кинематическая схема регулятора 
УК-150 (универсальный котельный регулятор Ленинградского металли¬ 
ческого завода имени Сталина [1]). 

Регулятор предназначен для регулирования скорости мощных тур¬ 
бин на электростанциях. Подобного рода регуляторы установлены на 
гидротурбинах Днепровской ГЭС, 
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Фиг. 28. Упрощенная схема автоматического регулирования 
скорости гидротурбин. 

















Чувствительным (измерительным) элементом регулятора служит цен¬ 
тробежный маятник, приводимый во вращение небольшим синхронным 
двигателем /. Последний приключен к зажимам генератора, который 
приводится во вращение турбиной. 

Синхронный двигатель заменяет ременную передачу от вала турбины 
к шпинделю центробежного маятника. Скорость вращения синхронного 
двигателя пропорциональна частоте переменного тока, т. е. скорости 
вращения вала турбины. Хотя изменение скорости синхронного дви¬ 
гателя происходит с некоторым замедлением по отношению к измене¬ 
нию частоты, однако эти замедления ничтожны. 

Вместе с диском маятника 2 вращаются два цилиндрических груза 3 , 
охваченных гибкой стальной лентой 4. К лапам грузов 5 прикреплены 
две пружины б, которые стремятся сблизить грузы друг с другом. 
Сближению грузов препятствует центробежная сила. При изменениях 
центробежной силы грузы перекатываются по диску и ленте, и давле¬ 
ние ленты передается на пяту и штифт 7 маятника. 

При возрастании скорости грузы расходятся, и растянувшаяся лента 
перемещает штифт 7 вниз. При уменьшении скорости грузы сходятся, 
и пружина, не показанная на фигуре, поднимает штифт вверх. Трение 
скольжения при такой конструкции регулятора почти отсутствует, и его 
чувствительность весьма велика. 

Усилия, передаваемые штифтом 7, весьма малы, и для перестановки 
громоздкого направляющего аппарата турбины необходимо между чув¬ 
ствительным элементом регулятора и направляющим аппаратом вклю¬ 
чить несколько усилителей. 

Таким образом, рассматриваемая схема является примером системы 
непрямого регулирования. 

Первым усилителем является вспомогательный гидравлический сер¬ 
вомотор, который на схеме фиг. 29 показан в упрощенном виде. 

Давление штифта 7 маятника передается на золотниковый рычаг 8 
и перемещает золотник 9 вспомогательного сервомотора. 

По трубопроводам 10 в корпус сервомотора под большим давле¬ 
нием поступает от насоса масло. В среднем положении золотника отвер¬ 
стия в стакане, соединяющие пространство вокруг поршня 11с вну¬ 
тренностью стакана, перекрыты, и обе поверхности поршня находятся 
под одинаковым давлением. Как только золотник сместится вверх или 
вниз, одно из отверстий открывается. Например, при перемещении вниз 
пространство под поршнем соединяется с внутренностью стакана и 
через отверстия в центре стакана и в середине поршня — со сливной 
трубой. 

Давление под поршнем сразу падает, и поршень перемещается вслед 
за золотником вниз. При этом поршень перемещает и скрепленный 
с ним стакан. Когда, поршень догонит золотник и последний снова 
окажется в центре, сливное отверстие отсоединяется от рабочей камеры, 
и поршень останавливается. Весь этот процесс протекает весьма 
быстро. 

Через систему рычагов движение поршня вспомогательного серво¬ 
мотора передается на следующий усилительный каскад — на главный 
распределительный золотник./2, который управляет поступлением масла 
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по трубе 13 или по трубе 14 в сервомотор 13 направляющего аппа¬ 
рата турбины. Сервомотор 15 является исполнительным двига¬ 
телем. Его поршень производит перестановку направляющего аппа¬ 
рата турбины, осуществляющего поворот рабочих лопаток турбины. 
Изменение поворота лопаток приводит к изменению движущего момента 
турбины и к изменению ее скорости вращения. Направляющий аппарат 
является исполнительным элементом или регулирующим органом 
системы. 

Если бы система регулирования состояла только из описанных эле¬ 
ментов, процесс регулирования был бы или неустойчивым, или неудо¬ 
влетворительным по качеству. Для обеспечения устойчивости в регуля¬ 
торе имеется обратная связь между поршнем сервомотора и золот¬ 
ником. 

Одновременно с воздействием на направляющий аппарат поршень 
сервомотора поворачивает вал 16 обратной связи (так называемый вал 
выключателя). Обратная связь через устройство 17—18 перемещает 
другой конец золотникового рычага 8. Эта обратная связь отрицательна: 
она действует навстречу центробежному маятнику. Если под действием 
маятника золотник 9, например, опускался, то обратная связь заставит 
его подняться. 

Если бы обратная связь жестко связывала поршень сервомотора 
с золотником 9, она называлась бы жесткой. В данном случае обрат¬ 
ная связь является гибкой — ее действие существует лишь при движе¬ 
нии вала 16, сила воздействия пропорциональна скорости движения 
вала, и в установившемся режиме, когда эта скорость равна нулю, 
действие обратной связи прекращается. 

Такое свойство обратная связь получает благодаря наличию устрой¬ 
ства 17 — 18, которое называется изодромом. 

Поворот вала 16 вызывает передвижение стакана 17 изодрома.' Через 
масло, заполняющее изодром, стакан 17 приводит в движение поршень 
18 изодрома, который в свою очередь воздействует на золотниковый 
рычаг 8 . В процессе движения масло в изодроме под давлением пру¬ 
жины 19 перегоняется через узкие отверстия из одной половины ста¬ 
кана в другую, вследствие чего поршень не следует точно за стаканом. 
В конечном итоге пружина приведет поршень в первоначальное поло¬ 
жение. 

Благодаря этому установившееся положение регулятора в состоянии 
равновесия всей системы не будет зависеть от положения направляю¬ 
щего аппарата, и равновесие будет иметь место лишь при определен¬ 
ном, единственном положении шаров, т. е. при строго определенном 
значении скорости. Наличие изодрома позволяет получить постоянное, 
установившееся значение скорости при любых значениях нагрузки. 
Таким образом, рассматриваемая система является астатической си¬ 
стемой. 

Поддержание строгого постоянства скорости турбины при любых 
нагрузках не всегда целесообразно. При параллельной работе несколь¬ 
ких электрических турбогенераторов устойчивость их работы, а также 
требуемое распределение нагрузок между генераторами могут быть 
обеспечены лишь в том случае, если системы регулирования скорости 
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являются статическими 1 , т. е. при наличии зависимости скорости от 
нагрузки. Обычно добиваются, чтобы при повышении нагрузки скорость 
несколько уменьшалась, т. е. чтобы система регулирования обладала 
положительным коэфициентом неравномерности. 

Для получения неравномерности в системе регулирования применено 
устройство 20. Вал выключателя тягой 21 связан с диском 22. При 
повороте этого диска изменяется положение эксцентрика 23, и при 
этом опускается втулка 24, служащая опорой системе рычагов регуля¬ 
тора. Допустим, что втулка опустилась. Так как в положении равнове¬ 
сия золотник 9 вспомогательного сервомотора занимает вполне опре¬ 
деленное положение (при котором главный 
золотник 12 находится в среднем положе¬ 
нии), то штифт регулятора в равновесном 
положении должен несколько опуститься, 
что соответствует некоторому уменьшению 
скорости. 

Степень неравномерности может быть 
по желанию изменена путем поворота 
вспомогательным моторчиком или от руки 
шестерен 25. При этом происходит допол¬ 
нительное перемещение втулки 24 вверх 
или вниз по винтовой нарезке на валу ше¬ 
стерни 25. 

Полная схема автоматического управле¬ 
ния турбиной имеет ряд вспомогательных 
устройств, из которых на фиг. 29 показана 
лишь небольшая часть, имеющая непосред¬ 
ственное отношение к регулированию. Из 
этих устройств можно отметить вибра¬ 
тор 26, сообщающий игле золотника 9 
вращательно-колебательное движение, с помощью которого умень¬ 
шается влияние сухого трения; гидроклапаны 27 — 29, отключающие сер¬ 
вомотор от насоса при переходе на ручное регулирование или при аварии; 
винт 30 для изменения времени изодрома, с помощью которого осу¬ 
ществляется перемещение иглы катаракта и изменение площади откры¬ 
тия отверстий, через которые происходит перетекание масла в изо¬ 

дроме. 

На фиг. 30 показана схема взаимодействия элементов системы. 

Рассмотренная система является системой непрерывного регулиро¬ 

вания. Она включает звено с распределенными параметрами (длинный 
трубопровод/), неустановившийся процесс в котором описывается урав¬ 
нениями в частных производных, объект регулирования (турбина) 2, 
регуляторы 3 и 4. 

Система регулирования может быть статической или астатической 
в зависимости от настройки изодрома. 



Фиг. 30. Схема взаимодей¬ 
ствия элементов системы 
регулирования скорости 
гидротурбины. 


1 См. например, И. И. Соловьев, Автоматизация энергетических систем, 
Госэнергоиздат, 1950, стр. 307—316. 
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3. ЭЛЕКТРОННЫЙ РЕГУЛЯТОР НАПРЯЖЕНИЯ 


Электронный регулятор напряжения предназначен для того, чтобы 
устанавливать определенную зависимость между напряжением Ц на шинах 
генератора и током нагрузки /. 

Эта зависимость показана на фиг. 31. 

С возрастанием тока нагрузки напря¬ 
жение немного повышается. Такая воз¬ 
растающая кривая получается ком¬ 
паундированием генератора 1 . 

На фиг. 32 приведена упрощен¬ 
ная принципиальная схема электрон¬ 
ного регулятора напряжения типа 
РНЭМ для регулирования напряжения 
синхронного генератора переменного 
тока [2]. С возрастанием тока нагрузки увеличивается падение напря¬ 
жения в линии, соединяющей генератор 1 с потребителем 7. Избыток 
напряжения расходуется на покрытие падения напряжения в линии. 

4 



Фиг. 31. Характеристика ком¬ 
паундированного генератора. 



При правильно подобранном компаундировании можно добиться по¬ 
стоянства напряжения в конце линии у потребителя. 

Чувствительный элемент 2 регулятора включен по схеме, сумми¬ 
рующей ампервитки обмоток трансформаторов напряжения и тока, 
в которой поддерживается постоянство разности 

к х Ц — к г 1= сопзі. 

1 Компаундированием называют дополнительное воздействие на цепь воз¬ 
буждения генератора, зависящее от тока нагрузки. 
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При этом имеем возрастание II при увеличении /. Кроме того, 
анодный трансформатор АТ также имеет две первичные обмотки А77, 
из которых одна приключена к трансформатору напряжения, а другая 
к трансформатору тока. 

Напряжение вторичных обмоток АТ2 определяется суммой к ъ Ѵ + 
+ & 4 /. Таким образом, анодное напряжение на лампах преобразова¬ 
тельного 3 (фиг. 32) и усилительного 4 элементов также несколько 
возрастает с возрастанием тока нагрузки. Этим обеспечивается питание 

регулятора при корот¬ 
ких замыканиях, когда 
напряжение резко 
уменьшается, а ток на¬ 
грузки увеличивается. 

На схеме элементов 
(фиг. 33) компаунди¬ 
рующие связи как 
вспомогательные пока- 
Фиг. 33. Схема взаимодействия элементов системы заны пунктиром с вы- 
регулирования напряжения генератора. хода нагрузки 7. Как 

мы видим, они посы¬ 
лают дополнительные сигналы, воздействующие на преобразователь¬ 
ный 3 и усилительный 4 элементы. 

Чувствительный элемент 2 представляет собой уравновешенный мост, 
одно из плеч которого — диод Л2 — нелинейно. Ток накала диода 
зависит от величины к х 11 — к 2 І. При отклонении напряжения генера¬ 
тора / от величины ІІ 0 сопротивление диода изменяется и условие 
равновесия моста нарушается. В диагонали моста появляется напряже¬ 
ние Дя, приблизительно пропорциональное отклонению напряжения и 
изменяющее свою полярность при изменении знака отклонения регули¬ 
руемой величины. 

Напряжение Де с диагонали моста чувствительного элемента 2 под¬ 
водится к сетке лампы Л 4 преобразовательного элемента 3. 

Так как усилительным элементом 4 в данной схеме являются тира¬ 
троны с фазовым управлением, необходимо преобразовать напряжение 
ошибки Де в соответствующий сдвиг фаз сеточного напряжения тира¬ 
тронов. 

Преобразовательный элемент 3 представляет собой так называемый 
фазовый мост; в одном плече моста включена постоянная емкость С б , 
в другом — переменное сопротивление лампы Л 4 . Как известно 1 , при 
питании такого моста переменным током в диагонали моста можно получить 
переменное напряжение, амплитуда которого при изменении сопроти¬ 
вления будет оставаться неизменной, а фаза будет изменяться в пре¬ 
делах + . Это напряжение с фазой, зависящей от величины и знака Дг, 

подводится к трансформатору Т 2 , питающему сетки тиратронов 
Л ь и Л 6 . 

1 См. например, А. А. Булгаков, Электронные устройства автоматиче¬ 
ского управления, Госэнергоиздат, 1951. 
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Усилительный элемент 4 состоит из двух тиратронов Л ъ и Л б , вклю¬ 
ченных по двухтактной схеме. При изменении фазы сеточного напря¬ 
жения будет изменяться средний анодный ток тиратронов і ср . 

Исполнительным элементом 5 в данной схеме является возбуди¬ 
тель В. Возбудитель представляет собой генератор постоянного тока 
с самовозбуждением. Обмотка возбуждения возбудителя ОВВ питается 
двояким способом. Основное питание получается от якоря возбуди¬ 
теля В . Дополнительный ток і ср дается тиратронами усилительных эле¬ 
ментов Л ь и Л ъ . Таким образом, тиратроны доставляют не всю мощ¬ 
ность, необходимую для возбуждения возбудителя, а только ту ее 
часть; которая нужна для управления возбудителем, т. е. для изменения 
его потока возбуждения. 

При случайном увеличении напряжения генератора в диагонали чув¬ 
ствительного элемента появляется напряжение ошибки Ае, которое 
условимся считать положительным; оно вызовет положительный сдвиг 
фазы сеточного напряжения тиратронов, что приведет к изменению 
анодного тока тиратронов, к уменьшению тока возбуждения возбуди¬ 
теля, уменьшению его напряжения и, следовательно, к уменьшению 
тока возбуждения генератора в его обмотке возбуждения ОВГ и в ко¬ 
нечном итоге к снижению напряжения на шинах генератора. 

При случайном уменьшении напряжения генератора мы получим 
отрицательное напряжение ошибки — Ае, отрицательный сдвиг фазы 
сеточного напряжения, увеличение тока тиратронов и т. д. и в конеч¬ 
ном итоге увеличение напряжения генератора. 

Элемент обратной связи 6 (фиг. 33) (параллельное корректирующее 
устройство), состоящий из сопротивления і? 13 и емкости С 3 , включен 
между выходом возбудителя и выходом преобразовательного элемента. 

Здесь мы имеем пример так называемой гибкой обратной связи, 
которая действует только во время переходного процесса. Емкость С 3 
не пропускает постоянного тока, и в установившемся режиме обратная 
связь никакого воздействия на усилительный элемент не оказывает. 

Рассмотренная схема является системой статического регулирования. 
В самом деле, при изменении нагрузки на генератор необходимо уста¬ 
навливать для поддержания напряжения на прежнем уровне различные 
значения токов возбуждения; это означает, что при различных нагруз¬ 
ках в установившемся режиме нужно иметь различные значения фазы 
напряжения, управляющего тиратронами, а следовательно и различные 
значения Ае на выходе моста чувствительного элемента. Итак, при 
изменении нагрузки в системе неизбежно возникает статическая 
ошибка. 

4. СЛЕДЯЩАЯ СИСТЕМА КОПИРОВАЛЬНО-ФРЕЗЕРНОГО 
ПОЛУАВТОМАТА МОДЕЛИ 6441А [3] 

Копировально-фрезерный полуавтомат предназначен для обработки 
металлических изделий, имеющих пространственно сложную форму, 
не поддающуюся или трудно поддающуюся обработке на обычных уни¬ 
версально-фрезерных станках. На полуавтомате 6441А процесс обра¬ 
ботки происходит по копирам, изготовленным в масштабе 1:1. 

5 Коллектив авторов 1309 
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На одной из стоек станка закрепляется обрабатываемое изделие, 
на другой — копир (модель, шаблон). По копиру перемещается копиро¬ 
вальный палец, по изделию — фреза, воспроизводящая движение копи¬ 
ровального пальца. 

В процессе обработки по копиру обрабатываемое изделие вместе 
с копиром и режущий инструмент перемещаются в двух взаимно пер¬ 
пендикулярных направлениях. 

Движение изделия и копира происходит непрерывно в одном и том же 
направлении (в горизонтальном) и носит название задающей подачи. 

Движение фрезы, воспроизводящей движение копировального пальца, 

называется следящей по¬ 
дачей. 

Следящая подача происхо¬ 
дит по вертикали и может в 
зависимости от изменения кон¬ 
тура профиля или от рас¬ 
согласования между фрезой 
и пальцем изменять направле¬ 
ние (вверх или вниз). 

На фиг. 34 поясняется схема 
движения изделия и фрезы. 

При обработке поверхно¬ 
стей с плавными изменениями 
профиля скорость задающей 
подачи может быть постоян¬ 
ной. Универсальные станки, 
рассчитанные на обработку 
разнообразных изделий, имеют 
взаимно связанное регулиро¬ 
вание обеих подач. 

Скорость следящей подачи 
зависит от величины рассогласования между положениями фрезы и 
копира и от кривизны профиля. Скорость задающей подачи должна 
автоматически уменьшаться с увеличением скорости следящей подачи. 
Для сохранения постоянной результирующей скорости перемещения 
копирующего органа по заданному профилю необходимо соблюдение 
соотношений 



Фиг. 34. Схема движения изделия и фрезы 
в копировально-фрезерном автомате: 

/-—шаблон (копир); 2 — копировальный палец; 
3 — обрабатываемое изделие; 4 — фреза; 5 — чув¬ 
ствительный элемент; 6 — усилитель; 7 — двигатель 
задающей (горизонтальной) подачи; Я--двигатель 
следящей (вертикальной) подачи. 


ѵ а = ^8іпа; 
ѵ с — ѵ р соз а, 

где ѵ 3 — скорость задающей подачи; 
ѵ е — скорость следящей подачи; 

ѵ р — результирующая скорость (задается режимом резания); 

а — угол наклона касательной к профилю. 

Рассмотрим более детально схему следящей системы полуавтомата 
и в общих чертах рассмотрим связь этой системы с системой задающей 
подачи. 
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Упрощенная схема следящей подачи показана на фиг. 35. 

По кривой поверхности шаблона 1 скользит копировальный палец 2, 
связанный с якорем диференциального трансформатора 3. В среднем 



Фиг. 35. Упрощенная принципиальная схема следящей подачи 
копировально-фрезерного полуавтомата 6441А. 


положении якоря между двумя сердечниками, которое имеет место при 
точно согласованном положении фрезы и копировального пальца, напря¬ 
жения во вторичных обмотках диференциального трансформатора равны 
и противоположны по фазе, и суммарное напряжение трансформатора 4 , 
питающего входной каскад системы, равно нулю. При этом по 
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обмоткам 5 и 6 управления электромашинного усилителя (ЭМУ) 7 про¬ 
текают равные и противоположные по знаку токи; напряжение, разви¬ 
ваемое на щетках ЭМУ, равно нулю, и двигатель 8 неподвижен. 

Пусть теперь, скользя по профилю модели, копировальный палец 
поднялся на величину е. Это означает, что между положениями фрезы 
и пальца появилось рассогласование, равное в. Вместе с пальцем под¬ 
нимется и якорь, зазор между якорем и верхним сердечником умень¬ 
шится, а между якорем и нижним сердечником увеличится; э. д. с. 
верхней обмотки диференциального трансформатора увеличится, а ниж¬ 
него— уменьшится. Абсолютная величина разности этих двух э. д. с., 
питающая трансформатор 4, будет приблизительно пропорциональна 
отклонению в, а ее фаза будет зависеть от того, к которому из сер¬ 
дечников— верхнему или нижнему — приблизится якорь, т. е. от 
знака е. 

При этом в цепи анода одной из половинок двойного триода Л1 
(именно в той половине, для которой напряжение рассогласования будет 
совпадать по фазе с анодным напряжением) анодный ток увеличится, 
а в другой половине уменьшится. 

Если бы схема не содержала корректирующих устройств, разность 
между анодными токами была бы пропорциональной отклонению в. 
Благодаря наличию корректирующих устройств эта разность будет 

некоторой функцией как самого отклонения в, так и его производной 

Не имея возможности в настоящей главе подробно исследовать зави¬ 
симость разности анодных токов от в, ограничимся общим указанием 
на то, что введение производных от в осуществляется диференцирующими 
трансформаторами 9 и 10. 

Эти мероприятия позволяют повысить устойчивость системы и ее 
точность. 

К сеткам ламп ЛЗ и Л4 подводится напряжение, пропорциональное 
разности анодных токов лампы Л1 , т. е. зависящее от в и его произ¬ 
водной. В анодную цепь ламп ЛЗ и Л4 включены управляющие 
обмотки ЭМУ. Обмотки включены встречно, и создаваемое ЭМУ напря¬ 
жение пропорционально разности анодных токов ламп ЛЗ и Л4. Таким 
образом, напряжение, подводимое к двигателю 8 от ЭМУ, будет 
функцией в и его производной. Двигатель придет во вращение и осу¬ 
ществит перемещение фрезы вслед за копировальным пальцем. Одновре¬ 
менно с фрезой перемещается корпус, на котором помещены сердечники 
диференциального трансформатора 3. В результате этого перемещения 
сердечники будут стремиться занять положение, симметричное относи¬ 
тельно якоря. Когда симметрия восстановится, движение системы пре¬ 
кратится. 

При больших скоростях движения пальца по профилю (т. е. при 
резких изменениях профиля) необходимо, как это уже отмечалось выше, 
уменьшить скорость задающей подачи. 

Для этой цели сеточная цепь входного каскада системы задающей 
подачи проводами I и II связана с анодными цепями лампы Л1. Напря¬ 
жение между проводами I и II будет возрастать с возрастанием рассо¬ 
гласования в и его производной. 
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Дополнительное воздействие по производной достигается тем, что 
в цепь проводов I и II последовательно введены вторичные обмотки 
диференцирующих трансформаторов 9 и 10. 

Напряжение между проводами / и II подведено к системе задающей 
подачи так, что оно запирает входную лампу этой системы. 

Таким образом, скорость задающей подачи будет наибольшей при 
отсутствии рассогласования и будет уменьшаться как при увеличении 
абсолютной величины рассогласования, так и при увеличении скорости 
увеличения рассогласования. 

Более детальное исследование данной системы будет выполнено 
в главе VIII. 

5. СЛЕДЯЩАЯ СИСТЕМА РАДИОЛОКАЦИОННОЙ 
СТАНЦИИ СЦР-584 

Наземная передвижная радиолокационная станция СЦР-584 работает 
в сантиметровом диапазоне (более подробное описание станции см., 
например, [4]). 

Когда обнаруженная цель попадает в определенную зону, станция 
переключается с режима поиска на режим автоматического сопро¬ 
вождения цели. При этом следящая система обеспечивает непрерывное 
совмещение оси антенны с направлением на цель, определяя, таким 
образом, угловые координаты цели с точностью около 0,06°. 

Излучающий вибратор станции, помещенный внутри параболического 
отражателя, непрерывно вращается, причем при вращении ось излу¬ 
чения отклоняется от оси параболоида на 1,25°, и луч описывает 
круговой конус. 

На фиг. 36 показано сечение конуса и луча. Если цель находится 
в центре конуса А (на оси параболоида), то при вращении луча она 
облучается равномерно, и отраженный сигнал имеет постоянную ампли¬ 
туду (кривая А). При смещении цели от центра интенсивность облу¬ 
чения начинает периодически изменяться. Так, например, если цель 
находится в точке В , а центр луча в точке /, то облучение будет 
минимальным; когда луч перемещается в точку 2, облучение макси¬ 
мально. 

Таким образом, при смещении цели от оси параболоида амплитуда 
отраженного импульса будет изменяться приблизительно по синусо¬ 
идальному закону с частотой вращения луча; амплитуда огибающей 
при этом будет пропорциональна отклонению цели от оси параболоида 
(кривая В). При смещении цели в точку С на угол а от точки В 
произойдет сдвиг огибающей по фазе тоже на угол а (кривая С). 

Положение цели относительно некоторых неподвижных осей х, у, 
связанных с параболоидом, может быть изображено вектором ОЦ 
модуль этого вектора Оі пропорционален амплитуде огибающей сигнала, 
а его аргумент а равен фазе этой огибающей относительно некоторого 
фиксированного положения. 

Следящая система должна корректировать отклонение оси парабо¬ 
лоида по двум координатам: азимуту (ось х ) и углу места (ось у). 
Для этой цели сигнал ошибки (вектор огибающей) разлагается на две 
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проекции по этим осям и вырабатываются два напряжения, пропор¬ 
циональные этим проекциям. Каждое из этих напряжений подается на 
вход своей следящей системы, и поворот антенны осуществляется двумя 
двигателями. 

Разложение вектора ОТ, на составляющие по осям Ох и Оу осу¬ 
ществляется с помощью так называемого генератора опорных напря¬ 
жений. Этот генератор. 



Сечение | Путь движения 
луча центра луча 


имеющий две взаимно 
перпендикулярные об¬ 
мотки, приводится во 
вращение синхронно с 
вибратором и вырабаты¬ 
вает два переменных на¬ 
пряжения той же ча¬ 
стоты, что и частота 
сигнала, сдвинутые на 
90° по фазе. 

Эти напряжения пре¬ 
образуются в прямоуголь¬ 
ные импульсы, каждый 



из которых подводится 
ко входу своей следящей 
системы одновременно с 
сигналом ошибки. 

Взаимодействие этих 
импульсов с сигналом 
ошибки таково, что в 
первом каскаде одной 
следящей системы (ком¬ 
мутаторе азимута) вы¬ 
рабатывается напряже¬ 
ние, пропорциональное 
ОТ, с оз а, а в другом 
каскаде (коммутатора 
угла места) ОЬ зіпа, 
где 01, — амплитуда, а 
а — фаза сигнала ошиб¬ 
ки. Первое из этих на- 


Фиг. 36. Образование сигнала ошибки станции пряжений пропорцио- 
СЦР-584. нально отклонению ази¬ 


мута, а второе — откло¬ 
нению угла места цели от азимута и угла места оси антенны. 

Блок-схема управления антенной показана на фиг. 37. 

Рассмотрим несколько подробнее схему одной из этих следящих 
систем — следящей системы угла места. 

Управляющим воздействием $(і) в этой следящей системе является 
угол места, управляемым объектом —антенна; координата объекта х (і) — 
угол места антенны; эта координата преобразована в эталонное напря¬ 
жение по углу места, созданное генератором опорных напряжений. 
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Сигнал ошибки по углу места е(і) = $(()—х (() — напряжение, выра- 
ботанное на выходе коммутатора угла места. 

Упрощенная электрическая и структурная схемы следящей системы 
показаны на фиг. 38. 

Выпрямленное напряжение от выхода коммутатора угла места посту¬ 
пает в сглаживающий фильтр. Напряжение на выходе этого фильтра 
и г (і) — сглаженное напряжение постоянного тока — пропорционально 
рассогласованию между осью параболического отражателя и направле¬ 
нием на цель по углу места. Это напряжение поступает на двухтактный 
каскад, питающий обмотки управления электромашинного усилителя 


Приемник 


Отраженные импульсы 


Генератор 

опорного напряжения 


Опорное напряжение 


угла места 
Опорное напряжение 



азимута 


Коммутатор 


Следящая 

азимута 

€,т 

система 


Коммутатору 
угла места 




Следящая 

система 



Фиг. 37. Блок-схема управления антенной СЦР-584. 

(ЭМУ). Разность намагничивающих ампервитков этих двух обмоток, 
пропорциональная е(/), вызывает на щетках ЭМУ напряжение ііэму* 
которое подводится к щеткам двигателя постоянного тока. Когда ось 
отражателя совпадает с направлением на цель, сигнал ошибки и е(/) 
равны нулю, Ц эму = 0, и двигатель неподвижен. При появлении 
двигатель начинает вращаться со скоростью, пропорциональной ііэму > 
и через редуктор поворачивает антенну так, чтобы з(/) уменьшалась 
(т. е. так, чтобы направить ее на цель). 

Описанная схема обладает большой чувствительностью и приходит 
в действие при расхождении углов порядка долей угловой минуты. 
Если бы при такой высокой чувствительности система не имела кор¬ 
ректирующих устройств, она была бы неустойчивой. Для устойчивости 
системы в схему, кроме упомянутых последовательных корректирующих 
устройств, введена обратная связь по скорости. Мостовая схема тахо- 
метрической обратной связи вырабатывает напряжение ІІ 8 , пропорцио¬ 
нальное угловой скорости вращения двигателя. Пройдя через специальный 
контур, это напряжение преобразуется в напряжение обратной связи. 
Делитель напряжения на выходе контура позволит получить необходимую 
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долю от этого напряжения ІІ , т. е. установить требуемый коэфициент 
обратной связи. 

Напряжение обратной связи подводится к сеткам двухтактного уси¬ 
лителя, питающего ЭМУ, и включено навстречу напряжению ошибки е(7). 

При быстрых изменениях скорости двигателя обратная связь ослаб¬ 
ляет действие напряжения е ((), при медленных изменениях ее действие 
прекращается. 

Благодаря включению обратной связи систему при надлежащем 
подборе параметров можно сделать устойчивой и придать процессу 
регулирования нужные качества. 

6. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ АВТОПИЛОТ 

На фиг. 39 показана упрощенная принципиальная схема электри¬ 
ческого автопилота фирмы Миннеаполис \ а схема взаимодействия 
основных элементов — автопилота и рулей управления — показана на 
фиг. 40. Схема является примером системы связанного автоматического 
регулирования. 

Автопилот предназначен для автоматического поддержания заданного 
курса самолета, крена и положения продольной оси самолета по отно¬ 
шению к горизонту. 

Чувствительным элементом, воспринимающим отклонения от уста¬ 
новленного курса самолета, является гироскопический агрегат 1 (фиг. 39) 
курсовой стабилизации. Главная часть этого элемента — свободный гиро¬ 
скоп, ось которого направлена вдоль заданного направления. При откло¬ 
нении самолета от курса ось гироскопа и связанные с ней ползунки 2 
и 3 реостатных датчиков в силу известного свойства гироскопа 
сохраняют свое положение в пространстве, а корпус самолета вместе 
с проволочными сопротивлениями 4 и 5 смещается, в результате чего 
происходит смещение ползунков относительно средних точек сопро¬ 
тивлений, пропорциональное величине углового отклонения самолета от 
заданного курса. 

Чувствительным элементом, воспринимающим отклонения от гори¬ 
зонтали (или другого заданного направления) поперечной оси самолета 
(крена) и продольной оси самолета, служит гироскопический агрегат 6 
продольно-поперечной стабилизации. Основной частью этого агрегата 
является свободный гироскоп, ось которого перпендикулярна горизон¬ 
тальной плоскости (или той плоскости, параллельно которой должны 
быть направлены продольная и поперечная оси самолета). При откло¬ 
нении поперечной оси самолета гироскоп и связанные с ним ползунки 7, 
8 и 9 реостатных датчиков крена и высоты сохраняют в пространстве 
заданные им направления, а поперечная ось самолета поворачивается, 
вследствие чего происходит перемещение ползунков 7 и 8 относительно 
средних точек проволочных сопротивлений 10 и //, пропорциональное 
углу отклонения поперечной оси. При отклонении продольной оси 
происходит смещение ползунка 9 относительно средней точки сопро¬ 
тивления 12. 

1 Более подробное описание автопилота см., например, в [5]. 
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Так как принципы действия всех трех каналов управления — курса, 
крена и высоты — сходны между собой, рассмотрим действие курсовой 
стабилизации. 

Пусть возникло некоторое отклонение самолета от заданного курса 
и ползунок 2 сместился относительно середины сопротивления 4. Если бы 
не было дополнительного диференцирующего устройства — пружин 13 
и демпфера 14 , то перемещение ползунка было бы пропорционально 
отклонению. Наличие диференцирующего устройства приводит к тому, 
что пропорциональным отклонению от курса остается перемещение оси 15 
ползунка, само же диференцирующее устройство заставляет ползунок 
повернуться вокруг оси 15 и, следовательно, сообщает концу ползунка, 
скользящему по сопротивлению 4 , дополнительное перемещение. Вели¬ 
чина этого дополнительного перемещения оказывается пропорциональной 
скорости изменения 
отклонения от курса, 
результирующее же 
перемещение оказы¬ 
вается пропорциональ¬ 
ным сумме самого от¬ 
клонения и его первой 
производной. Такое 
введение в закон регу¬ 
лирования первой про¬ 
изводной позволяет 
ускорить процесс воз¬ 
вращения самолета к 
заданному курсу и 
обеспечить его устой¬ 
чивость. 

В отличие от кур¬ 
сового канала все 
остальные каналы не 
имеют диференцирующих устройств, и перемещения соответствующих 
ползунков оказываются просто пропорциональными отклонениям осей 
самолета от заданных направлений. 

Сопротивление 4 , по которому скользит ползунок 2, включено 
в уравновешенный мост. К одной диагонали этого моста подводится 
питание от трансформатора 16 , к точкам другой диагонали подключены 
ползунки 2 агрегата курсовой стабилизации и обратной связи 17. 
Ползунок обратной связи, соединенный с валом рулевой машины 18 , 
в первый момент отклонения не изменяет своего положения, поэтому 
между ползунками 2 и 17 появляется напряжение ошибки, пропорцио¬ 
нальное величине нарушения баланса моста, т. е. пропорциональное 
смещению ползунка 2. Это напряжение подводится к усилителю 19, 
выходная цепь которого воздействует на рулевую машину 18. Рулевая 
машина приходит в движение, осуществляет перемещение руля пово¬ 
рота и одновременно воздействует на ползунок 17 обратной связи. 
Ползунок 17 при этом перемещается вслед за ползунком 2, после чего 
разбалансировка моста начинает уменьшаться. 



Фиг. 40. Схема взаимодействия основных элементов 
автопилота. 
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Вследствие этого движение руля прекратится до того как самолет 
вернется на заданный курс. Такая предварительная остановка руля 
прежде всего позволяет повысить устойчивость процесса регулирования 
и уменьшить размах колебаний самолета вокруг заданного положения, 
так как если бы руль остановился только при достижении заданного 
курса, то самолет, продолжая поворачиваться далее как в силу его 
инерционности, так и в силу того, что руль в момент его остановки 
был повернут, перешел бы через заданное направление слишком 
далеко. 

Обратная связь выполняет еще одну функцию: она при правильной 
ее наладке обеспечивает не только остановку руля, но и обратный 
поворот его в исходное положение, в котором продольная ось самолета 
будет лежать в плоскости руля к тому моменту, когда самолет вернется 
на заданный курс. В самом деле, представим себе, что баланс моста 
восстановился и руль прекратил движение. Самолет после этого про¬ 
должает возвращаться на курс, угол рассогласования уменьшается, и 
ползунок 2 вследствие этого движется обратно к средней точке сопро¬ 
тивления 4. При этом между ползунками 2 и 17 напряжение меняет 
знак, и рулевая машина начинает вращаться в обратном направлении. 

Из схемы видно, что последовательно с ползунком 2 включен также 
ползунок 8 агрегата поперечной стабилизации. 

Таким образом, управление рулем поворота осуществляется не только 
в зависимости от отклонения самолета от заданного курса, но и от 
крена самолета. Общая величина напряжения, воздействующего на руле¬ 
вую машину, оказывается пропорциональной сумме отклонения от курса, 
производной этого отклонения и отклонения поперечной оси самолета. 

Необходимость связывания автоматов курсовой и поперечной стаби¬ 
лизации вызвана тем, что при движении самолета его крен приводит 
одновременно к повороту и, наоборот, поворот приводит одновременно 
к появлению крена. 

Связывание осуществляется и в других каналах управления. Так, 
например, курсовой агрегат воздействует, как это видно из схемы, на 
руль поворота и на поперечные рули (элероны); изменение крена, т. е. 
положения поперечной оси, приводит к повороту всех трех рулей: 
поперечных рулей—вследствие перемещения ползунка 7, руля поворота— 
вследствие перемещения ползунка 8 и руля высоты — вследствие пере¬ 
мещения ползунка 9. 

Схема автопилота име^т целый ряд вспомогательных деталей. Из них на 
фиг. 39 показана лишь небольшая часть. К ним относятся реостаты 20 и 21 
задатчика разворотов, с помощью которых при виражах летчик может задать 
вручную необходимый крен и поворот; реостаты центровки 22 — 24 , с помощью 
которых перед включением агрегатов стабилизации летчик добивается баланса 
моста и тем самым задает автопилоту необходимые направления; реостаты пе¬ 
редаточного отношения 25 и 26 , с помощью которых изменяется величина па¬ 
дения напряжения на потенциометрах обратной связи и, следовательно, изме¬ 
няется угол отклонения элеронов или угла для одного и того же бокового 
отклонения самолета. Переменные сопротивления 27 и 28 служат для регулиро¬ 
вания величины перекладки руля поворота и элеронов на единицу угла пово¬ 
рота ручки виража. Переменные сопротивления 29 и 30 предназначаются для 
регулирования величины перекладки рулей на одно и то же боковое отклоне¬ 
ние самолета на курсе. 
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ГЛАВА IV 

МЕТОДИКА СОСТАВЛЕНИЯ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Для решения любой задачи, связанной с анализом динамики систем 
автоматического регулирования, необходимо прежде всего составить 
диференциальные уравнения исследуемой системы. 

Основная цель настоящей главы состоит в изложении общей мето¬ 
дики составления диференциальных уравнений и в иллюстрации ее 
применения на простых примерах. 

Различают два рода уравнений систем автоматического регулирова¬ 
ния— уравнения установившихся режимов, или уравнения статики , и 
уравнения переходных процессов, или уравнения динамики процесса 
регулирования. 

Уравнения установившихся режимов, при которых возмущающие воз¬ 
действия и величина нагрузки принимаются постоянными, обычно являются 
алгебраическими уравнениями, чаще всего линейными. Они связывают 
обобщенные координаты, которые определяют систему, и позволяют 
найти положение любого элемента системы или величину, характери¬ 
зующую его состояние (например, температуру регулируемой печи, поло¬ 
жение регулирующего органа, количество подаваемого топлива и т. д.). 

Уравнения динамики процесса регулирования обычно являются дифе- 
ренциальными или интегро-диференциальными. Для систем с распре¬ 
деленными параметрами уравнения динамики получаются уравнениями 
в частных производных. Они определяют поведение системы автомати¬ 
ческого регулирования в переходном процессе при действии возмущающих 
сил или после прекращения их действия. 

Для составления уравнений динамики система регулирования разби¬ 
вается на элементы (звенья), и для каждого из них составляется 
соответствующее уравнение на основании того физического закона, 
который определяет процесс, протекающий в данном элементе. Сово¬ 
купность уравнений динамики, составленных для всех элементов системы, 
определит процесс автоматического регулирования. 

В ряде случаев задачу составления диференциальных уравнений 
процесса регулирования облегчает применение уравнений Лагранжа 
второго рода, составленных для обобщенных координат системы. Этот 
метод целесообразно использовать тогда, когда составление выражений 
кинетической и потенциальной энергии системы и диссипативной функции 
не представляет затруднений. 
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1. ПРИМЕНЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ЛАГРАНЖА ВТОРОГО 
РОДА ДЛЯ СОСТАВЛЕНИЯ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Выше было определено понятие динамической системы. Рассмотрим 
динамическую систему с конечным числом степеней свободы, имею¬ 
щую к обобщенных координат х ѵ х 2 , . . . , х к , и предположим, что 
все связи этой системы не зависят от времени и что среди них нет не 
интегрируемых диференциальных связей. 

Вообще говоря, обобщенные координаты могут иметь размерность, 
не обязательно совпадающую с размерностью длины, протяженности. 
Точно так же и размерность обобщенных сил, действующих на обоб¬ 
щенные координаты, может отличаться от размерности силы. Обобщенные 
силы могут иметь размерность момента, давления, напряжения и т. п. 

Если динамическая система обладает запасом кинетической энергии Г, 
то ее движение может быть описано системой диференциальных урав¬ 
нений Лагранжа. 

Уравнения Лагранжа второго рода имеют вид (см., например, [1]) 

дТ дг . 

М' дх г дх і~ 

А. дт дт —п • 

М 'дх 2 дх 2 ~~ 


А дт дТ — о 

дх к ~~ 


( 7 ) 


где (2 г , С? 2 , . . . , (Зь — обобщенные силы, приложенные к системе; 

— обобщенная скорость г-й координаты. 


Если силы, приложенные к системе, имеют потенциал V , т. е. 
зависят только от обобщенных координат системы, то уравнения 
Лагранжа принимают вид 


а 

дт 

дТ _ 

дѴ я 

йі 

дх± 

дхі 

дхі 9 

а 

дТ 

дТ 

дѴ ѣ 

йі { 

^ 1 
іИ 

і 

іі 

Іі 

дх 2 9 

а 

* • • 

дТ 

дТ _ 

♦ • • • 

_ дѴ_ 

а і 

д'х к 

дх к 

дх к 


Система уравнений (8) описывает поведение консервативной дина¬ 
мической системы, в которой рассеяние энергии отсутствует. 

Однако во всех системах автоматического регулирования действуют 
силы трения и имеет место рассеяние энергии. Диссипативные силы 
или силы вязкого трения пропорциональные скорости, могут быть 
определены через функцию рассеяния энергии 




дК 

дХі 
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В общем случае, когда в системе действуют обобщенные силы () ѵ , 
имеющие потенциал V , обобщенные диссипативные силы ф# и внешние 
силы, изменяющиеся по тому или иному закону во времени /, ( і 
уравнения движения принимают вид 


а 

дТ 

дТ 

дѴ 

йі 

дх± 

дхі 

дх г 

(І 

дТ 

дТ 

дѴ 

ЛЬ 

дх 2 
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і'ъ 

дх г 

а 

дТ 

дТ 

дѴ 

(ІІ ' 

дхк 

дх к ~ 

дх к 


дЯ 
дх г 
дЯ 

дхч 


• +Л (О; 


+/*(*)• 


( 9 ) 


Кинетическая энергия Т представляет однородную квадратичную 
положительно определенную форму от обобщенных скоростей, в ко¬ 
торой коэфициенты в общем случае являются функциями координат. 
Таким образом, можно записать выражение кинетической энергии в 
следующем виде: 

к к 

7 = ~ 2 ~ Д ] 2 ш і'] Х і х р 


где т ІІ =т ]г 

Коэфициенты т носят название коэфициентов инерции. 
Потенциальная энергия V в первом приближении представляет поло¬ 
жительно определенную квадратичную форму относительно обобщенных 
координат: 

к к 

ѵ<*/> 

/—1 у =1 


где 


к 


__ &Ѵ 
V дхідх] 


Здесь все производные вычисляются в положении равновесия при 
х.~ лгу = 0 и, таким образом, являются постоянными. 

Функция рассеяния, или диссипативная функция /?, является поло¬ 
жительно определенной квадратической формой от обобщенных скоро¬ 
стей системы и имеет выражение 

к к 

Я — ~2~^і ^ ^и х і х і‘ 

/=1у=1 

При Е / у=?у / производные функции рассеяния по скорости, взятые 
с обратным знаком, равны обобщенным диссипативным силам. 

Функция рассеяния Я характеризует собой скорость рассеяния 
энергии в системе. Работа сил сопротивления, пропорциональных ско¬ 
рости, в единицу времени численно равна функции рассеяния Я, взятой 
с обратным знаком. 
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Если —^ 7 , то получается ^ = 0. При этом /? = 0 , несмотря 
на то, что в системе действуют силы, пропорциональные обобщенным 
скоростям. Такие силы называются гироскопическими силами. Эти 
силы не производят работы, так как они действуют перпендикулярно 
направлению движения точки, на которую они действуют. Примером 
таких сил являются гироскопические силы, возникающие при вращении 
тел, силы Кориолиса, а также электромагнитные силы, действующие на 
заряженную частицу, движущуюся в магнитном поле. 

Уравнения Лагранжа (9) в общем случае переходят в систему к 
нелинейных уравнений второго порядка вида 

Р\ (^> х \ч х \ч х \ч • • • > х кч х кч х к] == 0 > 

/^2 (^, X}) Х^у ЛГ 1 , . . . , ЛГ/5, х^=0) 

Рк (^> х іч х \ч • • • 5 Х%у Х%, Х%) — 0 . 0^0 

Заменой ^-=у і (і= 1 , 2 , .... к) систему к уравнений второго 


порядка (10) можно 

привести к системе 2 к уравнений 

первого порядка 

Р\ (^, х 1У лг 2 , . . . 

> х кч Уі» Угэ • • 

• , Ук, У г , Уі, • 

іі 

о 

•Р 2 (^, Х^у лт 2 , . . . . 

> х кч У\ч Уг> • • 

• » Ук, У ѵ Л. • • 

II 

о 

Рк Х^у Х^у . . . 

> х кч Уі> Уг> • • 

• , Ѵк, У ѵ Уг, ■ • 

• , уа) = о; 


*і = Уі’. 

Ч=Уг> ( 11 ) 


Хк — Ук- ) 

Во многих случаях, например, когда в системе отсутствуют дина¬ 
мические связи, т. е. когда в выражении кинетической энергии Т 
отсутствуют члены вида гл^^р іф у, систему уравнений ( 11 ) нетрудно 
привести к нормальной форме, весьма удобной для дальнейшего анализа 
и, в частности, для исследования устойчивости: 


с ІХх 
(ІІ 

= Х 1 (х 1 , х г , . . 

• 0 ; 



йх 2 
(Н 

= (х± > Х 2 , . < 

■ ■ , х п , і)\ 


( 12 ) 

йх п 

йі 

= Х„(Хі, Ху, . 

• ■»•**» 0 . 







где принято у г =х^\\ 

У2 === х к-\- 2 » • • • 

; Ук~ х п> 

II 



Не ограничивая общности, мы можем предположить, что в положе¬ 
нии динамического равновесия или при установившемся движении 
системы все обобщенные координаты обращаются в ноль, т. е. считать 
х іч х 2 > • • • > х п отклонениями координат от их значения в положении 
равновесия или при установившемся движении. 

6 Коллектив авторов 1309 
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2. ОБЩИЕ ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 


Рассматривая малые отклонения координат системы от положения 
равновесия или от их значения при установившемся движении, можно 
пренебречь высшими степенями координат и их производных по времени 
и считать кинетическую энергию системы положительно определенной 
квадратической формой относительно х ь с постоянными коэфидиентами 
т /; - = сопзі. 

При этом ^- = 0, и уравнения малых колебаний около положения 
равновесия при отсутствии возмущающих воздействий получают вид 
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(13) 


При наличии ограниченных по модулю внешних воздействий /ДО» 
не приводящих к значительным отклонениям обобщенных координат 
системы, при которых нельзя уже пользоваться приближенными выра¬ 
жениями кинетической и потенциальной энергии, уравнения Лагранжа (9) 
переходят в систему линейных диференциальных уравнений второго 
порядка с постоянными коэфидиентами следующего вида: 

«11 (Р) Х 1 + «12 (Р)х 2 + • • • + «1 к (р) х к =/ х ((); 

«21 О) Х 1 + «22 (Р ) Х 2 + • • • + « 2А (Р) х к =/ 2 (0; 


«/а (р) Х 1 + «А 2 (р) х 2 + • • - + а кк (р)х к = / к (і), (14) 

где 

ачІР) = А и р 2 + Вчр + С у ; 
р = — — символ диференцирования; 

А /у, 5 /у, С/у — постоянные коэфидиенты, часть из кото-, 
рых может быть равна нулю; 

/і ( 0 > / 2 ( 0 > • • • , /к (0 — функции времени, некоторые из которых 

могут быть тождественно равны нулю. 

Если эта система упорядочена, т. е. если номер уравнения и номер 
возмущающей силы /,. (/) соответствуют номеру той координаты, для 
которой это уравнение составлено, то в каждом уравнении член 
с операторным коэфициентом #/у, имеющим равные индексы /=/, 
является собственным членом, определяющим свободные движения 
(свободные колебания) данной координаты. 

Все остальные члены уравнений с коэфидиентами имеющими 
разные индексы і Ф у, выражают воздействия других обобщенных 
координат на данную. 

82 





Система автоматического регулирования представляет собой сово¬ 
купность объекта регулирования и регулятора 1 . В соответствии с этим 
диференциальные уравнения, определяющие поведение системы регули¬ 
рования, могут быть разделены на две группы: уравнения объекта 
регулирования и уравнения регулятора [3], [4]. 

Допустим, что первые г уравнений системы (14) относятся к объекту 
регулирования, а последние к — г уравнений — к регулятору. Предпо¬ 
ложим, далее, что уравнения регулятора не содержат возмущающих 
воздействий. Тогда система уравнений (14) примет вид 

«11 ( Р) + «12 ІР) Х 2+ ■ ■ ■ + « 1 * ( Р) х к =/і (()', 


а п (р) Х і + а п (р) х 2 + • • • + а гк ( р) х к =/, (0; 

«/•+1,1 О) Х 1 + «/•+1,2 (р)Х 2 + • • • + «г+1, к ( р) Хк = 0; 


а к\ (р) Х х + а к2 (р) х 2 + ... + а кк (р)х к = 0. (15) 

Допустим, что х г — регулируемая величина, х к — координата регу¬ 
лирующего органа, жестко связанного с исполнительным элементом 
регулятора. 

Пользуясь элементарными операциями, исключим из системы (15) 
все промежуточные обобщенные координаты, кроме х х и х к . В резуль¬ 
тате получим систему двух диференциальных уравнений — уравнения 
объекта регулирования и уравнения регулятора, эквивалентную исходной 
системе (15): 

А, (Р) Хг + С 0 (Р)х к = М г (р) д (0 + м г (р)/ 2 (*)+...+ М, (р)/г (0; 

Ы{р)х 1 ^ Г В{р)х к = 0, (16) 

где О 0 (р) — полином от оператора р — степени не выше 2г, харак¬ 
теризующий свободные колебания объекта; 

В(р) — полином от р степени не выше 2 (к — г), определяющий 
свободные колебания регулятора; 

С 0 (р) характеризует воздействие регулятора на объект регули¬ 
рования; 

N (р) определяет воздействие регулируемой величины на регуля¬ 
тор (закон регулирования). 

Во многих случаях, как это было указано в главе И, задачей регулятора 
является не поддержание постоянства регулируемой величины или 
сведение к нулю, точнее к минимально допустимому значению, откло¬ 
нения регулируемой величины х г от заданного значения, но изменение 
этой величины в соответствии с наперед заданным или произвольным 
законом К таким случаям относится программное регулирование, 

если 8(0 — известная функция времени, и следящие системы, если 
8(0 — неизвестная функция времени, и т. д. 


1 В более общем случае можно рассматривать совокупность нескольких 
объектов регулирования и нескольких регуляторов, представляющих собой 
систему взаимосвязанного регулирования нескольких величин. 

6 * 
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при этом автоматический регулятор реагирует на величину раз¬ 
ности е (/) между заданным значением §(і) и действительным значе¬ 
нием X (() регулируемой величины. Эту величину часто называют рас¬ 
согласованием или ошибкой (применительно к следящей системе) и 
соответственно называют уравнением ошибки уравнение 

— *(.*)■ 

Для этого более общего случая, введя обозначения х х = х, хь — 
= — г и допустив, что/, (/)=/(/). / 2 (/>=/з(0 = ... =/ г (() = 0, 
вместо системы уравнений (15) получим 

О 0 (р) х = м і (Р) / (О + с о (р) г > 

В ( Р ) 2 = N (р)х (і)\ 

(17) 

Исключая из уравнения (17) переменные х и л;, получаем уравне¬ 
ние процесса регулирования, написанное относительно ошибки 

О(р)в(і)=-М(р)/(І) + О 1 (р)§(()- (18) 

Исключая из уравнения (17) переменные х и е, получим уравнение 
процесса регулирования, написанное относительно регулируемой вели- 

й (р) х(і) = М (р)/(0 + 0 2 (р)ё(і), (19) 

где 

О ( Р) = С 0 (Р) В (Р) + * (Р) С 0 (/?); 

М (р) = М г (р) В (р); О г (р) = Я 0 (р) В ( Р ); 

О 2 (р) = С 0 (р)М(р). 

Для случая, когда требуется поддерживать постоянное значение 
регулируемой величины х ѵ т. е. когда ^(/) = 0, получаем диферен- 
циальное уравнение процесса регулирования в виде 

С (р) х{і) = М (р) Г(і), (20) 

или в развернутой форме 

Л п х . й п ~ х х , , йх . 

а " и* + йп - 1 ^=т + • • • + а і а + а ъ х — 

= ь т ^--\- .. . +*!■§■+V- ( 21 ) 

Это уравнение может быть получено [2] и непосредственно из исходной 
системы линейных уравнений (14). При этом целесообразно пользо¬ 
ваться известным способом разрешения системы линейных уравнений 
относительно одной из переменных, в данном случае х ѵ Убедившись 
в совместности системы уравнений (14), составим главный определи- 
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тель системы А и определитель Д 2 , полученный из главного заменой 
его первого столбца колонкой правых частей уравнений (14): 


а 11 а 12 • • • а \к 
^ 21^22 * * * 


Ок\Ок2 • . • йкк I 

/і (0 ^12 • • • &1к 

/ 2 (І) • • . #2 к 


/к (О Д/?2 • . . Окк 


Тогда диференциальное уравнение переходного процесса получим 
в виде 

А.л: 1 (0 = А 1 . (22) 

Нетрудно видеть, что 

Ь = й(р)=а п р п + а п - 1 р п -'+ ... +а 0 

Д і = М г (/О Л (0 + (Р)Л (0 + +ЛІ*(р)Л(0, 

где М г (р), М 2 (р), , М л (р)— адъюнкты определителя А 1 , соот¬ 

ветствующие / г (і), / 2 (і), . . . , Л(0- 
Здесь 

причем п> т; а п , а л _ь . . . , а 0 и Ь т , Ь т ^\ р . . . , — постоянные 

коэфициенты, зависящие от коэфициентов исходных уравнений Ау р 

в //» О/. 

Таким образом, в общем случае мы приходим к уравнению пере¬ 
ходного процесса 

л (р) (0 = м г (Р)Л (0 + м 2 (р)/ 2 (0 + ... + м к (р)/к (/), (23) 

которое при /2 (0 = /з (0 — ••• =/*(/) = О переходит в уравне¬ 
ние (20). 

* * 

* 

Мы рассмотрели методику составления диференциальных уравнений 
системы автоматического регулирования, основанную на применении 
уравнений Лагранжа второго рода. 

В некоторых случаях, когда, например, система регулирования пред¬ 
ставляет собой сочетание механических, электрических, гидравлических 
и других элементов, составление функций Т, V и Ц вызывает затруд¬ 
нения. Тогда удобнее составлять диференциальные уравнения каждого 
из элементов системы в отдельности. Рассмотрим методику составления 
диференциальных уравнений элементов системы регулирования. 
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3. МЕТОДИКА СОСТАВЛЕНИЯ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ЭЛЕМЕНТОВ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ. 
ПРИМЕР СОСТАВЛЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ОБЪЕКТА АВТОМАТИЧЕСКОГО 

РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В большинстве случаев уравнения элементов систем автоматического 
регулирования оказываются нелинейными. Однако в одних случаях 
нелинейности являются несущественными, не вносящими ничего каче¬ 
ственно нового в процесс регулирования, в других они носят опреде¬ 
ляющий характер, и пренебрежение ими в корне меняет картину 
переходного процесса. При составлении диференциальных уравнений 
необходимо проанализировать возможность и допустимость их упрощения 
и, в частности, линеаризации. 

Рассмотрим методику составления диференциальных уравнений 
элементов, допускающих линеаризацию [5]. К числу таких элементов 
относится большинство объектов автоматического регулирования. 

Первым шагом в составлении уравнения динамики выделенного 
элемента системы автоматического регулирования является выявление 
физического закона, определяющего его поведение. Обычно таким 
законом является закон сохранения вещества (объекты регулирования 
уровня, давления), закон сохранения энергии (объекты регулирования 
температуры), второй закон Ньютона (объекты регулирования скорости, 
центробежный маятник и др.) или какой-либо из других основных 
законов физики. 

Математическое выражение соответствующего физического закона, 
который определяет процесс, протекающий в данном элементе системы 
регулирования, и является исходным диферейциальным уравнением 
этого элемента. 

Например, для системы регулирования числа оборотов двигателя 
исходным уравнением объекта будет 

^ = м в -м с , (24) 

где а) — угловая скорость вала двигателя; 

]—момент инерции движущихся частей, приведенный к валу 
двигателя; 

М в — движущий момент, приложенный к валу; 

М с — момент сопротивления на валу двигателя; 

і — время. 

Следующим шагом должно быть определение факторов, от которых 
зависят переменные, входящие в исходное уравнение, и установление 
выражений, характеризующих эту зависимость. Последние могут быть 
аналитическими функциями или могут быть заданы графически. В боль¬ 
шинстве случаев они являются нелинейными зависимостями. Подставив 
найденные выражения в исходное уравнение, получаем нелинейное 
уравнение элемента (в частности, объекта регулирования). 

Для нашего примера необходимо установить, от каких величин 
зависят и какими выражениями определяются движущий момент М в , 
момент сопротивления М с и является ли постоянной величиной приве¬ 
денный момент инерции 
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Для случая регулирования числа оборотов авиационного двигателя 
при помощи винта изменяемого шага движущий момент зависит от 
угловой скорости двигателя и величины наддува, которая задается 
летчиком и не может быть заранее определена (является неизвестной 
функцией времени). Поэтому можем написать 

М В = М В (<о, і). 

Момент сопротивления зависит от угловой скорости двигателя, 
угла установки лопасти винта и ряда других факторов (плотности 
воздуха, скорости полета и др.), изменение которых учесть затрудни¬ 
тельно. Следовательно, выражение момента сопротивления будет иметь 
вид 

М С = М С ( а), о Л9 /). 

На основании теории двигателей можно получить аналитические 
выражения полученных функций или представить их в виде графиков. 

Приведенный к валу двигателя момент инерции вращающихся частей 
будем считать постоянным. 

С целью упрощения исследования процесса регулирования линеари¬ 
зируем полученное уравнение, убедившись в допустимости линеариза¬ 
ции. Отсутствие разрывных, неоднозначных или резко изгибающихся 
характеристик и справедливость уравнения в течение всего интервала 
времени регулирования обычно являются достаточными признаками 
возможности проводить линеаризацию. 

Линеаризацию уравнений производят при помощи формулы Тейлора, 
которая позволяет разложить нелинейную функцию нескольких пере¬ 
менных по степеням малых приращений этих переменных, взятых 
в окрестности их значений, соответствующих установившемуся режиму. 
Формула содержит остаточный член, исследование которого позволяет 
оценить величину ошибки, получающейся в том случае, когда ограни¬ 
чиваются первыми членами разложения. Формула Тейлора, например, 
для трех переменных х, у и г имеет вид 


Р (X, у, г) = Р (х 0 + Дх, у 0 + Д у, г 0 + Дг) = Р (х 0 , у 0 , г 0 ) + 

. дР . . дР * , дР а , 1 (дР * , дР . , дР .4(2) . 

і , 1 (дР л , дР а , дР л I г> 

+ ••• +-тДа7 А *+^ А * + ІГ Аг ) 

Здесь 

* = *о + А *' У = Уоі-ку И 2Г = 2Г 0 + Д2Г; 

— остаточный член; 

лг 0 = соп5і; у 0 = с опзі; ^ 0 = сопзі:. 


(25) 


Показатели степени, в которую возводятся выражения, стоящие 
в скобках, имеют символический смысл. Они указывают на необходи- 

87 



мость выполнения при раскрытии скобок операций, ясных из следую¬ 
щего примера для второй степени: 


\дх 


ах 


ОУ 




д*Р 
дхду 


ЛхА у + 2 


дудг 


ДуДг. 


Частные производные вычисляются в точке с координатами х 0 , у 0 , 
х 0 и поэтому являются постоянными. 

При линеаризации нелинейных уравнений обычно ограничиваются 
лишь членами первого порядка малости, пренебрегая остаточным 
членом Ц 2 : 

Р (х, у,г)^Р (х а , у а , г 0 ) + Ц Ах + ^ Ау ^ Аг. (26) 


Для исследования устойчивости процесса регулирования такого 
приближения в большинстве случаев вполне достаточно. Однако иногда 
линеаризованные уравнения используются для исследования качества 
процесса регулирования, и в этом случае приращения переменных могут 
быть не всегда малыми. Тогда для строгой оценки допускаемой погреш¬ 
ности проводится анализ остаточного члена который удобнее всего 
брать в форме Лагранжа: 


*» = 7 [(!?)• ** + ( ѵ), + (§)е 42 


( 2 ) 


Здесь ; (^) и частные производные, вычисленные 


в точке с координатами 6, ч\ и ?, где 


* 0 <5<х 0 + Дл;; у 0 <Ч<Уо + АУ и ^ 0 <^<^о + А ^ 


Найдем выражение приращения функции Р (х, у, г), которое опре¬ 
делим как разность между текущим значением этой функции и ее 
значением в некоторой фиксированной точке, заданной координатами х 0 , 
Уо> ^о* 

&Р (х, у, г) = Р(х , у, г) — Р(х 0 , у 0 , г 0 ). 

Подставляя в это выражение значение Р(х, у, г), найденное по 
формуле Тейлора, получим приближенное (с точностью до /? 2 ) 
выражение 

АР(х, у, г)^^Ах + ^Ау-\-^Аг. (27) 


Полученным выражением удобнее всего пользоваться при линеари¬ 
зации нелинейных диференциальных уравнений. 

Для того чтобы непосредственно применить найденное из формулы 
Тейлора выражение для приращения нелинейной функции к линеариза¬ 
ции диференциального уравнения, необходимо несколько преобразовать 
последнее. 

Составим уравнение установившегося режима для данного элемента 
(объекта регулирования) и вычтем его из уравнения динамики элемента. 
Тогда в правой части уравнения будут только приращения нелинейных 
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функций относительно их значений в установившемся режиме, для 
определения которых мы получили выражение из формулы Тейлора. 

В качестве установившегося режима может выбираться либо режим, 
существовавший до действия возмущения и начала переходного про¬ 
цесса, либо режим, который установится после затухания переходного 
процесса. При установившемся режиме до начала переходного процесса 
или после его окончания приращения переменных должны соответ¬ 
ственно отсчитываться от их постоянных значений. Заметим, что если 
отсчет приращений переменных (обобщенных координат) производить 
от их значений при новом установившемся режиме, наступающем после 
окончания переходного процесса, то с течением времени приращения 
всех переменных стремятся к нулю (для устойчивых систем). 

Для взятого примера уравнение установившегося режима будет 

М О0 = М С 0 • ( 28 ) 

Примем 

— М в0 + и М с = М со АЛІ С . 

Вычитая из исходного уравнения динамики (24) уравнение статики 
(уравнение установившегося режима) (28), получим уравнение в при¬ 
ращениях или в вариациях: 

]^ = Ш 0 -Ш С . (29) 


Приведя уравнение динамики к такому виду при его линеаризации, 
мы можем пользоваться не выражением (26), а уже более простым 
выражением (27) для приращения функций А М в и ДМ С . 

Найдем отдельно каждое из этих приращений, обозначив через 
АМ й (і) и ДД4 С (О составляющие приращений М й и М Су изменяющиеся 
во времени по неизвестному или заданному закону: 


ш с -- 


А сі) 
ооі 


Угол установки лопасти винта ср л изменяется при помощи исполни¬ 
тельного механизма регулятора, координату которого обозначим через т , 
тогда 


А ?л 


. дул 

дт 


Д т. 


Функция ср =/(т) обычно задается графически, и частная произ- 
водная определяется, как тангенс угла наклона касательной к кри¬ 
вой <р^=/(/я) в точке, соответствующей установившемуся режиму. 
Тогда 

ш с — Ао) т Аот + ЬМ С (0. 

Подставим полученные выражения в уравнение (28): 

3 17 — 1&Г Ао) + ш р 1? А<в ~ АЛ1 с(0- 
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Перенеся в левую часть члены, содержащие Д<о, и обозначив 
получим 

' ж + ™ (0 - ^■ й ■*«• О») 

Таким образом, мы получили линеаризованное уравнение в отклоне¬ 
ниях (или в приращениях, в вариациях), выраженных в абсолютных 
единицах. 


4. ПЕРЕХОД К УРАВНЕНИЯМ В ОТНОСИТЕЛЬНЫХ ЕДИНИЦАХ 
С БЕЗРАЗМЕРНЫМИ КОЭФИЦИЕНТАМИ 


До сих пор при выводе уравнений мы имели дело с абсолютными 
величинами, с именованными единицами. Размерность каждого члена 
уравнения — вполне определенная. В нашем примере каждый член 
уравнения имеет размерность момента. Однако при исследовании систем 
регулирования, особенно при сравнении таких систем и их элементов 
между собой, большие удобства представляют уравнения в относительных 
единицах с безразмерными коэфициентами или с коэфициентами, имею¬ 
щими размерность времени в степени, равной порядку производной, 
при которой стоит данный коэфициент. 

Для приведения диференциального уравнения в абсолютных откло¬ 
нениях к уравнению в относительных единицах с безразмерными коэ¬ 
фициентами произведем следующие элементарные операции. 

а) Разделим все члены уравнения на некоторую постоянную величину, 
имеющую размерность членов этого уравнения (в нашем примере — 
размерность момента). Такой величиной обычно выбирается номинальное 
значение, максимальное значение или некоторое начальное значение 
данной переменной. 

В примере возьмем номинальное значение момента и разделим на 
него почленно уравнение (30): 

А__ ± 1 і _1 (дМс__дЩ\ \ М — ШФ _1_ А т 

М н * йі М я \ ды ды ) М н М н * ду л * дт 


Каждый член уравнения стал безразмерным. 

б) Перейдем к относительным единицам. 

Выбираем некоторые постоянные значения для каждой координаты, 
для каждого приращения, входящего в полученное уравнение, и относим 
к нему его приращение. Так, для угловой скорости примем ее номи¬ 
нальное значение со я , для координаты сервомотора — его максимальный 
ход ш тах . Умножаем и делим каждый член уравнения, в который входит 
та или иная переменная, на соответствующую ей нами выбранную 
постоянную величину. 

После этого уравнение в рассматриваемом примере получит вид 


М н о> н 


й<*> , ы н / дМс дМр \ А со А М ( і ) 

йі ' М н \ дсо да> ] со« М н 


ЩяахдМс дЧЛ' Ат 
М н ’ ду л ’ дт ’ т шах ’ 
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Учитывая, что 


_ а (До>) . дМ _ дШ 
йі йі 9 д<& ~ д (Да>) 


и т. д., можно написать: 

И— ( д д &Мр \ 

Л> н <*н | ( М н М н До) = Ш(і) и М н ду л Д/гг 

АГ« * йі / “« М н ду л д Д/гг * /гг тах ' 

' 40 « ' т тах 


в) Введем обозначения относительных единиц и коэфициентов урав¬ 
нения. Подставляя эти обозначения, упрощаем полученное уравнение. 

„ ^ Да) Д/гг ДМг 

В нашем примере обозначим —= ср; -= [х; -гг-^ = у с ; 

__ Д Л^( 0 _/ /-Л. ^н_т . ^хс 

М н ~ Х *>’ М н —*мКЧ> м н ~ѵ’ дЧл'дц ~Ѵ 
Подставим эти обозначения в полученное уравнение 


Г I / дхс 
<р г# * \ ду 



к р. 


(31) 


Обозначим 


дхс дхр _ , 
ду ду с 


и получим окончательно 

Т Л (32) 


Все величины, входящие в уравнение (32), за исключением времени і 
и постоянной Ту приведены к безразмерному виду. 

Вообще пользуются двумя формами уравнений в относительных 
единицах. 

В первой форме, полученной нами выше, время не приводится 
к безразмерному виду, и тогда при каждой производной, входящей 
в диференциальное уравнение, стоит коэфициент, имеющий размерность 
времени в степени, равной порядку производной: при первой произ¬ 
водной коэфициент имеет размерность секунды, при второй производ¬ 
ной — сек 2 , при третьей — сек 8 и т. д. 

Во второй форме время, как и все другие переменные, приводят 
к безразмерному виду, для чего его относят к некоторой постоянной 
времени, чаще всего к времени Т ^, или так называемой постоянной 
Т 

времени звена = •— . 

Рассмотрим переход к уравнению с безразмерным временем. Первый 
член диференциального уравнения (32) можно представить в следую¬ 
щем виде: 

^ сіу сіу йу 

9 йі і йі ’ 

а т 

9 

где т = ^г- . 

1 9 


91 



Таким преобразованием мы получили безразмерный коэфициент при 
первом члене диференциального уравнения, в данном случае единицу, 
и перешли к безразмерному времени т. После этого рассматриваем 
процесс регулирования протекающим не во времени і (фиг. 41, а), 
измеренном в единицах і, а во времени т, измеренном в другом мас¬ 
штабе, в единицах Т (фиг. 41, #). 

Диференциальное уравнение (32) после этого примет вид 

^■ + ^с? = /ж( х )— V- ( 33 ) 

Систему относительных единиц с безразмерным временем обычно 
удобно применять при моделировании, когда необходимо изменить 




Фиг. 41. Кривая процесса регулирования 

масштаб времени процесса, приспособляя его к возможностям модели¬ 
рующей установки. 

В классической теории регулирования обычно используется первая 
форма относительных единиц, в которой время не приводится к без¬ 
размерному виду. 

5. ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ КОЭФИЦИЕНТОВ, 

ВХОДЯЩИХ В УРАВНЕНИЕ ОБЪЕКТА РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Вернемся к уравнению объекта регулирования в форме (32). В это 
уравнение входят коэфициенты Г , к с и к^. Выясним их значение и 
физический смысл. 

Для выявления физического смысла Т 9 возьмем уравнение (29) и 
приведем к уравнению в относительных единицах, разделив его почленно 
на М н и разделив и умножив левую часть его на и> л : 

<і ^ 

& н АМр Д Мс 

ДГ * ~ Иѣ — Ж * 

При принятых обозначениях получим 

Т 9-Ж = Хо~Хс- ( 34 ) 

Нетрудно видеть, что Т 9 оказывается равным времени і кУ в течение 
которого скорость двигателя изменится на 1, если разность моментов 
на валу двигателя поддерживать постоянной и равной 1. 
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Действительно, положив ср о = 0; <р*=1; Хс= 1 и проинтегри¬ 
ровав уравнение (34), получим 

О о 

при <р*=1 имеем і к =Т 9 . 

Таким образом, Т 9 представляет собой время, за которое двигатель 
разогнался бы из состояния покоя до номинальной скорости при дей¬ 
ствии на его валу постоянной разности моментов, равной номинальному 
моменту. Поэтому Т 9 иногда называют временем разгона двигателя. 

Можно дать несколько более общее определение этой величины: 
Т 9 — это время, за которое скорость двигателя изменится на такую же 
долю номинальной скорости, 
какую составляет результирую- 
щий момент на валу двигателя м п 
от номинального момента, если 
этот момент поддерживать не¬ 
изменным. 

Коэфициент к с носит назва¬ 
ние коэфициента самовыравни- 
вания (или саморегулирования) 
объекта регулирования. 

Как видно из выражения 
коэфициента самовыравнивания ^ 

и діс дуп 

к с = *-т-- -т- , Фиг. 42. Определение коэфициента само- 

0 ™ выравнивания к с по характеристикам объ- 

он представляет собой разность екта регулирования, 

частных производных момента 

сопротивления и движущего момента по скорости двигателя, взятых в 
относительных единицах. В зависимости от характеристик двигателя он 
может быть положительным, отрицательным или равным нулю. В боль¬ 
шинстве случаев М с = / х (со) — возрастающая функция, а М в = / 2 (<о) — 
убывающая (фиг. 42). При этом всегда к с > 0. 

К объектам такого рода относятся паровые турбины, большинство 
электродвигателей и т. д. 

Существуют двигатели и другие обьекты регулирования, у которых 
моменты, приложенные к валу, не зависят от скорости вращения послед¬ 
него. У таких объектов коэфициент самовыравнивания равен нулю. 

Встречаются случаи, когда крутизна характеристик машины М с — 
—Л С 00 ) меньше крутизны характеристики М п = / 2 (<*>), т. е. 

діс ^ дХР 
ду ^ ду * 

тогда й с < 0. 

Примером такого объекта может служить воздуходувная машина, 
работающая вблизи помпажного режима, или асинхронный двигатель 
при больших скольжениях. Объекты, у которых к с — 0 или к с < 0, 
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Не могут работать без регуляторов, как это будет видно из даль¬ 
нейшего. 

Рассмотрим поведение объекта автоматического регулирования, 
характеризуемого уравнением (32), при отключенном регуляторе, т. е. 
при = Уравнение объекта примет вид 

=/■.(*)■ (35) 


Допустим, что возмущающее воздействие / м (і) (например, нагрузка) 
изменяется по закону ступенчатой или скачкообразной функции, т. е. 
Г м (і) = 0 при / <0 и / м (і) = Р 0 — сопзі при ^>0. 

Проинтегрировав уравнение (35) для этого случая, получим 


: <Ро* 


^ 1 ^ 0 . 



(36) 


где ср 0 — начальное отклонение регулируемой величины при ^=0. 

Нетрудно видеть, что при новом установившемся режиме в конце 
переходного процесса (теоретически спустя неограниченное время) 

р 

отклонение регулируемой величины будет у к ——- и, таким образом, 


будет пропорционально изменению нагрузки Р 0 и обратно пропорцио¬ 
нально величине коэфициента самовыравнивания. 


Обозначим -г-2 = 
к с 


т 9 и перепишем выражение (36): 


,= =?§* 9 +Ъ 





(37) 


При 9 0 = 0 получим 



(38) 


Мы видим, что в рассмотренном случае получается экспоненциаль¬ 
ный процесс изменения регулируемой величины, т 9 — постоянная времени 
экспоненты. 

Напомним геометрический смысл постоянной времени экспоненциаль¬ 
ного процесса: постоянная времени экспоненты т 9 численно равна длине 
отрезка асимптоты, который отсекает касательная, проведенная к экспо¬ 
ненте в начальной точке при ^=0 (фиг. 43). 

Полезно иметь в виду и следующую известную особенность экспо¬ 
ненты: в какой бы точке мы ни провели касательную к этой кривой, 
отрезок ее асимптоты, который заключен между ординатой, проведенной 
через точку касания, и точкой пересечения асимптоты с касательной, 
имеет одинаковую длину и численно равен постоянной времени экспо¬ 
ненты т 9 . 

Отсюда вытекает и более общее определение постоянной времени 
экспоненциального процесса: постоянная времени экспоненциального 
процесса численно равна длине отрезка асимптоты экспоненты , 
заключенного между ординатой , проходящей через любую точку этой 
94 



кривой и точкой пересечения асимптоты с касательной , проведенной 
в той же точке экспоненты. 

Физическое истолкование постоянной времени может быть таким: 
постоянная времени экспоненциального процесса изменения величины о 
представляет собой то время , через которое эта величина достигла 
бы своего конечного значения <р*, являющегося ее пределом в бесконеч¬ 
ности, если бы она изменялась с постоянной скоростью , равной ско¬ 
рости ее изменения в начальный момент , т. е. если бы кривая изме¬ 
нения ср, начиная с этого момента, совпадала бы с касательной к экспо¬ 
ненте, проведенной в начальной точке. 

Рассмотрим влияние величины коэфициента времени объекта регули¬ 
рования Т 9 коэфициента самовыравнивания к с на характер переходного про¬ 
цесса при скачкообраз¬ 
ных изменениях нагруз¬ 
ки без регулятора. 

Выражения (37) и 
(38) показывают, что 
конечное отклонение 
регулируемой вели¬ 
чины сгд, соответствую¬ 
щее новому установив¬ 
шемуся режиму, зависит 
только от величины 
изменения нагрузки Р 0 
и коэфициента само¬ 
выравнивания к с (об¬ 
ратно пропорционально 
последнему) и не за¬ 
висит от коэфициента 
времени объекта Т 9 . 



Фиг. 43. Определение постоянной времени т 9 . 

На фиг. 44 приведены кривые переходных процессов при / 7 =сопзі:; 


& с = сопзі для нескольких значений Т 9 . 

Скорость изменения регулируемой величины в начальный момент 

(§)о зависит только от величины изменения нагрузки Р 0 и коэфициента 

времени объекта Т ѵ и не зависит от коэфициента самовыравнивания. 
Действительно, 


= _ Д 


чЛ/о 


На фиг. 45 приведены кривые переходных процессов при / 7 0 = сопзі; 
7 , <р = сопзі для нескольких значений к с . 

При к с = 0 без регулятора новый установившийся режим не насту¬ 
пает, и происходит изменение <р по линейному закону (практически до 
тех пор, пока справедливы исходные уравнения): 


V — 
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Фиг. 45. Кривые переходных процессов объекта регулирования 
для нескольких значений к с при / ? 0 = сопз1; Т<р = сопз*. 










При к с < О происходит более резкое изменение о по экспонен¬ 
циальному закону с положительным показателем экспоненты: 



Таким образом, мы видим, что объекты регулирования, уравнения 
которых имеют положительные коэфициенты самовыравнивания, способны 
и без регуляторов приходить при изменении возмущающего воздействия 
к новому установившемуся режиму. При этом чем больше коэфициент 
самовыравнивания, тем меньше отклонение ср*, которое получается при 
новом установившемся режиме в случае действия одного и того же воз¬ 
мущения. 

Теперь можно дать определение понятию „самовыравнивание*. 

Самовыравниванием называется способность объекта регулиро¬ 
вания самопроизвольно приходить к новому установившемуся ре¬ 
жиму при ограниченном изменении величины возмущающего воздей¬ 
ствия (например, нагрузки) без помощи регулятора . Протекающий при 
этом переходный процесс называется процессом самовыравнивания. 

Каждому значению нагрузки для объекта, обладающего самовырав¬ 
ниванием, соответствует в установившемся режиме свое вполне опреде¬ 
ленное значение регулируемой величины. Зная величину изменения воз¬ 
мущения (нагрузки) Р 0 и установившееся при этом отклонение ср* при 
отключенном регуляторе, легко определить коэфициент самовыравнива¬ 
ния объекта регулирования, который представляет собой отношение 
этих величин: 



Коэфициент стоящий при координате регулирующего органа или 
исполнительного элемента регулятора \і, может быть назван коэфициен- 
том регулирующего воздействия. Этот коэфициент характеризует собой 
эффективность воздействия исполнительного механизма регулятора на 
объект регулирования, которое осуществляется через регулирующий 
орган. 

Для рассмотренного примера 

ъ _ д 1с , д( ?л _ дхс 
* ду л дц ~ дц * 

Этот коэфициент может быть определен как предел отношения при¬ 
ращения момента к вызвавшему его перемещению исполнительного ме¬ 
ханизма регулятора при неизменной нагрузке. В том случае, если харак¬ 
теристика М с = / 3 (т) линейная и максимальному перемещению (полному 
ходу) исполнительного механизма соответствует приращение момента, 
равное номинальному моменту, к^= 1. 

Изменяя характеристику регулирующего органа или характеристику 
передачи от исполнительного механизма регулятора к регулирующему 
органу, можно изменять значение к^ обеспечить его постоянство или 
изменение по заданному закону. 

7 Коллектив авторов 1309 
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Знак перед членом к ^[х уравнения (32) зависит как от выбора напра¬ 
вления отсчета координаты исполнительного механизма [х, так и от того, 
воздействует ли регулирующий орган на М с или М й . Если направле¬ 
ние отсчета |х выбрано таким, что при увеличении {х возрастает и мо¬ 
мент, то при воздействии регулирующего органа на движущий момент 
должен быть знак плюс, а при воздействии на момент сопротивления — 
минус. 

Часто уравнение объекта регулирования (32) приводят к виду 

+ *с?=Л(0 — (39) 


где 


И 



Л (0=х/ж(*). 


Более распространена следующая форма уравнения объекта регули¬ 
рования: 

т і? +*>=/(*)+*** ( 4 °) 


или 

(Тр+1)х 2 =/(0 + кх ѵ (41) 


где лг 2 г=ср; х,={х; Г=т (р — постоянные времени объекта регулирова- 
1 а К 

ния; /(0 = ^/ж(0» Р = —символ диференцирования; к = —пе¬ 

редаточный коэфициент объекта регулирования. 

Нетрудно видеть, что для установившегося режима, когда = О, 


и для /(/) = О 


х Ъуспг 

х 1устп 


Таким образом, передаточный коэфициент объекта регулирования 
равен отношению изменения регулируемой величины в установившемся 
режиме к вызвавшему его перемещению исполнительного механизма ре¬ 
гулятора, взятым в относительных единицах, при /(/) = 0, т. е. при 
неизменной нагрузке. 


6. ТИПОВЫЕ ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ УРАВНЕНИЯ ОБЪЕКТОВ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

На примере уравнения регулирования числа оборотов авиационного 
двигателя мы проиллюстрировали методику составления диференциаль- 
ного уравнения типичного объекта регулирования, его линеаризацию, 
переход к уравнению в относительных единицах с безразмерными коэфи- 
циентами и проанализировали физический смысл коэфициентов получен- 

* Иногда к' с называют коэфициентом самовыравнивания, что не вполне 
точно. 
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ного уравнения. К такому же виду, к которому мы привели уравнение 
изменения числа оборотов двигателя, приводятся уравнения многих 
объектов регулирования — ряда объектов регулирования уровня, давле¬ 
ния, температуры и других величин. Однако в практике часто встре¬ 
чаются и более сложные объекты регулирования, которые имеют несколько 
степеней свободы, несколько взаимосвязанных обобщенных координат. 
К числу таких объектов регулирования относятся самолет, паровой 
котел, турбогенератор, электропривод и др. Поведение этих объек¬ 
тов описывается системой нескольких уравнений первого порядка или 
одним уравнением второго и более высокого порядка. 

Приведем несколько типовых линеаризованных уравнений различных 
объектов регулирования, не останавливаясь на их выводе и взяв их 
в форме, аналогичной форме уравнения (41): 


(ТіР+ — кхр, 

(42) 

Т 1 рх 2 =/(()—х 1 ; 

(43) 

(' ТІр 2 + ТіР) х г =/ (0 — х г ; 

(44) 

( г\р 2 + Т г р 1) х г =/(() — кх г . 

(45) 


Следует подчеркнуть, что в большинстве случаев коэфициенты ли¬ 
неаризованных уравнений объектов регулирования можно считать 
постоянными лишь при малых отклонениях от установившегося режима, 
и для различных установившихся режимов в общем случае значения 
коэфициентов будут неодинаковыми. 

Методика составления уравнений элементов регуляторов по существу 
ничем не отличается от рассмотренного способа составления диферен- 
циального уравнения объекта регулирования. Ряд примеров на состав¬ 
ление уравнений систем регулирования приведен в главе VIII. 
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ГЛАВА V 


ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ И ЛАПЛАСА И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 
К АНАЛИЗУ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ 

В предыдущей главе была изложена методика составления диферен- 
циальных уравнений систем автоматического регулирования. 

Задача этой главы состоит в том, чтобы изложить некоторые вспо¬ 
могательные математические сведения, связанные главным образом с при¬ 
менением преобразований Фурье и Лапласа к решению диференциальных 
уравнений. Кроме того, в настоящей главе вводятся такие основные для 
современной теории регулирования понятия, как частотные характери¬ 
стики и передаточные функции. Для понимания содержания последую¬ 
щих глав знакомство с этими понятиями является совершенно необхо¬ 
димым. 


1. СВОБОДНЫЕ И ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
ДИНАМИЧЕСКОМ СИСТЕМЫ 


Как это было показано в предыдущей главе [см. формулу (21)], 
диференциальное уравнение, определяющее изменение какой-либо из 
обобщенных координат динамической системы, а следовательно и регу¬ 
лируемой величины в системе автоматического регулирования, имеет вид 


й п х 


ап 1 


' - Г 


а п - 


аі п ' 


, ах , , а т / 

+ а і - [~ а о х = Ъ т — ~ 

1 х <и 0 т (іі т 


7Г(+Ьо/- (46) 


Решение или общий интеграл уравнения (46) состоит из двух частей: 
из общего интеграла уравнения (46) без правой части, т. е. из решения 
однородного диференциального уравнения 


й п х , Л 

2п іг +ап - 1 


ія-і 


аі п - 


Г + ••• + а і ^ + = (47) 


и из частного решения уравнения (46), которое, будучи подставлено в 
его левую часть, дает правую, т. е. превращает уравнение в тождество. 

Для того чтобы найти решение уравнения (47), будем его искать 
в виде 

л:(0 = е х/ . (48) 

Подставляя уравнение (48) в уравнение (47) получим 

(°л^ я + а п-і^" -1 + • • . + а 1 Х + а 0 )е х< =0, 
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(49) 



и, следовательно, выражение (48) есть решение уравнения (47) при 
условии, что величина X является корнем уравнения 

а п^ п "Ь + • • • + а і^ + а о = 0* (50) 

Так как уравнение (50) имеет п корней Х 1# Х 2 , . . . , Х я , то общий 
интеграл уравнения (47) в предположении, что все корни различны, 
может быть представлен в виде 

Х{1) = + С г е^ + . . . + с/ п \ ( 51 ) 

где значения постоянных С ѵ С 2 , . . . , С п зависят от начальных 
условий. 

Если среди корней имеются кратные корни, то корню Х /э имеющему 
кратность х, соответствует частное решение уравнения (47) вида 

(Сп + С і2 <+ ... +СьР~ г )е*. (52) 

Из уравнения (51), а также (52) очевидно, что решение уравне¬ 
ния (47) удовлетворяет условию 

1ітл:(/)=0, (53) 

І -> оо 

т. е. свободные колебания системы затухают с течением времени в том, 
и только в том случае, если все корни X, характеристического урав¬ 
нения (50) имеют отрицательные вещественные части. 

2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ. 

ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Перейдем теперь к нахождению частного решения уравнения (46) 
для того случая, когда воздействие /(/) представляет собой гармони¬ 
ческую функцию времени, т. е. может быть представлено в виде 
линейной комбинации функций зіп Ы и со$ Ы или в виде 

/09=/оСОз(<о*-1-ф) (54) 

(где со — угловая частота; / 0 — амплитуда; ф— фаза), или в виде 

/(0=/ О со8о>/, (55) 

если предположить, что ф = 0. 

Имеем 

/ ({) — / 0 со$ Ы = ^ ~ (56) 

Из уравнения (56) ясно, что гармоническое воздействие (55) может рас¬ 
сматриваться как сумма двух экспоненциальных воздействий. Заметим, 
что рассмотрение таких воздействий весьма удобно с математической 
точки зрения в силу того, что как производная, так и интеграл от 
экспоненциальной функции попрежнему являются экспонентой. 

Найдем эффект, создаваемый каждым из экспоненциальных воздей¬ 
ствий в правой части выражения (56) в отдельности. 
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( 57 ) 


Положив в уравнении (46) 

/(о=4 еМ > 

будем искать частное решение этого уравнения в виде 

* 16 (0=4 у О“>) еМ - (58) 

Подставляя уравнения (57) и (58) в (46), получим 

4 К О)" + а п-\ (/“) л ~ 1 + • • • + + «о] ^О) е> ш1 = 

=4 (» т + • • • + V® + М е ]< “, (59) 


и, следовательно, 
К (до) 


(»'" + Ь т _ 1 О)" 1 1 + • • • + 6і/а> 4 

а„ (/“)" + Я„_і (»" _1 + • • • + «і/“ + «о 


(60) 


Функция К (/(о), определяемая формулой (60), называется переда¬ 
точной функцией динамической системы. 

Отделяя в числителе и знаменателе выражения (60) вещественную 
часть от мнимой, мы можем написать: 


К(/ш) 


а (ш) + /6 (о») 
с (ш) + ]й (ш) ’ 


(61) 


где 


или 

где 


а (со) — Ь 0 — + 5 4 со 4 — . . . ; 

Ь (со) = д х <о — Ь в со 3 Ь 5 <о 5 — . . . ; 

с (со) —а 0 — а 2 со 2 + я 4 со 4 — . . . ; 
сі (со) = в 1 ш — а 3 со 3 а 5 ш 5 — . . . , 


У (/со) = Р (со) (со) = А (со) И, 

1 


Р( ®) = 
<20») = 
А (СО) = 

Ср ((!)) : 


а (со) С (о)) 6 (со) СІ (со) в 

: ^(а>) + йГ2(о>) ’ 

6 (со) с (со) — а (со) й (со) в 
: с2 (со) 4- а 2 (со) ; 

. ,/~ а 2 (ц) + (<■>) 

Г С2 (со) + № ( ш ) 


агсі^ 


6 (со) С (со) — а (со) СІ (со) 
а (со) С (со) 4- Ь (со) СІ (со) * 


Подставляя формулу (63) в (58), получим 


х Ѵо ({) = &А (со) еі И+* И]. 


(62) 


(63) 


(64) 
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( 66 ) 


Точно так же, если положить в уравнении (56) 

/(о=4 в " м * 

то для вынужденных колебаний х^ь (0 найдем 

*26 (0 =4 У ( -» > ( 67 > 

или 

х 2 ь (/) = 4г Л (о)) е~3 №+* (68) 

Итак, для вынужденных колебаний, вызываемых воздействием (55), 
получим 

Х Ь (0 = Хіь (0 + Х 2Ь (0 = ^ А (со) [е!"*еЬ И + е-№е~п И ] = 

=/ 0 А (со) соз К + ? С 00 )] • (69) 

Выражение (69) показывает, что вынужденные колебания, вызывае¬ 
мые в линейной динамической системе гармоническим воздействием, 
являются также гармонической функцией времени, отличающейся от 
воздействия по амплитуде и по фазе, но имеющей ту же угловую 
частоту (о, что и воздействие. 

Функции А (о>) и ср (и>), определяющие относительную амплитуду и 
фазу вынужденных колебаний в зависимости от частоты со, называются 
соответственно амплитудной и фазовой частотными ха¬ 
рактеристиками системы. Функции Р (о>) и (} (ш), связанные с 
функциями А (о)) иср(о)), как это ясно из формулы (63), соотношениями 

Р (о)) = А (со) соз ср (о>); (70) 

<3 (<о) = А (о>) зіп ср (со) (71) 

и 

Л (со) = + /Я» + д 2 (а)); (72) 

<р(ю) = агс<г^^, (73) 

называются соответственно вещественной и мнимой частот¬ 
ными характеристиками. 

Как мы видим, частотные характеристики системы могут быть 
определены при помощи формул (64), если известна передаточная 
функция К(/«>), функция же К(/а)), как это показывает выражение (60), 
весьма просто может быть найдена из диференциальных уравнений 
системы. 

Важно отметить, что частотные характеристики системы могут быть 
определены не только из ее диференциальных уравнений, но и экспе¬ 
риментально. Способ определения амплитудной Л (со) и фазовой ср(а>) 
частотных характеристик ясен из формулы (69) и заключается в сле¬ 
дующем. Приложим к системе гармоническое воздействие, имеющее 
частоту о). В результате в системе возникнут переходный процесс и 
вынужденные колебания с частотой ш. 
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Через некоторое время, достаточное для затухания переходного 
процесса (а такое затухание всегда произойдет, если только система 
устойчива), останутся лишь вынужденные колебания с частотой со, рав¬ 
ной частоте воздействия. 

Предположим, что мы располагаем измерительной аппаратурой, поз¬ 
воляющей измерить все указанные выше величины, а именно частоту со 
приложенного воздействия, его амплитуду / 0 , амплитуду колебаний 
интересующей нас переменной х и сдвиг фазы <р между обеими ампли¬ 
тудами. Произведем ряд таких измерений, постепенно повышая частоту 
воздействия от ш = 0 до такого значения и> =л а) 0 , при котором ампли¬ 
туда колебаний переменной х сделается настолько малой, что окажется 
уже вне пределов точности нашей измерительной аппаратуры. Кривые 
зависимости отношения амплитуды воздействия к амплитуде перемен¬ 
ной л; и сдвига фазы между ними в зависимости от частоты, найденные 
изложенным способом, и будут представлять собой соответственно 
амплитудную и фазовую частотные характеристики системы. 


3. ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПРИ ЛЮБОМ ПЕРИОДИЧЕСКОМ 
ВОЗДЕЙСТВИИ. РЯДЫ ФУРЬЕ И ЛИНЕЙНЫЕ СПЕКТРЫ 

Перейдем к вычислению вынужденных колебаний в более общем 
случае, когда воздействие /(?) представляет собой не простую гармо¬ 
ническую, а любую периодическую функцию времени с периодом Т, т. е. 

№ = П* + Т). (74) 

Предварительно напомним некоторые элементарные сведения о рядах 
Фурье. 

Как известно, если периодическая функция /({) удовлетворяет 
условиям Дирихле, т. е. является ограниченной и имеет конечное число 
максимумов и минимумов на протяжении периода 7\ то она может 
быть представлена в виде бесконечного ряда Фурье 

со 

/(0 = -т-+ 2(^ соз?! ?- + ^ 8 іп?! г)’ ( 75 ) 

ѵ=1 

который приближенно можно заменить рядом Фурье 

/(0~-|г + Іі( а ’ со8? ? + МШ^), (76) 

Ѵ=1 

содержащим конечное число членов. 

Коэфициенты а ѵ , Ь ѵ ряда (75) определяются при помощи формул 

Л 

2 

а, = ^г ^ /(() соз сП; (77) 

_ 

2 
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(78) 


Л 

2 


ь, = -у- |/(/) зіп 


_ Л 
2 

В том случае, когда функция / (і) является четной, т. е. обладает 
свойством 

/(О =/( — *), 

ряд Фурье (75) сводится к виду 

. а 0 


/(о=? + 2 а ’ со8? ?’ 

ѵ=1 


(79) 


так как коэфициенты определяемые формулой (78), в этом случае 
обращаются в нуль. 

В том случае, когда функция /( і ) является нечетной, т. е. обладает 
свойством 

/ГС=-/(-0, 

ряд Фурье (75) сводится к виду 


/(0==2^ 8іп?! Г- 


(80) 


ѵ=1 


Ряд Фурье весьма часто записывают в комплексной форме, кото¬ 
рую можно получить следующим образом. Имеем 


.2 кѵі 


1 / •и \ ^ Т \ 1 / . .. ч 3 т 2 пчі . • 2 ъчі 

~2 (^ѵ — А) * + "2 ( а ѵ + А) * = а ѵ соз -у + зіп 


. 2тсм^ 


Т • 


Введем обозначения 




С— ѵ — 


я,—Д 

2 ’ 
л ѵ + Д 


(81) 


Из уравнения (81) легко видеть, что 

С-ѵ= с* 

где звездочкой обозначено комплексно сопряженное значение вели¬ 
чины с„. Итак, 

.%Ы . 2гсѵ? 

2гс^ * . . 2^/ 3 Т \ л л 1 Т /оп\ 

а ѵ соз~у4“ ^зіп-у = . (82) 

Подставляя уравнение (82) в уравнение (75), получим 


2тсѵ* 


т= 2 ^ г > 


(83) 
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где положено, что 


и 



Согласно уравнению (81) 




где 



К_ 

2 ’ 


Мы можем также написать 




= а ѵ е , 


где 

а ч = У РІ + ЯІ 


( 84 ) 


(85) 

( 86 ) 


И 

рѵ = агсід (^-). (87) 

Величины /? ѵ , </ ѵ , а ѵ , (З ѵ , рассматриваемые как функции переменной 
-у-, где ѵ принимает лишь целочисленные значения, могут быть названы 

линейными частотными спектрами функции /(/), а совокупность вели¬ 
чин с ч — ее комплексным линейным частотным спектром. 

Графики этих функций состоят из отдельных линий, имеющих 
длину р ѵ , ^ ѵ , а ѵ , р ѵ и расположенных на одном и том же расстоянии 

2тс 

друг от друга, равном у. 

Таким образом, формула (84) позволяет найти для всякой 
периодической функции / (і) соответствующий ей линейный спектр, 
являющийся совокупностью коэфициентов разложения этой функции 
в ряд Фурье. В общем случае функция / (1) имеет два линейных 
спектра: вещественный р ѵ и мнимый или амплитудный а ѵ и фазо¬ 
вый р ѵ . Четные функции имеют лишь один линейный спектр р ѵ , сим¬ 
метричный относительно начала координат. Нечетные функции имеют 
также лишь один линейный спектр <7 Ѵ , но кососимметричной относи¬ 
тельно начала координат. 

Пример . В виде примера рассмотрим функцию на фиг. 46, а . Она состоит 
из одинаковых прямоугольных импульсов, имеющих амплитуду А$ и длитель¬ 
ность т 0 . 
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Имеем: 


/(0 = А —у<<< 

>Ю-о Ц <(<Т -Ц. 

Так как функция четна, то она будет иметь ряд Фурье вида (79), причем 

т / с ,_ 

2 Ао Г 2 .. Ат 0 / Т 

а ч = I соз —=- Лі — — I - 

ѵ Т ^ Т Т I дѵхр 

\ т 

2 

Таким образом, в данном случае вещественный линейный частотный 
спектр р ы совпадает с амплитудным спектром а ѵ и определяется формулой (89), 
а мнимый и фазовый линейные спектры равны нулю. 



о 


6 ) 


Линейный спектр, определяемый формулой (89), изображен на фиг. 46, а . 
Как мы видим, высота линий спектра ограничивается огибающей, которую 

можно построить на основании формулы (89), рассматривая величину как 

непрерывную переменную. 

Ознакомившись с понятием линейных частотных спектров, вернемся к во¬ 
просу, который был поставлен в самом начале этой главы, а именно к вычисле¬ 
нию вынужденных колебаний, вызываемых в линейной динамической системе 
любым периодическим воздействием. 

Теперь получить ответ на этот вопрос нетрудно. Для вычисления вынуж¬ 
денных колебаний, очевидно, необходимо разложить периодическое воздействие 
в ряд Фурье; найти соответствующий амплитудный и фазовый линейные спектры 
воздействия; найти передаточную функцию системы и соответствующие ей 
амплитудную и фазовую частотные характеристики; найти вынужденные гармо¬ 
нические колебания, вызываемые в системе каждой из гармонических состав¬ 
ляющих воздействия; и, наконец, пользуясь принципом суперпозиции, сложить 
вынужденные колебания, вызванные каждой из гармонических составляющих 
воздействия. 
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4. ИНТЕГРАЛ И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 


Выше мы рассмотрели общий способ вычисления вынужденных ко¬ 
лебаний. Однако при анализе систем автоматического регулирования 
существенный интерес представляют не только и не столько вынужден¬ 
ные колебания, сколько переходные процессы, вызываемые теми или 
иными непериодическими воздействиями. 

Общий метод анализа переходных процессов удобно обосновать, 
пользуясь понятием интеграла Фурье, который можно рассматривать как 
обобщение понятия о ряде Фурье на случай, когда период Т функ¬ 
ции /(0 стремится к бесконечности. 

Предположим, например, что воздействие / (і) имеет вид прямо¬ 
угольного импульса (фиг. 46, б), имеющего такую же амплитуду А 0 и 
длительность т 0 , как и каждый из периодически повторяющихся им¬ 
пульсов на фиг. 46, а. Такого рода воздействие в виде однократного 
импульса можно считать периодической функцией, но с периодом Т = со. 

Рассмотрим, что будет происходить с линейными частотными спек¬ 
трами функции /(/) при бесконечном возрастании Г. 

Из выражения (89) легко понять, что вид огибающей частотного 
спектра не зависит от значения Т, если не считать того, что высота 
линий спектра обратно пропорциональна Т. Отсюда следует, что если, 
например, удвоить Т и одновременно увеличить в 2 раза масштаб для 
ординат а ѵ , то вид огибающей на фиг. 46 останется неизменным, од¬ 
нако расстояние между линиями спектра в 2 раза уменьшится. Если 
продолжать удваивать Г, изменяя каждый раз соответствующим обра¬ 
зом масштаб ординат, то вид спектра будет оставаться попрежнему 
неизменным, но его линии будут все время сближаться. 

В пределе при Т со амплитуды линий спектра сделаются беско¬ 
нечно малыми, хотя они сохраняют ту же зависимость от переменной 

-у—; расстояние между соседними линиями спектра также сделается бес- 

разрывной спектр превратится 

к пределу может быть осуще- 

(75), получим 

«Коз <ь. (90) 


конечно малым. В результате линейный 
в сплошной непрерывный спектр. 

Посмотрим, каким образом переход 
ствлен математически. 

Подставляя уравнения (78) и (77) в 

т_ т_ 

2 оо 2 

/(0 = 4- |/(0<й+|Л] |/ 

Г Ѵ=1 т 

- 2 - 2 


Предположим, что в уравнении (90) Г оо. 
Имеем 


Ііш 

Г -> оо 


Т_ 

2 


7 \Пі)йі 


Г 

2 


< 


Пт -і- 

Т оо 1 


Т_ 

2 


11 /( 01 #, 


Г 

2 
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и, следовательно, если предположить, что 

со 

Л/(0І<й<». (91) 

—со 

т. е. что функция /(і) является абсолютно интегрируемой, то при Т оо 
первый интеграл в правой части уравнения (90) стремится к нулю. 
Вводя теперь новую переменную а), принимающую равноотстоящие 
2л 0 2л 2л 

значения о> 1 = — ; о> 2 = 2 — ; . . . ; о) ѵ = ѵ ; . . . , получая каждый 

2л 

раз приращение До) = -^-, мы можем переписать уравнение (90) сле¬ 
дующим образом: 

г 

оо 2 

/(^) = -і- Нш ^ Да) |/(т) соз а) ѵ (/ — т) йъ. (92) 

ѵ = 1 _ Л 

2 

В пределе при Ди> -> 0 и Т -* оо можно предположить, что сумма 
(92) стремится к пределу: 

оо оо 

{ (і) = йій ^ /(т)соз(о(^ — т) (93) 

О —оо 

Эта формула, полученная из ряда Фурье путем перехода к пределу 
при Г-*оо, носит название интеграла Фурье 1 . 

Интеграл (93) можно представить в несколько другой форме, если 
учесть, что 

/со (І- г) 

е =со5—т) -(-у 8іп о) (/ — т), (94) 

и принять во внимание, что в силу четности относительно <о под¬ 
интегрального выражения в равенстве (93) мы можем написать 

/(0 = -^ | | /(Т)С08Ю(*—*) сіх 

—оо —оо 

и что в силу нечетности относительно <о подинтегрального выражения 
^ (ІЮ | / (т) 8ІП О) (/— %)сі% = 0. 

—оо —оо 

На основании только что приведенных соотношений мы можем 
написать вместо уравнения (93) 

оо оо 

/(О^-г^г I | /СО [создав— х)-|-/8іпш(/ — х)] йт; 

—оо —оо 

оо оо 

/(0 = ^1 1 / (О *- /ш Ѵх. (95) 

—ОО —оо 


1 Более строгий вывод формулы (92) см., например, в [5]. 
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Выражение (95) называется экспоненциальной 
Фурье. 

Вместо уравнения (95) можно также написать: 

формой интеграла 


= а». 

(96) 

где 




ри*) = 1 до е ~ м **• 

(97) 


—со 


Функция Р (/(о) называется преобразованием Фурье или комплексным 
спектром функции /(О- 

Заметим, что формально выражения (96) и (97) весьма просто мо¬ 
гут быть получены из уравнений (83) и (84) следующим образом. Поло¬ 
жим, что 

о)=-у-; сіоу = — ; Тсѵ=Р (/о)), 

тогда, заменяя в уравнении (83) знак суммы интегралом и полагая, 
что Т о о, мы вместо уравнений (83) и (84) получим уравнения (96) 
и (97). 


5. ВЫРАЖЕНИЕ ДЛЯ ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА 
В ВИДЕ ИНТЕГРАЛА ФУРЬЕ 

Представив непериодическое воздействие /(/), приложенное к си¬ 
стеме в виде интеграла Фурье (96), можно найти выражение для пере¬ 
ходного процесса при помощи следующих простых рассуждений. 

Так как воздействие /(1) = е ы вызывает в динамической системе 
реакцию вида У(/т)е^ ті у то воздействие вида (96), которое можно рас¬ 
сматривать как бесконечную сумму воздействий 

с іи>Р (/со) е ш 

вследствие линейности системы и применимости к ней принципа супер¬ 
позиции, вызовет изменение переменной л;, определяемое следующим 
выражением: 

оо 

Х{і) = р О) Г(» а ш. (98) 

— ОО 

Формула (98) представляет собой искомое выражение для переход¬ 
ного процесса в виде интеграла Фурье. 

Вместо уравнения (98) можно также написать: 

оо 

х(() = | Ху'ш) е! ті аш, (99) 

где 

хиш) = ѵи<»)гиы), ооо) 

т. е. преобразование Фурье Х(]&) для функции х(і ), характеризую¬ 
щей переходный процесс, вызванный воздействием / (0> равно произ¬ 
ведению передаточной функции системы У (/<*>) на преобразование 
Фурье Р О'ы) для воздействия /({). 

ПО 



6. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 


Как мы видели, преобразование Фурье (97) применимо лишь для 
таких функций /(^), которые удовлетворяют условию абсолютной 
интегрируемости (91). 

Следует, однако, заметить, что условию (91) не удовлетворяют 
многие функции, вводимые в рассмотрение при анализе переходных 
процессов в системах автоматического регулирования. Так, например, 
ему не удовлетворяют функции единичная, синусоидальная, косинусои¬ 
дальная, возрастающие как некоторая степень от /, а также показа¬ 
тельные вида е аі , где а > 0. Поэтому для наших целей весьма полезным 
является преобразование Лапласа, не связанное с указанным выше 
ограничением. 

Преобразование Лапласа можно рассматривать как обобщенную 

форму преобразования Фурье, применимую для функций /(^), удовле¬ 

творяющих условию 

/(0 = 0; г<0 (101) 

не только в тех случаях, когда функция / (0 является абсолютно 
интегрируемой, но и тогда, когда можно выбрать такое положительное 
число с , чтобы 

Я /(і)\е~ сі аі<оэ. (102) 

0 

Предположим, что интеграл (102) существует для всех с > с 0 и не 
существует при с < с 0 . Число с 0 называется абсциссой абсолютной 
сходимости функции /(0* Так, например, для единичной и для сину¬ 
соидальной функций абсцисса абсолютной сходимости с 0 = 0, так как 
при всех с > 0 

| е~~ сі (И < со, 
о 

а также 

оо 

11 зіп Ы | е~ сі (1і < со. 

о 

Для функции е~ аі абсцисса абсолютной сходимости с 0 = —а, а для 
функции е а * она равнас 0 = а. Функция е іг не имеет абсциссы абсолютной 
сходимости, так как для нее нельзя выбрать такого значения с, чтобы 
интеграл (102) существовал, поэтому к ней нельзя применить преобра¬ 
зование Лапласа. 

Заметим, что ограничение (101) необходимо по следующим причинам. 
Как это мы сейчас увидим, преобразование Лапласа для функции /(/), 
могущей не удовлетворять условию (91), получается как естественное 
обобщение преобразования Фурье для функции 

д(() = /Ѵ)е~ сі , (ЮЗ) 

в которой число с должно быть выбрано таким, чтобы функция 
была абсолютно интегрируемой. Очевидно, такое число найти было бы 
нельзя, если бы функция /(/) не удовлетворяла условию (101). 
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Действительно, в этом последнем случае множитель е~ сі при 
с > 0 , обеспечивающий сходимость интеграла (102) при 0 , привел 
бы к тому, что этот интеграл перестал бы существовать при і < 0. 

Эта математическая трудность обходится благодаря тому, что нижний 
предел интегрирования смещается в неравенстве (91) из—оо в нуль. 

При рассмотрении переходных процессов такое „сужение* пределов 
интегрирования обычно вполне допустимо. Действительно, нас интере¬ 
сует лишь то, что происходит с системой не до, а после момента 
приложения воздействия, который всегда можно принять за начало 
отсчета поскольку в реальных физических системах эффект не может 
предшествовать причине, его вызвавшей. 

Сделав эти вводные замечания, перейдем к вопросу о том, каким 
образом от преобразования Фурье для функции ^(/) вида (ЮЗ) можно 
перейти к преобразованию Лапласа для функции /(О- 

Представим функцию д(і) в виде интеграла Фурье. Согласно урав¬ 
нению (95) имеем 


сю 

<7 (0 = 5^- I* 

СО 


оо 

^ # (т)0“^“ т йГс, 

оо 


или, принимая во внимание уравнения (101) и (103), 

оо оо 

д(() = ^ | йшеі * 1 | е~ №*+*) т / (Ч) йх. 

— оо 0 

Произведем в уравнении (104) замену переменной, положив 

5 = с + /о>. 


(104) 


Мы получим 

д (() — е- сі / (0= 2 ~. е~ сі | йзе 31 е~^йх. 


С-\-] ОО со 


ИЛИ 


с-—/оо О 

с-\~] оо оо 


/(0 = 2? І ^|/(х)г«й. 


С —/оо 0 

Вместо уравнения (105) мы можем также написать: 


/(0=2? I ?(*)****. 


(105) 


(106) 


С— ] СО 


где 


Р{8) = 1 ег*{Ц)йі. (107) 

о 

Функция /*($) комплексного переменного 5 называется преобра¬ 
зованием Лапласа для функции /(*). Формула (106) обычно на- 
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зывается формулой обращения для функции Р(з). Формулы 
(106) и (107) сокращенно часто записываются в следующем виде: 

/(/) = Л- 1 [/г(* )]; (108) 

•Г(з)=Ц/(*)]> (109) 

причем Р($) называется изображением функции /(I), называемой 
оригиналом. 

Очевидно, что если в уравнении (106) можно положить с = 0, то 
формулы (106) и (107) сводятся к преобразованию Фурье (96) и (97). 


7. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА ДЛЯ ПРОСТЕЙШИХ ФУНКЦИЙ 

Найдем преобразования Лапласа для нескольких простых функций, 
которые понадобятся нам в дальнейшем. Мы будем везде предполагать, 
что условие (101) удовлетворяется. 

1) Единичная ступенчатая функция 

Пусть 

/(0 = ш . 

где [1] обозначена функция, удовлетворяющая условиям 

Ш = і; *>0; (НО) 

[11 =0; г<0. 


Условимся называть функцию [1] единичной ступенчатой функцией. 
Воспользовавшись формулой (107), получим 


Итак, 



о 


МІЧ) = Т 


( 111 ) 


і -(т]=іч- 

і ; 

Заметим, что на основании уравнений (111) и (106) ступенчатая 
единичная функция [1] может быть представлена в виде интеграла 
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<Н-7°° 

111 ”25 і Т*= с >°- 

с - У СО 

(112) 

Пусть 

Имеем 

2) Показательная функция 

/(( ) = е~ аі ; а > 0. 

оо 

(113) 


1 \е-«\ = | е~* е~*‘ йі = . 

0 

(114) 

Коллектив 

авторов 1309 
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Точно так же 


Имеем 


‘И = Р7' 

3) Синусоида, /(/) = зіпр* 

и 

ОО ОО 

Ь [зіп °і] = (' 8іп ?Ле~ 8І (іі =-—г ^ [е®* — е~іЩ е~ зі йІ- 
0 о 

_^_Г_1_ с>0 

— 2/ |з-УР в + Ур] а* + Р» ’ ^ 

4) Косинусоида, /(^) = соз|^ 


Имеем 


А [соз (ЭД = |*соз $іе- 5і йі = ^ (е№ + е~№) е~ $1 йі- 

0 о 

+7+7р) = 52трр‘> с >°- 


Имеем 


5) Положительные степени от і 


О 


Интегрируя по частям, получим 


М-(-^)Г+ті 




Повторным интегрированием по частям легко также показать, что 

М (119) 

6) Затухающие синусоидальные колебания 
Рассмотрим, наконец, функцию 

= зіп р/, (120) 

где а и р — положительные вещественные числа. 

Имеем 

ОО ОО 

I [е~ а( зіп р/] = §е~ а( зіп ^іе~ зі йі= (е№ — е~№) е~ * 0.1= 


оо 

= ЬІ {е ~ 1 ~ е ~ ( * ЫЛ> <]а(== іг (т+т 


-УР » + «+УР 
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Итак, 

і [в а/ зіп фі] “ р 2 (121) 

и 

1 ~ Х [(« + а)2 + рг] ~ е ~ а<8Іп Р*- (122) 

Точно так же можно показать, что 

= ;,/,&> ■ < 123 > 

8. НУЛИ И ПОЛЮСЫ ФУНКЦИИ Р(з) 

Сведем теперь полученные нами выше результаты в табл. 7. В первой 
графе этой таблицы приведены преобразования Лапласа, или изображе¬ 
ния /^я) для рассмотренных функций /(/) или оригиналов, поме¬ 
щенных во второй графе таблицы. В третьей графе функция /(/) 
представлена графически. Четвертая графа содержит графическую 
интерпретацию функции /^я) на плоскости комплексного переменного. 

Ввиду важности последнего вопроса остановимся на нем несколько 
подробнее. Для этого напомним определение нулей- и полюсов функции 
комплексного переменного. Если функция /^я) может быть пред¬ 
ставлена в виде 

Г(з) = (з — Ъ) т Гі(*)> ( 124 > 

где т — целое положительное число, а I (Ті ) 1 — конечное число, 
отличное от нуля, то говорят, что функция Р ($) имеет нуль порядка т 
в точке $ = т’ 1 плоскости комплексного переменного 5. 

Если функция Р ($) может быть представлена в виде 

Р(з)= ~ Рі{8) (125) 

(« —Хд) я 

где п — целое положительное число, а — комплексное число, отлич¬ 
ное от нуля, то говорят, что функция / 7 (^) имеет полюс порядка п 
в точке $ = Х 1в 

Рассмотрим теперь преобразование Лапласа или изображение, на¬ 
пример, показательной функции е~ аі . В этом случае согласно урав¬ 
нению (114) 


и, следовательно, функция Р {$) имеет полюс первого порядка в точке 
5 = — а. Это можно изобразить графически, если на плоскости 
комплексного переменного отметить точку на вещественной оси, рас¬ 
положенную на расстоянии а влево от начала координат (см. табл. 7). 

Рассмотрим теперь изображение ^(я) для синусоиды. На основании 
уравнения (116) мы можем написать: 

Р{8) = 

8 * 


(126) 
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Таблица 7 

Расположения нулей и полюсов, соответствующих преобразованиям 
Лапласа некоторых функций 
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откуда следует, что функция Р (з) имеет два полюса первого порядка 
в точках 5=ур и 5= —у(3. 

Отметив эти точки на мнимой оси плоскости 5, мы получим картину 
распределения полюсов этой функции на плоскости 5. 

Легко видеть, что изображение Р(5) Для косинусоиды 


(5 +у’Р) (5 —уР) 


(127) 


отличается от изображения Р (з) для синусоиды лишь тем, что, 
кроме полюсов, оно имеет еще и нуль первого порядка в точке 

5 = 0. 

Распределение нулей и полюсов этой функции представлено в табл. 7. 
В случае затухающей синусоиды изображение ^(5) имеет вид 


■ + а ~Л) ($ + а + Л) 


и, следовательно, полюсы расположены в точках 5= — а у(3 и 

а—ур. 

Наконец, изображение единичной функции характеризуется полюсом 
первого порядка в начале координат, изображение функции / (0 = 1 — 
полюсом второго порядка в начале координат, изображение функции 
/(/) = —полюсом третьего порядка в начале координат и т. д. 

Приведенные примеры показывают, что преобразование Лапласа 
позволяет привести в соответствие с функцией / {Ь) вещественной пере¬ 
менной і некоторое распределение нулей и полюсов на плоскости 
комплексного переменного 5, полностью (с точностью до постоянной) 
характеризующее вид этого преобразования. 

Заметим, что в настоящее время имеются довольно полные таблицы 
функций /({) (оригиналов) и соответствующих им изображений Р (з) 
(см. [2]). 

Пользуясь этими таблицами, можно найти оригинал /(0* соответ¬ 
ствующий заданному изображению / 7 (5) (если оно имеется в таблице) 
и, обратно, изображение Р (з), соответствующее заданному ориги¬ 
налу /(0> б ез всяких вычислений. 


9. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 

Рассмотрим некоторые свойства преобразования Лапласа, которые 
понадобятся в дальнейшем. 


1) Свойство линейности 

Из формулы, определяющей преобразование Лапласа (107), легко 
видеть, что если а есть постоянная или переменная, не зависящая от і 
и 5, то 

Ь[а/(()]=аР(з). (129) 

Из формулы (105) легко также видеть, что если 

М/і(91=М*) 
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и 


і ІА (О ±Л (01 = Р г (5) ± г% (5). (130) 

2) Теорема подобия или изменения масштаба 

Эта теорема указывает, каким образом изменяется изображение, 
если независимая переменная в оригинале умножается на вещественную 
постоянную а: 

Ц/(аЩ = ±г(±у (131) 

Действительно, 

I [Паі)\ = ] ег«/(аі) йі = ± ]* е~ /(/) йі = ±р{±). 
о о 


3) Правило диференцирования 

Это правило показывает, что если начальные значения оригинала 
и его производных равны нулю, то диференцирование оригинала к раз 
по і соответствует умножению изображения на 8 к , т. е. 

Т Г^/1 г»/?С / г»Л /1 


1 [Щ 


при условии, что 




и, в частности. 


Ь % =!Р(8). 


Действительно, согласно определению 


[ІИ 


си 


Производя в уравнении (135) интегрирование по частям, получим 

оо со 

1 Ш = [/(0 е “1 + 5 1«""/(О Л = 5 1«~"/(0 йі. 


и, следовательно, формула (133) доказана. 

Точно так же повторным диференцированием по частям можно 
доказать и формулу (132). 

Правило диференцирования легко обобщить также и на тот случай, 
когда начальные значения оригинала и его производных отличаются от 
нуля. 
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1/(01,-»=/.; (§) м =/.;---і(;^)^-Л-.. (136) 

Производя в уравнении (135) интегрирование по частям и учиты¬ 
вая уравнение (136), получим 

1 [ж\= 8Р Ю—*о- (137) 

Точно так же повторным интегрированием по частям найдем 

ь [§ 2 ] -(*/„+/,); 

1 Щ = + Л); 

^ [0] =^(®)-(«*" 1 /о + **" 2 /і + • • • (138) 


4) Правило интегрирования 

Согласно этому правилу если начальные значения интегралов от 
оригинала равны нулю, то интегрирование оригинала к раз по і соот¬ 
ветствует делению изображения на $ к , т. е. 


и, в частности. 


и 


к раз 


/(О (Л)* 




5 


при условии, ЧТО 

[I / (0 4-0 - 1 0; [II/м (<*)■],.»=о- 

Действительно, согласно определению 


с» 

і [|/(0 сіі] =^е~ зі []>(0 аі] сіі. 


(139) 

(140) 

(141) 

(142) 


Производя в уравнении (107) интегрирование по частям, найдем 

Ц/(()] = [ е~ зі / (і)йі= I е~ 3{ [ / (() йі I + 5 1 Г[/ (0 йі\ е~ зі йі 
0 0 0 

или, принимая во внимание уравнение (141), 

М/(0 ]=$л [|/(/)л]. 

откуда следует уравнение (140). 

Точно так же повторным интегрированием по частям может быть 
доказана и формула (139). 
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Если начальные значения интегралов уравнения (141) от ориги¬ 
нала / ({) отличны от нуля, т. е. 

[I / (О Д=<>=/_,; [Я/(0 (Л)*]*-о=/-2. • • •. 

ТО 

і [|| /«) (Л)»]=^+-г+4- 2; 


41 


б) Теорема о конечном значении 

Согласно этой теореме поведение оригинала на бесконечности опре¬ 
деляется поведением выражения Р ($) в нуле, т. е. 

Ііш / (і) = Ііш зР ($). (144) 

І-+ со б-ч-О 

Действительно, согласно уравнению (137) мы можем написать: 


со 

Ііш Г Ц ё~ $і йі — Ііш [$Р ($) — / 0 ], 

“* і-,0 


ОО ОО I 

Ііш Г йі =\%-.йі= Ііш (* ■ 

■** { аі ~.Ь 


■ й% = Нш/(0 — /о- (146) 


Сравнивая уравнение (145) со (146), получим уравнение (144). 

6) Теорема о начальном значении 

Согласно этой теореме поведение оригинала в нуле определяется 
поведением выражения Т 7 ^) на бесконечности, т. е. 

Ііш /({) = Ііш 5/ 7 (5). (147) 

/ч-0-{- 5-юо 

Действительно, согласно уравнению (137) мы можем написать: 


ОО 

| е- ! ‘Уаі--=утуР(5)-/ 0 ], 


оо 

Г е -*у 

^ йі 


йі = О 
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и 


/ 0 =1іш /(/), 

поэтому на основании уравнения (148) мы можем написать уравне¬ 
ние (147). 

7) Теорема смещения в вещественной области, 
или теорема запаздывания 

Эта теорема указывает, каким образом изменяется изображение при 
смещении оригинала вдоль оси і на постоянную величину т 0 . 

Согласно этой теореме 

М /(*-■'о)]= е^г (5). (149) 

Имеем 

и/ (* - ■*о)1 = I (* - х о) й*= Г (<+То) / (0 йі = 

0 -Т 0 

= | е~*‘/ (0 йі = <Г Т °* /=• (у). 

8) Теорема смещения в комплексной области 

Если предыдущая теорема позволяет судить о том, каким образом 
изменяется изображение при изменении аргумента оригинала на постоян¬ 
ную величину т 0 , то рассматриваемая сейчас теорема указывает, каким 
образом изменяется оригинал при изменении величины аргумента изо¬ 
бражения на постоянную величину X. 

Согласно этой теореме 

і[е тХ 7(О]=^(«±>0- ( 15 °) 

Действительно, 

I [е* и / (*)] = | ё~ $і е* х< / (*) йі = Р (з ± X). 

Применим формулу (150) к определению преобразования Лапласа 
для функции 

/ (*) = і п е и . 

Полагая в уравнении (150) /( і) — і п и учитывая, что /, [і п ] опре¬ 
деляется формулой (119), на основании уравнения (150) получим 

Ц№]= -(151) 

9) Теорема умножения изображений, или теорема 
свертки в вещественной области 

Рассмотрим способ определения оригинала, соответствующего про¬ 
изведению двух изображений, оригиналы каждого из которых известны. 

Пусть 

/да = ЧА (01; 
г 2 («) = І [/ 2 (/)]. 
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Тогда можно доказать, что 

Р 1 (з)Г 2 ($)=Ь ІЛ(/—х)Л(х)Л . (152) 

1-0 ^ 

Действие, выражаемое интегралом в правой части уравнения (152), 
называется свертыванием функций / г {і) и / 2 (і). 

Таким образом, из формулы (152) следует, что свертывание в ве¬ 
щественной области соответствует умножению в комплексной области. 

10) Теорема умножения оригиналов, или теорема свертки 
в комплексной области 

Эта теорема дает способ определения изображения, соответствую¬ 
щего произведению двух оригиналов, изображения каждого из которых 
известны. 

Согласно этой теореме (см., например, [3]) если 

и/лт=Гі(з) 

і* [/ 2 (0] = М*). 

то 

с+; со 

МЛ (0 Л (01=2^. [ (153) 

с—] со 

где с — вещественная постоянная, причем вещественная часть о ком¬ 
плексной переменной 5 и постоянная с должны удовлетворять нера¬ 
венствам 

шах (с ѵ с ѵ с г + с 2 ) < о; с 2 < с < о — с г . 

В этих неравенствах через с ѵ с 2 и с обозначены абсциссы абсо¬ 
лютной сходимости функций / г ({), / 2 (0 и [/і(0Л(0]* 


10. ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 
К РЕШЕНИЮ ЛИНЕЙНОГО ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

Познакомившись с основными свойствами преобразования Лапласа, 
поясним способ его применения к решению диференциальных уравнений 
- сначала на- простом при- 

д(Т}л№Іт - I и ? Ме Р^’ 

у \ Г 5 Рассмотрим следящую 

^ - г 4 “П V * ) X систему на фиг. 47. Она 

\ р состоит из двух потенцио- 
метров 1 и 2 и источника 
^ * напряжения 3 , служащих 

?ГЗ для получения сигнала 

ошибки между положением 
Фиг. 47. Следящая система. выходной и входной оси, 

усилителя 4 и двигателя 5 
постоянного тока. Если угол поворота входной оси равен углу 

поворота л; (і) вала двигателя, то сигнал ошибки на входе усилителя 
равен нулю и двигатель неподвижен. 
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При появлении угла рассогласования 

8 (0=^(0 — х (0 (154) 

на входе усилителя появляется напряжение е {і) } пропорциональное 
ошибке: 

е (і) = к х г (/). (155) 

Предполагая, что движущий момент двигателя пропорционален току 
в якоре, а последний — напряжению на входе усилителя, диференциальное 
уравнение двигателя можно представить в виде 

3% + ь 1Гі = к *Ю-М с Ѵ). ( 156 ) 


где ^— момент инерции двигателя; 

Ъ — коэфициент вязкого трения; 

М с (і) — момент нагрузки на валу двигателя; 
к 2 — коэфициент пропорциональности. 

Подставляя уравнение (155) в (156) и учитывая уравнение (154), 
получим уравнение движения выходной оси: 

Зі& + ь 15 + кх = к 8Ѵ)-М с {1). (157) 


где 

и уравнение для ошибки е ( I ) 


к = к х к 2 , 


Т а2г . А 

' Г Ш + д 


</е 

сіі 




(158) 


или, предположив для простоты, что М с (?) = О, 


I о г... 


(159) 


где 



с= 


ь 

2 ѴкТ 


Покажем теперь путь решения уравнения (159), основанный на при¬ 
менении преобразования Лапласа. 

Первый этап решения состоит в том, что каждый из членов дифе- 
ренциального уравнения заменяется соответствующим ему изображением 
при помощи теорем, изложенных выше. 

Введем обозначения: 


Е(з) 

оо 

= Мв(0] = 

0 

(160) 

0{3): 

оо 

= М*(01 = I ег« е (і)0і. 

(161) 


123 



Пользуясь формулами (138), мы можем написать: 


где 


и точно так же 


где 


1 [%} = $2Е ~ 55 ° _ ** ’ 
I [2Ссо а ^] =2Сю в [5ОД-в 0 ]; 
1[«>2 е ]=а>2Е(5), 


е о = І е (ОЬ=о+; 

_ Ггіг] 

[ йі\ /=о~Ь ’ 

1 [чѵ] = зЮ —5 ^о— ёі ; 

Ч 2Си)а л] =5 °^-&>’ 

§■0 = [§■ (01 /=о+; ё г = Щ\ <=0+ . 


( 162 ) 


(163) 


Сложив изображения (162) всех членов в левой части уравнения (159) 
и приравняв результат сумме изображений (163) всех членов правой 
части уравнения (159), получим 


[ 5 2 + 2С0Ѵ + 0)2] Е (5) - (е, + 2Си, а е 0 + *е 0 ) = 

= (5 2 + 2Со> а 8) О ($) — (5^ 0 + + 2С(о а §- 0 ). (164) 


Таким образом, мы видим, что в результате применения преобразо¬ 
вания Лапласа первоначальное диференциальное уравнение (159) свелось 
к алгебраическому уравнению (164) относительно неизвестной функ¬ 
ции Е(з). Функция С(8), представляющая собой изображение закона 
движения §(і) входной оси, а также начальные условия предполагаются 
заданными. 

Решая это уравнение относительно Е(з), получим 


Е(3): 


Ь и "Г 


- - X (/($) + ■ 

$ 2 + 2С <*> а з + 


$ 2 + + <4 


Предположим теперь, что входная ось движется с некоторой постоян¬ 
ной угловой скоростью а>і, начиная с некоторого момента і= 0, причем 
до этого момента времени система находилась в покое, т. е. 


ё (0 = 0>А 


(166) 


где о)! — постоянная скорость и начальные условия 

^о=лг 0 = 0; 

(§),-„ = ^ =й>і; 
е о = ёо — х о = °> 

{тй)і-о ==а і = е*- х і =, *ь 


( 167 ) 
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Принимая во внимание, что согласно формуле (119) изображение 
для функции §(0> определяемой по формуле (166), имеет вид 


°( 5 ) = 1 Г> 

и пользуясь формулой (167) вместо уравнения (165), получим 


(168) 


или 


Е(в): 


Е(3) 


«2 + 2 С « а 5 + <4 52 

(5 + 2 & а ) 0) І 


(169) 


5 ( 5 -Хі) ($-Х 2 )’ 
где через и Х 2 обозначены корни уравнения: 

Х 2 + 2С(о а Х +о)2 = 0. 

Таким образом, нами найдено изображение Е($) искомой функции 
времени е(^). Последний шаг решения заключается в том, чтобы перейти 
от изображения Е ($) решения к самому решению е ( і ). Для того чтобы 
его выполнить, представим выражение для Е ( 5 ) в виде суммы простых 
дробей, т. е. в виде 

Со I , С<і 


Е(3): 


8 — Хі 


(170) 


где С 0 , С ѵ С 2 — неизвестные коэфициенты, подлежащие определению. 

Допустив, что нам удалось их определить, можно найти оригиналы, 
соответствующие каждому из членов в правой части равенства (170). 
Имеем 


[А] = с “ ѵ ’ 

и, следовательно. 


(171) 


в (0 = Ь~'[Е (5)] = С 0 + С г &* + С 2 *Ч (172) 


Выражение (172) представляет собой искомый оригинал или решение 
уравнения (159) при начальных условиях (167). Остается указать способ 
определения коэфициентов С 0 , С г и С 2 . 

Для того чтобы определить С 0 , умножим обе части выражения (170) 
на 5 и положим затем 5 равным нулю. В результате получим 

С 0 = [лЕ($)Ь_ 0 . 


Но согласно уравнению (169) 


[зЕ ($)Ь_о 


(5 + 2С (Од) с>| 1 

(5 — Хі) (5 — Х 2 )і=0і ’ 
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и, следовательно, 


2 Со) а а), 

С ° - "Х^Г * 


Точно так же, умножив обе части выражения (169) на (5 — Х А ) и 
положив $ = Х 1э а затем на ($■— Х 2 ) и положив $ = Х 2 , найдем 


С 2 =[($ — 


(Хі + 2 С <й а ) О)! 

,У “ Хі Х 2 (Х 2 — Х 2 ) 




(Х 2 + 2С (и а) 


Л 2 (Х 2 — Хі) 

Если теперь предположить, что С< 1, то 

\ = -* а [с+уѴТ^с 2 ]; 

К = -* а [с-уѴТ^], 


и, следовательно, 


_ 2 Сш, . 


Сг = 


«»і(с+/УП^р) 

?/»«(-С+уУГ=Р)’ 
с «|(С-УѴТ = ^') 

3 ~ - у» а (- С - У У П=ё) ‘ 

Подставляя найденные значения для коэфициентов С 0 , С 2 , С 2 в фор¬ 
мулу (172) и произведя некоторые преобразования, получим 

5 (/)=2 |г I 1 ” щгщ 8іп К* V г^ч- ?]}. (173) 


где 


. 2 ? У 1 — Р 
Т = агс^ г _2С2 ■ 


Выражение (173) является искомым решением в его окончательной 
форме. 


11. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ л-го ПОРЯДКА В СЛУЧАЕ НУЛЕВЫХ 
НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ 

Поясним теперь, как преобразование Лапласа применяется в общем 
случае для решения диференциального уравнения л-го порядка: 

« л §+ • • • -\-а 1 ‘%-\-а 0 х = Ь т ^-\- . . . +Ь г % + V- (174) 

Первый этап решения всегда состоит в том, что для каждого из 
членов уравнения (174) находится соответствующее ему изображение. 
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Выполним это, предположив вначале для простоты случай нулевых 
начальных условий, т. е. случай, когда система в момент приложения 
воздействия і— 0 находилась в покое. При этом 

*=°'■■ 2 . < іге > 

Кроме того, предположим, что 

/(0 = 0, г<0. (176) 

Умножая все члены уравнения (174) на е~ зі , интегрируя от 0 до оо 
и принимая во внимание уравнения (175) и (176), найдем 

(а п з п +-... + а,5 + а 0 )Х(з) = (Ь т з т + . . . + Ь,з + Ь 0 ) Р (з), (177) 
где, как обычно, 

Х(§) =| е~ 8і х{і) 
о 

Р{а)=[е-«ПІ)йі. 

Решая получившееся алгебраическое уравнение (177) относительно 
неизвестной функции Х(з), получим изображение решения диференци- 
ального уравнения (174) в следующем виде: 


хю-ѢІ::: 

+ + ь о р с-л 

+ а і5 + «о ^ ’ 

(178) 

Х(з) = У(з)Р(з), 

(179) 

у ( $ )— ЬтЗ т + 
^ 8) а п з п +. 

... + Ьі8 + Ь 0 

... + а,5 + ао * 

(180) 


Сравнивая уравнения (180) и (60), легко видеть, что функция У ($) 
в уравнении (179) является не чем иным, как передаточной функцией 
динамической системы, но рассматриваемой уже не при чисто мнимых, 
как в уравнении (60), а при комплексных значениях аргумента. 

При решении конкретной задачи остается подставить в уравнение 
(178) вместо Р(8) преобразование Лапласа функции /(0» входящей 
в уравнение (174). Так, например, если /(*)=[1], то 

р<*)=4- 

.Ѵ(і)=Ц^. (179а) 

Выражение (179а) — это преобразование Лапласа для функции х(і), 
характеризующей переходный процесс, вызванный единичным ступенча¬ 
тым воздействием. 
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Найдем ^(5) для довольно общего вида функций /(і), к которому 
можно свести большинство типовых воздействий, применяемых в прак¬ 
тике расчетов, а именно предположим, что 


{{і) — 2 ( с о і + с и* 4" • • • 4“ с н* г ) > 

і = 1 

где ^ — комплексные или вещественные числа. 
Принимая во внимание, что 




г\ 


(181) 


получим изображение Т 7 ^) для формулы (181) в виде дробно-рациональ¬ 
ной функции от 5: 


^00 = 


X 



С 01 I с 1і 

8 — -ц~ г (5 — 7,) 2 


г\с і 


гі 


(8- Ь У+ 1 ) 


(182) 


Таким образом, мы видим, что преобразование Лапласа X (з) для 
искомого решения х(і) в случае нулевых начальных условий и широ¬ 
кого класса воздействий / (і) вида (181 ), являясь произведением двух 
дробно-рациональных функций У (з) и Р (з), также является дробно¬ 
рациональной функцией от з . 


12. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ п -го ПОРЯДКА ПРИ НЕНУЛЕВЫХ 
НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЯХ 


Учтем теперь начальные условия, предположив, что 

Ш) =хк(о) (к=о ’•••> л - 1 )> 

(^) =/»(0) (/ = 0,1.яг — 1). 


(183) 


Преобразования Лапласа для членов левой части уравнения (174), 
согласно формулам (137) и (138), теперь будут иметь вид 


Ь, [# 0 лг(/) —#0^($); 

1 Ь'ё] = «»*(*) -«і*(°); 


1 [ а *Щ = <Ѵ 2 *(*) - а г (8Х(0) + х(»(0)); 


(184) 


1 [ а пЩ = а ^Х{5)-а я {^х{ 0) + 5 п - 2 х(»( 0) + ... + х(«-1)(0)). 

Складывая правые части равенств (184), получим преобразование 
Лапласа для левой части уравнения (174) в виде 

^ \ а ' п ЧР і 4- * • • + /а і “^7 + ѵ] = ( а п $п 4~ • • • + + 


+ а о) х (*) — + а п -!х(0)) з* 2 +. . .+ 

+ (а п х("-')( 0) + а /І _ 1 ^~2)( 0) + ... + 0) + а г х( 0))], (185) 
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или сокращенно 



= Б(з)Х (з) — (5), (186) 

где 

й (з) = а п 8 п + ... + ~Ь 

м нх ( 8 ) = а п х(0)8"-' + [а^Ч 0) + ^..^(О)] $ л “ 2 + . .. + 

+ [а п х(*-'т + а^-Ч 0) + ... + а^Ч 0) + а^(0)]. (187) 

Функция Ж ЯАГ (^) целиком зависит от начальных условий и при нуле¬ 
вых начальных условиях обращается в нуль. 

Преобразование Лапласа для правой части уравнения (174) будет 
иметь вид 

М(з)Р(з)-М н/ (з) 

где 

М я/ (8) = ЪЛ 0) в»- 1 + [ Ъ т Г (0) + Ъ т - 1/ (О)]*”- 2 + ... + &!/(0) 

М (з) = Ь т 8 т +... + &!^ + во¬ 
йтах, применив преобразование Лапласа к уравнению (174) в случае 
начальных условий вида (183), мы получим 

й ( 5 ) х {з) — м н (4= м (з) р ( 4 . ( 188 ) 

Решая это уравнение относительно Х(8), найдем 

Х ^==ЩГ) р ( 5 '> + іт= У(8)Р(з) + Ѵ н (5), (189) 


где попрежнему 


у 00 = 


М(8) 

0(5) 


и 

\г / л \ М нх (4 М н / (4 
г нУ 8 )— 0( 8 ) 

Формула (189) показывает, что преобразование Лапласа для реше¬ 
ния диференциального уравнения с учетом начальных условий пред¬ 
ставляет сумму двух членов , один из которых У (з) Р (з) определяет 
эффект воздействия / (і) и не зависит от начальных условий, 
а другой У н (з) определяет эффект начальных условий и не зависит 
от воздействия . 

Так как функция М н (з ), зависящая от начальных условий, является 
полиномом от 5, то мы приходим к выводу, что преобразование Лапласа 
X (з) является дробно-рациональной функцией от 5 для широкого класса 
воздействий/(4 вида (181) как при нулевых, так и при ненулевых на¬ 
чальных условиях и, следовательно, может быть представлено в виде 

Х(з)=Щ-у (190) 


где I (з) И Н ( 5 ) — ПОЛИНОМЫ ОТ 5. 
9 Коллектив авторов 1309 
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Следующий этап решения состоит в том, чтобы по найденному пре¬ 
образованию Лапласа Х(з) для искомого решения х(1) найти само ре¬ 
шение. Решение сводится к вычислению обратного преобразования Лапласа 

/(5) 

для дробно-рациональной функции > т - е * 

*<')”'•- [т$і]- < 191 > 


Покажем, каким образом это может быть выполнено. 

Предположим вначале для простоты, что все корни Х 1Э Х 2 , .. ., \ д 
уравнения 

Я(Х) = 0, 


или, другими словами, полюсы функции X ( 5 ) являются простыми. Раз¬ 
лагая выражение (190) на простые дроби, можем написать: 


Х(з) 




8 — А,- 


+ ... 


5 — К 


(192) 


Коэфициенты С ѵ С ѵ ..., С д в разложении (192) могут быть найдены 
следующим образом. 

Умножая обе части равенства (192) на ($ — Х у ) и затем полагая 
^ = X;, найдем 

С й =Кз — \)Х(8)] л -х й , (193) 

или 

С І = _ I.) (Х 2 —X,)... (*,_] - Х 4 ) (Х |+1 -х,)... (X,- х # ) > (194) 


или, наконец, 


Г _ /(**) 

— я'(^)’ 


(195) 


где 

«'ад=[-^ 


Разложив X (з) на простые дроби, легко найти обратное преобразо¬ 
вание Лапласа для каждой из этих простых дробей, а затем и для их 
суммы (192). 

Действительно, мы видели, что 


і " 1 



= с/*', 


и, следовательно, искомое решение имеет вид 

<7 

х(0 = ЦС і е 1 * і > 

і = 1 

где постоянные С 1 определяются формулой (193) или (195). 
Учитывая формулу (195), мы можем также написать: 


л: 


<7 


(о=2 


(=і 


Я' (X/) 


„м 


(196) 


(196а) 
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Заметим, что решение (196) учитывает как эффект начальных усло¬ 
вий, так и воздействия, т. е. в нем содержатся как собственные, так и 
вынужденные колебания системы. 

В частном случае, когда один из полюсов, скажем Х^ функции Х($) 
расположен в начале координат [в этом случае переходный процесс х(і), 
если все остальные полюсы расположены в левой полуплоскости, стре¬ 
мится при /->оо к постоянной величине], т. е. Х х = 0, мы можем написать: 


Х($) 


і(5) _ т _ 

5 #і (5) 5 (5 — Х 2 ) (5 — Х 3 ) ... (5 — ),д) 


(197) 


В этом случае первый член выражения (196) согласно уравнению 
(193) сводится к виду 


г _ 7(0) 

1 /7і(0)’ 


остальные коэфициенты могут быть определены по формуле 


х,//; (х,.) ’ 


и выражение для х(^) принимает вид 


х(0 = 


/(0) , у 7 (Х|) 

" 1( 0) « Ѵ*І(Х|) 


X.* 


(198) 


В частном случае, когда возмущающее воздействие / (і) представляет 
собой единичную ступенчатую функцию и начальные условия—нулевые, 
выражение (198) сводится к виду 


х(і) = 


Л*(0) 

0 ( 0 ) 


, уі А1(Х,1 
+ х,о' (X,) 


е ч 


(198 а) 


Покажем теперь, каким образом может быть найдена функция х(і) у 
если ее преобразование Лапласа X ($) содержит не только простые, но 
и кратные полюсы. 

Пусть, например, 




_7(8)_ 

(5 — X,)»* (5 — Х 2 ) ... (5 — І д _ Хі ) 


(199) 


Разложим правую часть выражения (199) на простые дроби: 


*(*) = 


^11 


С\2 


(8 Х 2 ) Хі ^ 


С 


1х, 


(5-Х) 


"»і+1 


5 —Х 2 


Сд 


8 — І д 


( 200 ) 


Коэфициенты С д разложения (200) можно найти тем же 

способом, что и ранее, т. е. по формуле (193). Коэфициенты С 1Ѵ .. ., 
С\ Хі могут быть определены следующим образом. 

9* 
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Умножая обе части выражения (200) на ($ — Х 1 ) х * и полагая затем 
$ = Х 1 , найдем 

С 11 =[(8 — Ъ 1 )*ХШ а -х а . ( 201 ) 

Для того чтобы найти С 12 , умножим обе части уравнения (200) на 
(^ — а затем возьмем производную по 5 . В результате получим 

Ж [(* — Х і)*’ 7щ\ = с і2 + 2С із( 5 — х і) + --• + 

+ (*і — і)Сі*»( 5 — ^і) Хі 2 + 




_д_ 

СІ8 


<*-*.)* [Й: 


'*1 + 1 
^2 


+ ...+ 



При $ = все члены в правой части последнего уравнения за исклю¬ 
чением первого обратятся в нуль, и мы получим следующую формулу 
для вычисления коэфициента С 12 : 


с .»= 

При помощи аналогичных рассуждений можно показать, что 
с »= 


и т. д. 


Таким образом, общая формула для определения коэфициентов С і р 
имеет вид 


Сі р = 


1 

(Р — 1)1 


а р - 1 
д$^ 1 




т_' 

*(«) ],=*, 


( 202 ) 


Разложив выражение для Х(з) на простые дроби, нетрудно найти 
обратное преобразование Лапласа для Л г ($). 

Пользуясь соотношением, вытекающим из уравнения (151) 


I- 1 


[ 


(5-^) Р 


, ? -1 

(Р-1)! 


М 


» 


на основании уравнения ( 200 ) получим 
х(() 


—— і х '~ 1 е' 1 + і г, ~ 2 е м + ...+ Си/' 1 + 


( % і — 1 )! 


(*і- 2 ) 


+ ... + С ѵИ ^+... + с/в— / . 

Пример . Для пояснения изложенного выше хода вычислений рассмотрим 
следующий пример. Пусть 

У/ .Л- М+М+&0 

1 } ~ (5 + а) з 5 2 • 

Разложение X ( 5 ) на простые дроби имеет вид 

ѵ /г>\ __ , С 12 , б?із Сп С 2 2 

^ (5 + а)3 + "(Г+^Г* + + 5 2 $ * 
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Коэфициенты С, входящие в это разложение, могут быть вычислены при 
помощи формул 

г* Г + Ьі$ + Ьо *] 

Си - [-Р-_],= _*> 

П Г а I + ^ 1 * + Ьо \ 1 

Сі2 ^ ім —з—ли-—* 




Ч~ 




Г* _ Г ^ 2$ 2 + & 1 8 + ^0 1 _ Ь 0 . 

21 "“ Ь ($ + <х)3 \з = 0 ~ 

^ \ а ( ь 2 & 4- Ь }8 + М ^і а — з^о 

С22 “ нА (5 + сх)В ;] 5 = о"" «4 ' 

Обратное преобразование Лапласа для X ($) имеет вид 


■* (0 = (“2Т * “Ь ^ 22 > * ^ 0* 


13. ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА К РЕШЕНИЮ 
СИСТЕМЫ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Покажем, как преобразование Лапласа может быть применено к ре¬ 
шению общей исходной системы диференциальных уравнений (14) (см. 
гл. IV) линейной динамической системы. 

Для случая, когда имеет место одно возмущающее воздействие / х (і), 
исходная система диференциальных уравнений будет иметь вид 

«11 ( Р ) Х 1 + «12 (?)*!+•••+«!* ( Р) х к = /д ((); 

«21 (Р) Х 1 + «22 ІР)* » + •••+ «2 к ( Р ) Х к = 0; 


«М (Р) *1 + «АгОО *2 + • • • + а кк(Р) Х к = °> 
где каждое уравнение порядка не выше второго и 

а і ;(р) = А і] р 2 + В і/ р-\-С 0 ., р = -^. 

Величины Аф Вф С /; - представляют собой параметры системы. Они 
предполагаются постоянными, причем часть из них может быть равна нулю. 

Производя преобразование Лапласа каждого из уравнений си¬ 
стемы (203), получим 

«11 С 9 ) Х 1 С 9 ) + «12 ( 5 ) Х 2 ( 5 ) “Ь • • • + 

+ «і к (*) х к ( 5 ) = р і ( 5 ) + м ін ( 5 ); 

«21 ( 5 ) Х 1 ( 5 ) + «22 С 5 ) Х 2 ( 5 ) Н~ • • ' + 

+ «2 к (®) Х к («) = М 2Н 00: [ (204) 


«Аі(^)Л'і(5)-Ьй А 2(^)^2( 5 ) + --- + 

+ а кк ( 5 ) Х к( 5 ) = М/гні 3 )- I 
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М ін {8) — функция 5 и начальных условий х' (0), л:(0) тех обоб¬ 
щенных координат, производные которых входят в данное /-е уравне¬ 
ние; так, например, если второе уравнение имеет вид 


- (#21 р + ^2і) Х 1 (^22 Р 2 + #22 Р + ^ 22 ) Х 2 ^23*3 — ^ 

ТО 

М 2н ( 5 ) = ^22*2 (0) ^ + ^22 Х 2 (^) "Ь #22 ЛГ 2 (®) -#2Л (®)' 

Определить начальные условия а: (0) и х' (0) для каждой из обоб¬ 
щенных координат [а в тех случаях, когда уравнения некоторых обоб¬ 
щенных координат имеют первый порядок, — только начальные усло¬ 
вия а: ( 0 )] для любой конкретной задачи затруднений не представляет. 
Поэтому нетрудно найти и все М ін (з). Затем следует найти преобра¬ 
зование Лапласа для изменения регулируемой величины Х 1 (8) или 
любой другой обобщенной координаты. 

Так, например, преобразование Лапласа Х г (з) для х х ( і ) будет 
иметь вид 

В {8) Х^ {8) = М и (8) р г (8) + М н (*), (205) 

где В (в) — главный определитель системы уравнений (204): 



«п ($)> 

«12 00 • 

• « 1*00 

В 00 = 

«21 ($)» 

^ 22 ( 5 ) * 

• • • • 

• « 2*00 


«А 1 00 > 

«* 2 00 • 

•• «**( 5 ) 


(206) 


М 1г {з) — минор главного определителя В {з), получающийся из него 
вычеркиванием первой строки и первого столбца: 


М п ( 5 ) : 


«і2 00 ••• «1*00 

«22 (О ••• «2* (5) 


• • • 


«* 2 00 ••• <***($) 


(207) 



н ($)* ($) • • 

• «1*00 


М 2 «00> «22 00 •• 

• «2* (5) 


м *„00> «**(*) •• 

• «**00 


(208) 


При нулевых начальных условиях, т. е. при нулевых начальных 
отклонениях всех обобщенных координат х 1 (0) — 0 и нулевых началь¬ 
ных значениях первых производных тех обобщенных координат, урав¬ 
нения которых имеют второй порядок, все функции М ін (з) в уравне¬ 
нии (208) равны нулю, а следовательно и М л ($) = 0. 
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Таким образом, ясно, что случаю нулевых начальных условий для 
системы уравнений (203) соответствует преобразование Лапласа вида 
(178), которое можно получить из уравнений (204) путем исключения 
всех функций, кроме интересующей нас функции х—х 1 . 


14. СВЕДЕНИЕ НЕОДНОРОДНОГО ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
К ОДНОРОДНОМУ В СЛУЧАЕ ВОЗДЕЙСТВИЯ В ВИДЕ СТУПЕНЧАТОЙ 

ФУНКЦИИ 

Рассмотрим диференциальное уравнение (174), предположив, что 
воздействие /(і) представляет собой единичную ступенчатую функцию, 

т. е. 

/(0= ш, 

и покажем, каким образом в этом случае решение неоднородного урав¬ 
нения (174) при нулевых начальных условиях вида (175) может быть 
сведено к решению однородного диференциального уравнения при ненуле¬ 
вых начальных условиях г . 

Пусть 

у(0=у(о+)+*(0. 

где х(і) — решение уравнения (174) при нулевых начальных условиях. 
Тогда ясно, что 



Здесь знак 0+ означает, что мы рассматриваем значения функций х(і) 
и у(і) при приближении к точке і = 0 справа. При приближении 
к этой же точке слева, т. е. при *=0“, начальные условия для функ¬ 
ции х(і) и ее производных, очевидно, равны нулю, так как предпола¬ 
гается, что система находилась в покое при і < 0. 

Покажем, каким образом вычислить значения производных 

при і ■= 0~Ь, зная преобразование Лапласа для х{і ) в случае единичного 
ступенчатого воздействия. Имеем согласно формуле (179а) 


*<*>=•?■ 


Ь т 8 т + 
а п 8 п + 


+ 4- 

4- 


У (8) 
8 


Воспользовавшись теперь соотношениями (137) и (138) и теоремой 
о начальном значении, получим следующие формулы для определения 
начальных значений функции у(і) и ее производных при і= 0+: 


ЬЧ01<=о+ = — х(со); 

(«)/-.+=(гг),_.+=*"'< 0+) ; 

(§),.,+ = (1Ю..0+ = ; 

{ш)м+ = ] іт 5 ^ — ^ (І Ч0+)-х ( 2 ) (0+). 


1 


* 


(209) 


1 Мы останавливаемся здесь на этом приеме потому, что он используется 
при анализе качества систем автоматического регулирования по методу распре¬ 
деления корней характеристического уравнения (см. главу XIX). 
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Из сказанного ясно, что решение неоднородного уравнения (174) 
при нулевых начальных условиях (175) может быть сведено к решению 
однородного диференциального уравнения 


а п + • • • + а 1 % + а оУ — 0 


при ненулевых начальных условиях, определяемых формулами (209). 
Следует подчеркнуть во избежание путаницы, что 'значения для про- 

изводных —-г при /=0+, полученные по формулам (209), не имеют 


ничего общего с начальными условиями, определяющими вид функ¬ 
ции М н (з) [см. формулу (208)] и зависящими от реальных началь¬ 
ных условий для обобщенных координат, входящих в систему уравне¬ 
ний (203). Поэтому в дальнейшем мы всегда будем считать, что если 
функция определяемая формулой (208), тождественно равна 

нулю, т. е. что преобразование Лапласа АГ($) для х(і) имеет вид (179), 
то мы имеем случай нулевых начальных условий вне зависимости от 


сі^х 

начальных значений для —- при ^=0+, получаемых согласно фор- 

сіг 


мулам (209). 
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ГЛАВА VI 


ПЕРЕДАТОЧНЫЕ И ПЕРЕХОДНЫЕ ФУНКЦИИ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ КАК ИХ ОСНОВНЫЕ 
ДИНАМИЧЕСКИЕ характеристики 

Настоящая глава посвящена рассмотрению передаточных функций, 
применяемых при анализе систем автоматического регулирования. Зна¬ 
чительное внимание уделено свойствам передаточных функций статиче¬ 
ских и астатических систем регулирования. На ряде примеров показано, 
каким образом следует подходить к вопросу об определении переда¬ 
точных функций сложных многоконтурных систем. 

Кроме того, в главе вводится понятие импульсной переходной (или, 
как ее иногда называют, весовой) функции, нашедшее наряду с поня¬ 
тием передаточной функции широкое применение в теории регулиро¬ 
вания. Импульсная переходная функция, как это мы увидим, так же 
как и передаточная функция, полностью определяет свойства линейной 
динамической системы. 


1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПЕРЕДАТОЧНОЙ 
ФУНКЦИИ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

Мы уже встречались с понятием передаточной функции в предыду¬ 
щей главе при вычислении вынужденных колебаний и при применении 
преобразования Лапласа к решению диференциальных уравнений. Однако 
строгого определения этого понятия нами еще не было дано. Это 
определение можно дать, переписав уравнение (179) в следующем виде: 


у /~\ X ($) Ь т 8 т + Ь т —і8 т 1 + »• - + Ь\8 + Ь 0 

К ' Р (*) а п 8“ + + .. • + + яо 


( 210 ) 


Из уравнения (210) ясно, что передаточная функция V ($) динами¬ 
ческой системы представляет собой отношение преобразования 
Лапласа для величины на выходе к преобразованию Лапласа для воз¬ 
действия на ее входе при нулевых начальных условиях . 

Таким образом, если диференциальное .уравнение системы имеет 
вид (174), то ее передаточная функция определяется выражением (210). 

Передаточная функция полностью определяет динамические свойства 
системы. Это следует из того, что, зная передаточную функцию, мы 
можем найти (см. предыдущую главу) переходный процесс при любом 
заданном воздействии и начальных условиях. 
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Передаточные функции линейных динамических систем с сосредо¬ 
точенными параметрами обладают следующими основными свойствами. 

1. Передаточная функция У ($) является дробно-рациональной функ¬ 
цией от 5 вида (203), причем порядок т числителя не превышает 
порядка п знаменателя. Последнее следует не только из формально 
математических, но и из физических соображений. Действительно 
амплитуда вынужденных гармонических колебаний, определяемая моду¬ 
лем передаточной функции, должна иметь ограниченное или равное нулю 
значение при беспредельном возрастании частоты, т. е. должно удовле¬ 
творяться неравенство 

Ііт | У (» | < оо. 

О)-* со 

2. Все коэфициенты Ь 0 , Ь ѵ ... Ъ т , а 0 , а ѵ ... а п передаточной 
функции вещественны. 

Это объясняется тем, что они являются функциями от параметров 
системы, которые могут быть только вещественными. 

3. Невещественные нули и полюсы передаточной функции могут 
быть лишь комплексно сопряженными. 

Действительно, предположим, что есть один из комплексных 
полюсов передаточной функции. Это означает, что при $— Х й знаме¬ 
натель передаточной функции обращается в нуль, т. е. 

( а п 8 п + ... + а х 8 + Яо)^=>ч = 0* 

Очевидно, что это равенство не нарушится, если в нем все ком¬ 
плексные числа заменить сопряженными, но все коэфициенты а п , ... а ѵ 
а 0 , будучи действительными, останутся при этом без изменения, и мы 
приходим к равенству 

(а п 8 п + ... + «!« + а 0 ) і=х * =0, 

где через X* обозначен» число, комплексно сопряженное с Х г 

Таким образом, мы доказали, что невещественные полюсы переда¬ 
точной функции могут быть лишь комплексно сопряженными. Очевидно, 
что такой же вывод при помощи аналогичных рассуждений можно 
сделать в отношении нулей передаточной функции. 

4. Все полюсы передаточной функции У (8) расположены в левой 
полуплоскости (условие устойчивости), или, другими словами, функ¬ 
ция У(з) является аналитической и ограниченной в правой полупло¬ 
скости и непрерывной на мнимой оси. 

Это следует из положения о том, что для устойчивости динамиче¬ 
ской системы необходимо и достаточно (см. далее), чтобы все корни 
характеристического уравнения системы находились в левой полупло¬ 
скости. 

2. ПЕРЕДАТОЧНЫЕ ФУНКЦИИ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Диференциальные уравнения всякой линейной системы регулирова¬ 
ния (см. главу IV) могут быть представлены в следующем виде. 

Уравнение объекта регулирования 

о 0 ( Р ) * (0 = ж 0 (р)/(0 4- С 0 (р) г V). (211) 
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Уравнение регулятора 


( 212 ) 


В(р)г(і) = Ы(р)г(і). 

Уравнение отклонения или ошибки 

®(0 = 5‘(0 — х(і). 

Применяя к уравнениям (211) —(213) преобразование 
и вводя обозначения 


(213) 

Лапласа 


-5І 


х (/) йі\ 


= I е 

0°(з) = Ь [*(*)] 


ВД = М*(01 

Я(*) = Це(/)]; 
и т. д. и учитывая начальные условия, получим 

Я 0 (5) * (з) = М 0 (з) Р (з) + С 0 (з) 2 (з) + А\ н (5); 

В (8) 2(8) = 11 (з)Е (в) + N1^(8)) 

Е(з) = 0(з) — Х(з). 

Исключая из уравнений (215) функции 2(з) и Е(з), найдем 

X ( 5 ) = Щ- С * (‘ Ѵ ) 0 (5) + ^«(5) В (5) Р (5) + М н (5) 

где 


(214) 


(215) 


(216) 


ѵ / Со (а) В (5) + С(з)Ы(з) 

м н (3) = В (5) м ы (5) + Со (5) М ы (8). 

Исключая из уравнений (215) функции 2(з) и 2^(5), будем иметь 


Е(з) 


Ро (а) В (а) О (з)-М 0 (з) В (&) Р (а) - М н (з) 


Разделив все члены 
и введя обозначения 


Р 0 (5) В (5) + Со (5) N (5) 
выражений (216) и (217) 

С 0 (в) IV (в) 


КѴР(з) = 
Ѵ(з) 


В 0 (5) В (3) ’ 

М>(«) 


Во (5) ’ 

м„(5) 


Во (5) В (5)’ 


(217) 
на Г) 0 ( 5 ) & ( 5 ) 

(218) 

(219) 


получим 


Х(з): 


КѴ?(з) 


1 + К1Г(в) 


0(з) 


1 +КІѴ (з) 1 + “кщз) ( 220 ^ 


И 

^( 5 )= ! + ^ЦУ( 8 ) °( 8 ') 1 + КЩЗ) ^ ^ — 1 + кѴ( 5 ) ’ ( 221 ) 

Очевидно, что первое слагаемое в правой части уравнений (220), 
а также (221) характеризует эффект управляющего воздействия 
второе слагаемое в правых частях этих уравнений — эффект возму¬ 
щающего воздействия /(I), а третье слагаемое — эффект начальных 
условий. 

Уравнения (220) и (221), предположив случай нулевых начальных 
условий, можно также переписать в следующем виде: 

*( 5 ) = Ф( 5 )0(*)+Г($)Р(5) 


( 222 ) 
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и 


где 


Е (з) = Ф 8 (5) О (з) — V(з) Р (з). 


Ф(5) = 


К \Ѵ (в) 

1 + К\Ѵ(з) 


у _ • 

ѵ ' 1 + /<№($) ’ 

Фе (5) = 1 — Ф (5) = 1 + К\у( 8 ) 


(223) 

(224) 

(225) 

(226) 


Остановимся теперь на интерпретации смысла функций 
Ѵ(з), Ф(з), У (з), Фе (5). 

Положив возмущающее воздействие /(/) равным нулю, 
согласно уравнению (222) 

Х(5) = ф(8)0(5), 


откуда 


Х(8) _ Цх(()] 
0(5) І[^(Г)] 


=ф(5). 


К\Ѵ(8), 

получим 

(227) 

(228) 


Таким образом, как это следует из приведенного в начале главы 
определения, функция Ф ($) является передаточной функцией системы 
автоматического регулирования по отношению к управляющему 
воздействию §(()• 

Точно так же, положив управляющее воздействие &(() равным 
нулю, найдем 

Х(з) = У(з)Р(з), (229) 

0ткуда ХЩ Кх(0) _ (230) 

/?(5) Ь[/(і)\ - 1 ^ 

Следовательно, функция К($) представляет собой передаточную 
функцию системы автоматического регулирования по отношению 
к возмущающему воздействию /(/). 

Функцию Фе (^), которая при /(^) = 0 определяется, как это ясно 
из уравнения (223), отношением 


Е(8) 

0 ( 8 ) 


Ф« («), 


(231) 


мы условимся называть передаточной функцией ошибки . 

Перейдем теперь к рассмотрению функции К1У (з). Как уже указы¬ 
валось, всякая система автоматического регулирования является замкну¬ 
той динамической системой, так как в ней всегда существует взаимо¬ 
действие, или, как обычно говорят, обратная связь, между величиной 
х(і) на ее выходе и величиной §(і) на ее входе, благодаря которой 
сигнал, пропорциональный ошибке е(1), может обойти всю систему и 
вернуться к месту своего возникновения (т. е. к элементу, измеряю¬ 
щему ошибку). 

Математически на наличие этой связи указывает уравнение ошибки 
(213). Предположим, что эта обратная связь между выходом и входом 
нарушена. Физически это означает, что чувствительный элемент, изме¬ 
ряющий разность между входом и выходом, отключен от выхода, или, 
другими словами, от регулируемой переменной (фиг. 48). Систему 
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автоматического регулирования, в которой нарушена обратная связь 
между выходом и входом через чувствительный элемент, измеряющий 
ошибку, принято называть разомкнутой . 

Посмотрим, что произойдет с уравнениями (211) — (213), если не про¬ 
изводить измерения ошибки е(^) и приложить ко входу измерительного 
элемента воздействие §(і). При этом, очевидно, уравнение ошибки 
(213) вообще перестанет суще¬ 
ствовать, а уравнение регуля¬ 
тора сведется к виду 

В{р)г(і) = И(р)8(і), (232) 

или, переходя к изображе¬ 
ниям, 

В (з) 2(з) = N (з) О (з). (233) Фиг. 48. Разомкнутая система автоматиче¬ 
ского регулирования. 

Решая уравнение (233) от¬ 
носительно 2(8) и подставив результат в первое из уравнений (215) 
для случая разомкнутой системы, получим 



X (зЛ — Р(с) 1 ^($)С 0 ($) ч 

Л Р (8) — По (5) { } + В (8) Пс(5) ° 


Положив в уравнении (234) / 7 ($) = 0, получим, учитывая уравне¬ 


ние (218), 


Хр(з) __ N (з) Ср (з) 
0(8) В(8)й 0 (8) 


= КѴ(8), 


(235) 


откуда следует, что функция К ѴР (з) представляет собой передаточ¬ 
ную функцию разомкнутой системы автоматического регулирова¬ 
ния по отношению к управляющему действию §(і). 

Точно так же, положив в уравнении (234) О (з) = 0, получим, 
учитывая уравнение (229), 


Х р (8) _ М 0 (8) 
Г (8) — йо (8) 


= Ѵ(з), 


(236) 


откуда следует, что функция V (з) представляет собой передаточ¬ 
ную функцию разомкнутой системы автоматического регулирования 
по отношению к возмущающему воздействию /(і). 


3. ПЕРЕДАТОЧНЫЕ ФУНКЦИИ СТАТИЧЕСКИХ 
И АСТАТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Найдем, какими свойствами должны обладать передаточные функ¬ 
ции статических и астатических систем (определение этого понятия 
см. в главе II). 

В случае следящих систем обычно интересуются, является ли 
система статической или астатической по отношению к управляющим 
воздействиям, а в случае систем стабилизации — по отношению к воз¬ 
мущающим воздействиям. 

Имея вначале в виду управляющие воздействия, рассмотрим первый 
член в правой части выражения (223), т. е. положим, что 

Я (*) = ф. (*)<?(*). 


(237) 
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Согласно определению и теореме о конечном значении система 
является статической по отношению к управляющему воздействию, если 

Нгп е {і) = Ііш 5 Фз (5) О (8) = соп$і Ф 0, (238) 

/—оо 5-0 

и астатической, если 

Ііш е ( і ) = Ііш 5 Фз (5) О (8) = 0/ 

і->оо 5-0 

при условии, что 

ІІШ 8 (І) = ІІШ 80 (8) = СОПЗІ ф 0. 

і-+оо 5 — 0 

Очевидно, что условие (240) удовлетворяется, если функция О ($) 
может быть представлена в виде 

0(8) = (241) 

где 

Ііш О 0 (8) = сопзі Ф 0, 

т: е. если функция О (5) имеет полюс первого порядка в начале 
координат. 

Простейшим примером может служить функция 

0«) = і 

представляющая собой, как мы видели, преобразование Лапласа для 
единичной ступенчатой функции. 

Подставляя уравнение (241) в (237) и пользуясь теоремой о конечном 
значении, получим 

Ііш е (0 = Ііш ф 6 (5) О 0 (8). (242) 

{-+ СО 5-0 

Легко видеть, что выражение (242) стремится к постоянной вели¬ 
чине, отличной от нуля, и система является статической , т . е. 
имеет ошибку в установившемся состоянии , если числитель и зна¬ 
менатель функции ф е ($) имеют свободные члены, не зависящие от $. 
Если же функция Ф 8 ($) имеет нуль какого-либо порядка при 8 = 0, 
то система является астатической , т. е. не имеет ошибки в устано¬ 
вившемся состоянии. 

Итак, для того чтобы система автоматического регулирования 
являлась статической по отношению к управляющему воздействию , 
передаточная функция ошибки ф 8 (5) должна обращаться в посто¬ 
янную величину при 5->0, и для того чтобы система автоматиче¬ 
ского регулирования являлась астатической по отношению к упра¬ 
вляющему воздействию , передаточная функция ошибки Ф 8 (5) должна 
иметь нуль какого-либо порядка при 8 = 0. 

Условимся говорить, что система имеет астатизм ѵ-го порядка , 
если передаточная функция ошибки Ф 8 (5) имеет нуль ч-го порядка 
при 5 = 0. 

Покажем теперь, что в случае управляющих воздействий в виде 
полинома от і система с астатизмом к -го порядка либо не имеет ста- 
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тической ошибки, либо имеет статическую ошибку, либо имеет безгра¬ 
нично возрастающую ошибку в зависимости от того, является ли степень 
полинома более низкой, равной или более высокой, чем порядок аста- 
тизма системы. 

Действительно, пусть 

= + (243) 

и, следовательно, 

*(*)=? + §+•-. + р|[. (244) 


Так как система обладает астатизмом ѵ-го порядка, 
делению 


Фе 00=* Ѵ Ф0з (5), 
где 


ІІГП Фоз (5) = СОПЗІ ф 0. 

5->0 


то по опре- 
(245) 


Найдем ошибку в установившемся состоянии. Принимая во внимание 
уравнения (242)—(245), можем записать: 

а (со) = Пт е (і) = Ііт 5 Ф 6 ($) О ($) = 

і-+ ~ 


= *' + ' Фо, (*) [т + §+••• + -ТІг] • (246) 


Из уравнения .(246) ясно, что при г<ѵ статическая ошибка з(оо) 
равна нулю, при г = ѵ 


и при г > ѵ 


е(оо) = ѵ!§- ѵ Ф 0е (0) 
8 (со) = ОО . 


(247) 


На практике широкое применение получили системы регулирования 
с астатизмом нулевого порядка (статические), с астатизмом первого 
порядка (позиционные) и с астатизмом второго порядка (скоростные) 
по отношению к управляющим воздействиям, принадлежащие к классу 
следящих систем. 

Согласно только что доказанному утверждению, следящие системы 
с астатизмом первого порядка не имеют ошибки в установившемся 
состоянии при единичном ступенчатом управляющем воздействии, но 
если управляющее воздействие изменяется с постоянной скоростью, т. е. 

*(0 = л*; *>о. 


то они дают статическую ошибку, равную 

г(оо) = §-іФо е (0). 

Точно так же следящие системы с астатизмом второго порядка не 
имеют ошибки в установившемся состоянии как при единичном ступен¬ 
чатом управляющем воздействии, так и при воздействии, изменяющемся 
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с постоянной скоростью, но если управляющее воздействие изменяется 
с постоянным ускорением, т. е. 

— і>о, 

то они дают статическую ошибку, равную 

е (оо) = 2^ 2 Фое (0). 


Установим теперь, пользуясь формулой (226), каким свойством 
должна обладать передаточная функция разомкнутой системы К 1^(5) 
для того, чтобы замкнутая система имела астатизм требуемого порядка. 

Легко видеть, что кратность нуля функции ф 8 ($) при 5 = 0 равна 
кратности полюса функции К ѴР (з) при 5 = 0. 

Действительно, положим, что функция К ѴР(з) имеет полюс крат¬ 
ности ѵ при 5 = 0 , т. е. что 

К1У($) = ~ ]Ѵо(8) , (248) 

5 Ѵ 

где 

ѴР 0 (0) = сопзі: Ф 0. 


Подставляя уравнение (248) в (226), получим для Ф е (5) выражение 


Ф«(*) 


5 Ѵ 

5 ѵ + К^Ро(5) , 


(249) 


имеющее нуль кратности ѵ при 5 = 0. 

Имея теперь в виду, что порядок астатизма системы определяется 
кратностью нуля функции Ф е (5) при 5 = 0, мы можем высказать 
следующее утверждение. 

Для того чтобы система обладала астатизмом ѵ-го порядка 
по отношению к управляющему воздействию, ее передаточная функ¬ 
ция в разомкнутом состоянии КѴР (з) должна иметь полюс ѵ-и 
кратности при 8 — 0. 

Таким образом, в случае статических систем функция КѴР (з) не 
имеет полюса в начале координат, в случае астатических систем пер¬ 
вого порядка функция К1У (в) имеет простой полюс в начале координат, 
т. е. может быть представлена в виде 

К]Ѵ(5) = - ° - ( - ) , (250) 

5 


в случае астатических систем второго порядка функция К\Ѵ(з) имеет 
двукратный полюс в начале координат, т. е. может быть представлена 
в виде 

КѴ7(8) = ^ ѴС ' 8 і (8) (251) 

и т. д. 

Перейдем теперь к рассмотрению условий, при которых система 
регулирования является статической или астатической по отношению 
к возмущающему воздействию. 

Преобразование Лапласа Х(з) для отклонения регулируемой вели¬ 
чины, вызываемого возмущающим воздействием, согласно уравне¬ 
нию (229) определяется формулой 

Х(з)=У(з)Р(з). 
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Применяя к уравнению (252) те же рассуждения, которые выше 
были применены к формуле (237), и замечая, что в уравнении (252) 
вместо передаточной функции ошибки ф е (з) входит передаточная функция 
замкнутой системы У ($), мы легко придем к следующему выводу. 

Для того чтобы система автоматического регулирования явля¬ 
лась астатической системой ѵ-го порядка по отношению к возму¬ 
щающему воздействию , ее передаточная функция У{з) по отношению 
к этому воздействию должна иметь нуль кратности ѵ при 8 — 0. 

В заключение установим, пользуясь формулой 

г < 8 >- і + ку<;г - < 253 > 

каким свойством должна обладать передаточная функция разомкнутой 
системы КѴР (з) для того, чтобы замкнутая система имела астатизм 
требуемого порядка по отношению к возмущающему воздействию. 

Отличие от ранее рассмотренного случая, когда мы имели дело 
с передаточной функцией ошибки Ф е ($), заключается в наличии функ¬ 
ции V (з) в числителе выражения для У(з). 

Отсюда ясно, что поведение У (з) в нуле определяется в отличие 
от Ф е (5) поведением не только функции К\Ѵ (з), но и V (5), и мы 
можем сформулировать следующее правило. 

Если передаточная функция объекта 1/($) имеет полюс (или 
нуль) кратности % при 5 = 0, то для того чтобы замкнутая 
система обладала астатизмом ч-го порядка по отношению к воз¬ 
мущающему воздействию , передаточная функция разомкнутой си¬ 
стемы КѴУ(з) должна иметь полюс кратности ѵ-[-х (или ѵ — *) 
в начале координат . 

Действительно, предположим, что 



Ѵ(з)= Ѵо [ 8) 

8 х 

(254) 

и 


(255) 

где Ѵ 0 (0) = сопзі Ф 0 и \Ѵ 0 ( 0 ) =; соп$і Ф 0 . 

Подставляя уравнения (254) и (255) в (253), 
выражение 

У ($)— 

ѵ а'+' + Шо («) 

получим ДЛЯ У (8) 

(256) 


имеющее нуль ѵ-й кратности при 5 = 0, что, как мы видели, является 
достаточным условием для того, чтобы система имела астатизм ѵ-го 
порядка. 

В частном случае, когда передаточная функция объекта V (5) не 
имеет ни полюса, ни нуля в начале координат, порядок астатизма 
системы по отношению к возмущающему воздействию определяется, 
так же как и в случае управляющего воздействия, порядком полюса 
функции К И7(5) в начале координат. 
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4. ИМПУЛЬСНАЯ ПЕРЕХОДНАЯ (ИЛИ ВЕСОВАЯ) ФУНКЦИЯ 
И ЕДИНИЧНАЯ ПЕРЕХОДНАЯ ФУНКЦИЯ 

Выше было указано, что основной характеристикой линейной дина¬ 
мической системы является передаточная функция, если при анализе ее 
свойств мы пользуемся плоскостью комплексного переменного 5. Однако 
в некоторых случаях может оказаться более удобным производить 
исследование не в комплексной области, а в области вещественной 
переменной і. 

В связи с этим интересно определить временною характери¬ 
стику к у соответствующую передаточной функции У ($). 

Это соответствие, очевидно, может быть установлено при помощи 
формул 

4-Уоо 

К( ^ е ^ 5: ( 257 ) 

— У 00 

Ѵ(з)= (258) 

6 У 

или, заменяя в уравнениях (257) и (258) 5 через /со, 

со 

* У (0 = І I К(/ш)Лш; (259) 

— ОО 

СО 

УЦ'а)=Іё-* аі кЛе)йі. (260) 

О у 

Функция к у (/), которая подобно функции У ($) зависит только от 
собственных динамических свойств системы и не зависит от характе¬ 
ристик воздействия, называется (по причинам, которые излагаются 
в дальнейшем) импульсной (или весовой) переходной функцией системы. 

Как это ясно из сравнения формул (257) и (258), функция к у (і) 

может рассматриваться как переходной процесс, вызываемый воздей¬ 

ствием і ), для которого преобразование Фурье Г (уса) имеет вид 

Г (/<*)) = 1 . 

Такого рода воздействием является так называемая единичная импульс¬ 
ная функция , или дельта-функция . 

К понятию дельта-функции удобно перейти, введя вначале в рас¬ 
смотрение единичную ступенчатую функцию [1], которой мы уже поль¬ 
зовались в предыдущей главе. 

Единичная ступенчатая функция [1] определяется следующим обра¬ 
зом: 

’ і; (> 0 ; 

[і] = Г/ 2 ; ( 261 ) 

.0; *< О 

и может быть получена как предел надлежащим образом выбранной 
непрерывной функции. 
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Примером непрерывной функции, превращающейся в результате 
предельного перехода в единичную ступенчатую функцию, может служить 

* (.*. Р) = у + агсі§- р/. (262) 


Действительно, если ограничиться рассмотрением главных значений 
многозначной функции (262) в интервале — ~ < агсі^ р^< — , то (фиг. 49) 

Нт /(*, р) = 1іт(і- + -^-агс^рЛ=[1]. (263) 

Определим дельта-функцию 8 (() как производную от единичной 
ступенчатой функции. За исключением точки ^=0 производная от [1] 
всюду существует и равна нулю. Однако если вместо единичной сту¬ 
пенчатой функции рассматри¬ 


вать соответствующую непре¬ 
рывную функцию (262), то 
производная будет существо¬ 
вать при всех іу включая и 
і— 0. Взяв производную от 
уравнения (263), получим 


і(Ш 


а = ю 


0=20 


ц ( , р) = ^Ш1= 
р 



— л ($ 1(2 + 1 ) 
Таким образом. 


(264) 


Фиг. 49. Единичная ступенчатая функция 
как предел функции 


Д'.Р) = агсіе р/. 


подобно 

тому как единичную ступен¬ 
чатую функцию [1] можно 

рассматривать как предел непрерывной функции /(^, р) при р-*оо, 
так и дельта-функцию 8 (і) можно считать пределом непрерывной функ¬ 
ции 8(^, р) при Р->оо. 

Итак, 

(265) 


Ъ(() 


= Ііш 8(^, р) = 

Р-н-ОО 


= ІІШ 
Р-О 


Функция (265) равна нулю при і Ф 0 и равна со при і= 0, так как 

8(0, Р)-І. 

При возрастании р в уравнении (264) величина пика возрастает 
(фиг. 50), но площадь, ограничиваемая кривой 8 (/, Р), остается равной 
единице, независимо от р*. 

|8(^, $)йі= 1. (266) 

—оо 

Так как дельта-функция 8 (/) рассматривается как предел Ііш 8 (/, р), 

Р -+00 

то естественно приписать ей это же свойство. 

Выше мы имели дело с дельта-функцией 8 обращающейся в нуль 
при всех і за исключением ^=0. Дельта-функцию, обращающуюся 
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в нуль при всех і за исключением і — мы будем обозначать, есте¬ 
ственно, через 8(^— / 0 ). 

Итак, можно дать следующее определение: дельта-функцией 8 (і — / 0 ) 
называется функция , равная нулю при всех значениях і, кроме зна¬ 
чения і = при котором она обращается в бесконечность , причем 

оо 

]* 8(/ — *„)<«= 1. (267) 

—оо 

Одно из основных свойств дельта-функции выражается равенством 
I хѴ)Ъ(( — і й )йі = х(і а ), (268) 


которое можно доказать следующим образом. 

Обозначая через А очень малую величину, мы получим 


6П,Р) 



| *(0 ці-( 0 )аі= 

—оо 
^0+^ * 

= I х(і)Ь(і-і 0 )<и = 

/о—^ 

= Х(*о) I Ь(і—і 0 )сІі = х({ 0 ). 

іо А 

Найдем, воспользовавшись уравне¬ 
нием (268), преобразование Фурье 
.Ра (усо) для дельта-функции 8(0 : 

^ 0 )= ]чі)е- іи,1 аі, 


откуда, принимая во внимание уравне- 
Фиг. 50. Дельта-функция как пре- ние (268), получаем 

дел функции 5 ((, р) = -- ( ^ +1) - /=* (» = е Ч ° = 1, (269) 

при р -> оо . т. е.* спектром дельта-функции является 

постоянная величина. 

Подставляя уравнение (269) в интеграл Фурье (259), получим сле¬ 
дующее выражение для дельта-функции: 


е ](ЛІ сІы, 


или 


5 <') = 5г1 

—О 

оо 

—оо 

/=Н/оі) = 


соз со/й?ш 


(270) 


(271) 


(272) 
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Формулы (270) и (272)* как это было пояснено выше, следует рас¬ 
сматривать как сокращенную запись выражений 

оо 

§(/) —1ІГП 7^- Г ^(/а), 8)е ;(0 ^0) (273) 

В-оо 

—оо 
И 

Р (у ш ) — Нт ( і, р) е~ м йі, (274) 

Р — ОО —ОО 

не содержащую явного указания на предельные переходы, имеющиеся 
в уравнениях (273) и (274). 



о 

Фиг. 51. Дельта-функция и ее частотные спектры. 


Если спектром для дельта-функции 8 ( і ), расположенной в нуле, 
является постоянная величина (фиг. 51, а), то спектром (/<*>) для 
двух дельта-функций 8 (і —/ 0 ) и 8(/-|-^о)' симметрично расположенных 
относительно начала координат (фиг. 51,(5), является косинусоида. Дей¬ 
ствительно, 

оо 

I [§(/-/ 0 ) + 8(г + 4)]е"'“^ = 

— ОО 

со оо 

= е~ Мо | 8(0 е~ м а( + | о (() е~ ІЫ йІ = 

—оо —оо 

= е~ іаіа е м = 2 соз і 0 со (275) 

И 

оо 

Ь{і — р 9 ) -)- § (/ + А>) — V ^ соз /„со соз /сос/о). (276) 

—СО 
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Вернемся к выражению (259). Мы только что показали, что спек¬ 
тром /^(/ш). воздействия в виде дельта-функции 8(0 является единица. 
Поэтому, принимая во внимание формулу (98), легко видеть, что пере¬ 
ходный процесс к у {і), вызванный в системе возмущающим воздействием 
в виде дельта-функции или в виде единичной импульсной функции, может 
быть представлен интегралом (259). Это и служит причиной, по кото¬ 
рой функция к у (0 определяемая формулой (259), называется импульсной 
переходной функцией системы. 

Следует заметить, что импульсная переходная функция к у ( і ) любой 
устойчивой динамической системы должна удовлетворять условиям 


со 


1 |М0|«й<со; 

0 ' 

(277) 

Т 

о 

(278) 


при ^<0, из которых первое представляет по существу условие устой¬ 
чивости системы, а второе — то очевидное обстоятельство, что в любой 
реальной динамической системе эффект [т. е. переходный процесс к у {1)] 
не может возникнуть раньше причины, его вызвавшей [импульсного 
возмущающего воздействия 8(/), приложенного в момент времени /=0]. 
В дальнейшем условие (278) мы будем называть условием физической 
осуществимости системы . 

При анализе переходных процессов в линейных динамических систе¬ 
мах наряду с импульсной переходной функцией к ( і ) часто пользуются 
функцией к (і), характеризующей переходный процесс, вызванный еди¬ 
ничным ступенчатым воздействием. Функция к(і), которую мы условимся 
называть в дальнейшем единичной переходной функцией или просто 
переходной функцией (иногда эту функцию называют переход¬ 
ной проводимостью), представляет решение уравнения (174) при нуле¬ 
вых начальных условиях и при воздействии /(?), имеющем, вид единичной 
ступенчатой функции. Очевидно, что преобразование Лапласа для пере¬ 
ходной функции к{і) определяется формулой (179а), т. е. 

ПА(0] = ^- 


Ь(і) = щ | (279) 

С~— /со 

Легко видеть, что импульсная переходная функция является произ¬ 
водной от переходной функции к (і). Действительно, диференцируя 
уравнение (279) по 5 и учитывая (257), получим 




4к у (і) 

сП 


( 280 ) 
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5. СВЯЗЬ МЕЖДУ ПЕРЕХОДНЫМ ПРОЦЕССОМ ПРИ ЛЮБОМ 
ВОЗДЕЙСТВИИ И ИМПУЛЬСНОЙ ПЕРЕХОДНОЙ ФУНКЦИЕЙ 

Зная передаточную функцию К(/(о) и преобразование Фурье ^(/о)) 
для воздействия /(I), переходный процесс х(і), вызываемый воздей¬ 
ствием /(/), можно определить при помощи формулы (98). 

Рассмотрим вопрос о том, каким образом можно определить пере¬ 
ходный процесс х(і), вызываемый произвольным воздействием /( і ), 
если известна импульсная 
переходная функция к у {і) 
системы, оставаясь в обла¬ 
сти вещественного перемен¬ 
ного і . 

Очевидно (фиг. 52), что 
воздействие / (і) можно 

представить в виде суммы 
достаточно большого числа 
импульсов, каждый из кото¬ 
рых имеет ширину А і г и 
высоту /(^). Каждый такой 
импульс можно представить 
в виде 

(281) 

и, следовательно, приближенно можно написать: 

2 ('-'/>• (281а) 

/=—/2 

Переходный процесс х(і), вызванный в линейной системе последо¬ 
вательностью импульсов, равен сумме переходных процессов, вызванных 
каждым из этих импульсов в отдельности. 

Но переходный процесс, вызванный единичным импульсом Ь(і — ^), 
определяется импульсной переходной функцией к у ( і — ^). Поэтому 
переходный процесс от каждого из импульсов выражения (279) может 
быть представлен в виде 

тчм*-'і)* 

а переходный процесс х (/), вызванный всей последовательностью 
импульсов уравнения (281а), будет определяться выражением 

*(0— 2 / (О к V - і,) Ы,- (282) 

і— —п 

В пределе при А^->0 вместо уравнения (282) можно написать. 

х(і)ш= I к у (і—г\Г( т) <*(*). (283) 

—оо 

или, так как согласно уравнению (278) 



Фиг. 52. Разложение произвольной функции 
/(і) на дельта-функцию. 
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при / < т, то вместо уравнения (282) получим 

і 

х{і)= I к (і — х)/(х)йх. 

—оо 


Вводя в это уравнение новую переменную интегрирования 

X = і — т, 

будем иметь 

х(і) = — I Х)Л = | /((—^)к (х)а^. 


( 284 ) 


Вид импульсной, переходной функции к ('/) позволяет судить о том, 
насколько сильно значения воздействия /(/) в моменты, предшествую¬ 
щие моменту і , влияют на переходный процесс в рассматриваемый 
момент времени і. Чем шире импульсная функция к у ($, т. е. чем больше 
интервал времени, на котором функция к у еще заметно отличается от 


*(Т) 



Фиг. 53. Ширина импульсной переходной функции. 


нуля, тем более отдаленные значения функции /(/) от рассматриваемого 
момента времени / должны приниматься во внимание (фиг. 51) при вычи¬ 
слении интеграла (283). Так, например, на фиг. 53 к х (/—т) шире, чем 

Ширина импульсной переходной функции определяет искажения вели¬ 
чины х(() на выходе по сравнению с величиной /(/) на входе. Очевидно, 
что динамическая система будет хорошо воспроизводить лишь такое воз¬ 
действие, которое мало изменяется в пределах ширины импульсной пере¬ 
ходной функции, и, наоборот, она будет сильно искажать и сглаживать 
изменения в воздействии /(/), которые происходят в течение проме¬ 
жутков времени, незначительных по сравнению с шириной импульсной 
переходной функции. 

6. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМА ЗАПИСИ ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ ОШИБКИ 
И ДЛЯ ОТКЛОНЕНИЯ РЕГУЛИРУЕМОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

В этой главе, производя анализ в области комплексного переменного 5, 
мы нашли формулы (220) и (221), определяющие преобразование 
Лапласа для отклонения регулируемой величины и для ошибки через 
передаточные функции замкнутой системы и преобразования Лапласа 
для воздействий* 
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Приводимые ниже интегральные соотношения можно считать анало¬ 
гами этих выражений в области вещественного переменного і. 

Введем помимо импульсной переходной функции к у {і), соответствую¬ 
щей возмущающему воздействию /(/) в виде единичного импульса, 
импульсную переходную функцию к (1), соответствующую управляющему 
воздействию $(?) в виде единичного импульса. Мы можем написать: 

оо 

к (0 = | Ф (/ш) Ліо. (285) 

—ОО 

Если функции ф ( 5 ), У ($) заданы аналитически, то импульсные пере¬ 
ходные функции к(і), к у (і) могут быть вычислены по формулам (259) 
и (285) методом, изложенным в главе V. Если же аналитические выра¬ 
жения для ф ( 5 ), У (5) неизвестны, то к{і) и к у (і) можно определить 
экспериментально, приложив, к системе автоматического регулирования 
соответственно управляющее или возмущающее воздействие в виде 
дельта-функции и регистрируя получающиеся при этом кривые измене¬ 
ния регулируемой величины. 

Воспользовавшись теоремой умножения изображений (152), переход¬ 
ный процесс х(1), вызванный в системе автоматического регулирования 
воздействиями §•(*) и /(/), на основании формулы (222) можно пред¬ 
ставить в следующем виде: 

оо со 

х(()= \ 8(і-х)к\х)ах + І/(^-х)А <х)йх. (286) 

о о у 

Так как. ошибка г{1) регулируемой переменной х(і) определяется 
равенством 

то, принимая во внимание уравнение (286), мы можем написать: 

8 (0 = ^( 0 - I Пі- *) к (х)йх. (287) 

о о у 

Применяя к уравнению (223) формулу (152), мы можем также на-' 
писать: 

со оо 

е (0 = | 8 (і — О (х) йх — ^ / (/— X) к у (х) ах, (288) 

где 

ОО 

к, (() = ± | Ф е (» е м аш. (289) 

—ОО 

В том частном случае, когда точки приложения управляющего ^(0 
и возмущающего /(() воздействий совпадают мы можем написать: 

Ь у (і) = Ь{і) 
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и 

КѴР(з) = Ѵ(8). 

Выражение (280) при этом сводится к виду 

со 

в (0 = е (0-1 {е (і— *) + / (* - х)} к (т) ах. (290) 

7. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ СИСТЕМЫ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Выше были даны выражения, определяющие преобразования Лапласа 
для отклонения регулируемой величины х (I) и для ошибки е {і) через 
передаточную функцию разомкнутой системы и преобразования Лапласа 
для воздействий. 

Аналогами этих выражений в области вещественного переменного і 
являются интегральные уравнения систем автоматического регулирования, 
.которые могут быть получены следующим образом. 

Введем в рассмотрение импульсные переходные функции разомкну¬ 
той системы кщ({) и объекта к ѵ (і), соответствующие передаточным 
функциям разомкнутой системы К й?($) и объекта V (5): 

Сі-Ь/°о 

*»(0 = 2 */ ) КѴР (.8)е*аз\ ( 291 ) 

Г,—/©о 

<ѵЬ/°° 

М') = зЬ } Ѵ(з)е*‘аз, (292) 

Сг~І оо 

где и с, — соответствующие абсциссы абсолютной сходимости. 

Если функции КѴР(з) и V (з) заданы аналитически, то импульсные 
переходные функции к т { і) и к ѵ {і) могут быть вычислены по форму¬ 
лам (291) и (292) методом, изложенным в главе V. Если же аналити¬ 
ческие выражения для функций КѴЕ (з) и V ( 5 ) неизвестны, то к т (и 
к ѵ (і) можно иногда определить экспериментально, приложив к разомкну¬ 
той системе автоматического регулирования соответственно управляющее 
воздействие или возмущающее воздействие в виде дельта-функции и регист¬ 
рируя получающиеся при этом кривые изменения регулируемой величины. 

Выражения (220) и (221), очевидно, могут быть переписаны следую¬ 
щим образом: 

Х(з) + КѴГ(з)Х (5) = КѴЕ(з) 0(з) + V (з)Е(з) (293) 

и 

Е (з) -\-КѴР(з)Е(з) = 0(з)—Ѵ (з) Е ($). (294) 

Применив теорему умножения изображений (152) к формулам (293) 
и (294), мы можем написать: 

і і 

х (0 "ЬІ К ( і — і)х(х)ах =^к т (і — т) ^ (т) + 

і 

+ $Ь ѵ «-х)/(х)ах (295) 
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и 

і 

®(0 + 1*« (/—•с)8(т)йх = §-(0 — — т)/(т)йт. (296) 

О о 

Выражения (295) и (296) представляют собой искомые интегральные 
уравнения систем автоматического регулирования*, определяющие в явном 
виде отклонение регулируемой величины л; {і) и ошибку е (?) через 
воздействия §({)> /(0 и импульсные переходные функции к т (і), к ѵ (і). 

Заметим, что уравнения (295) и (296) относятся к интегральным 
уравнениям второго рода типа Вольтерра, ядром которых являются 
импульсные переходные функции к т — ^), к ѵ \і —т). 

8. КОЭФИЦИЕНТЫ ОШИБОК 

Как это было показано выше, связь между величиной л; ( і ) на 
выходе и управляющим воздействием §(і) на входе может быть пред¬ 
ставлена в виде 


х(і) = О* (г) ах, 

О 


(297) 


где к(ъ) — импульсная переходная функция. 

Введем в рассмотрение понятие о коэфициентах ошибки, позволяю¬ 
щих в ряде случаев при воздействиях, медленно изменяющихся по срав¬ 
нению с изменениями импульсной переходной функции к (/), избежать 
необходимости непосредственного вычисления интеграла (297). 

Предположим, что воздействие является функцией, имеющей т 
первых производных в интервале 0 <^<7 0 , тогда можно написать: 

е(і—х) = еѴ )— (0 + (0-Ь ~ (т-і)Т ё {т ~ 1) ^ 


где 




О < I < Т 0 , 

Дх)> 0<Д<1; 
” • 0 < х < Г 0 . 


(298) 


Подставляя уравнение (298) в (297), получим 

С* 

х (0 — Со§ (і) + С\8 ( I ) -{- ~^г 8' (О ' ‘ ' + 


с: 


тп — 1 






(0 + 


+ Ш + 


(299) 


где 



(300) 


1 Они называются интегральными потому, что неизвестные функции х(і) 
и е (() входят в них под знак интеграла. 
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С* 2 : 




' У 

К#= (— \ ) т ) т т &( т ) ( і —Ат) к (т) сіх] 
о 

К а = ] ^-х)*(т)«Ч. 

То 


( 301 ) 


Если воздействие § (і) изменяется медленно, то последними двумя 
членами в уравнении (299) можно пренебречь и ограничиться малым 
зничением т. 

В этом случае вместо уравнения (299) можно написать: 

.V (0 « Со§ (/) + с хё (0 + | В (і) + • • • + (0. (302) 


Коэфициенты ряда (302) могут быть вычислены не только при помощи 
выражений (301), но и по заданной передаточной функции ф (.9). 
Действительно, 


ф (6’) = \ к (х)е _эт <*х. (303) 

о 

Диференцируя уравнение (303) і раз по 5, получим 




т І к (т) йі. 


(304) 


Сравнение формул (304) и (301) дает 



(305) 


при условии, что в уравнении (301) верхний предел интегрирования 
можно положить равным бесконечности. 

Введем теперь в рассмотрение ошибку 


е (0 = ^(0-*(*)• (306) 

Имеем 


е (0 = ^(0— — х)6(х)й?х. (307) 

Представим ошибку г(і) в виде ряда 

е (0 = С 0 $ (0 + С,і (/) + ё (/) + • • ‘ + (~Т)І ^ (0 • С 308 ) 
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Коэфициенты С 0 , С т -\ ряда (308) называются коэфіщиея - 

тами ошибок. 

Найдем связь между коэфициентами С/ ряда (302) и коэфициен- 
тами С і ряда (308). 

Подставляя уравнение (302) в (306), получим 

С* 

• о- 

—(~=ГГ,г-<"—) со- < 3(га > 


Сравнивая уравнение (309) с (308), найдем 

С 0 — 1 — Со; | 

с ,=- с ;. 1 


(310) 


Коэфициенты ошибок могут быть найдены, если известна передаточ¬ 
ная функция ошибки ф е ($). 

Действительно, представим е (/) в виде 

со 

« (0 = {*(*— ОМО (311) 


где к г (т) — импульсная переходная функция ошибки, т. е. изменение 
ошибки при воздействии в виде дельта-функции. 
Подставляя уравнение (298) в (311), получим уравнение (309), 
причем для коэфициентов ошибок С 0 , С ѵ С 2 ,-- -найдем 


- ^ 

Сд === ^ ( т ) 

о 

С,М—1)ЬМО М 

о 


(312) 


ММ-ІУРМО^ 

о 


но 


ф Е (5) = С й. (х)<ГЧ7х. 
о 

Диференцируя уравнение (313) і раз по 5, найдем 


($) 
СІ8 1 



(313) 


(314) 
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и, следовательно. 




а‘ф е (в) 

СІ8 1 



(315) 


Из уравнения (315) следует, что в случае системы с астатизмом 
первого порядка 

С 0 = 0, (316) 


в случае системы с астатизмом второго порядка 


С 0 = с 1 = 0 (317) 

и т. д. 

Покажем, каким образом коэфициенты ошибок С могут быть выра¬ 
жены через коэфициенты передаточной функции разомкнутой системы 
КѴГ(8). Пусть 


$ 


1 + Зі$ + + 

1 + + а 2$ 2 + 


+ Ѵт* т 

+ *п$ П * 


тогда 

ф е(«) = і + к - и/(5 )= 0( 5)+ ( Д( 5 ) » ( 318 ) 

где 

В = $'* (1 -)- а 2 5 -}-••• + ос п 8 п )\ 

Жз ( 5 ) - К (1 + М + • • • + Р**"). (319) 

Предположим, что функцию Ф г (5) можно разложить в ряд по воз¬ 
растающим степеням 5 вида 

Ф 6 (5) = С 0 -}- + ~ з 2 -(- $ 3 4" • • •> (320) 


сходящийся по крайней мере при малых значениях (5). Покажем, что 
коэфициенты ряда (320) представляют собой не что иное как коэфи¬ 
циенты ошибок (312). Действительно, подставляя уравнение (320) 
в (237), получим при |$|-*0 

Е (з) ^(Сь + С^+■&*+&*+...)<} (з). (320а) 

Применяя к каждому члену этого равенства обратнее преобразова¬ 
ние Лапласа, получим выражение (308), справедливое для достаточно 
больших /. 

Из сказанного вытекает [2], что коэфициенты ошибок С/ можно 
получить простым делением Б (з) на В (з) + Ж 6 ($) и сравнением коэфи- 
циентов получающегося таким образом ряда с коэфициентами ряда (320) 
при одинаковых степенях 5. 

В табл. 8 приведено несколько первых коэфициентов ошибки, вы¬ 
численных при помощи формул (320), для статических и для астатиче¬ 
ских систем первого и второго порядка. 
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Коэфициенты ошибок 


Таблица 8 


Тип 

системы 

Коэфи¬ 

циенты 

Формулы 

Статическая 

С 

1 

1 +К 

Сі 

(«1-Ь)К 

(1 4- К) 2 

С 2 

о (“2— Эг) к г , «1 (Рі — <*і) К 0 3і (Рі — «і) К 2 

(1 + К) 2 1 “ (1 + К) 8 1 “ (1 + К) 3 

Сз 

6 К (а, - &,) 6 К [2^0* - 2К&Р* + (К — 1) (о* - а^)] 

(1+К) 2 (1+/0 3 + 

1 6К («і Рі) (®і + ^СЗі) 2 

Г (1+Ю 4 

Астатическая 

первого 

порядка 

С 

0 

Сі 

1 

к 

с 2 

о “і — Рі 2 

К К 2 

Сз 

6 , і о “ а і | с а 2 “ Рг , я Рі (Рі “ 

К 3 ‘ 1 ~ К 2 ° К К 

Астатическая 

второго 

порядка 

1 С 

0 

Сі 1 0 | 

С 2 

2 

~К 

Сз 

в 

к 


9. СТРУКТУРНЫЕ СХЕМЫ МНОГОКОНТУРНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ. ПЕРЕДАТОЧНЫЕ 
ФУНКЦИИ СТРУКТУРНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 


При анализе сложных многоконтурных систем автоматического регу¬ 
лирования особое значение приобретают их структурные схемы, пока¬ 
зывающие возможные пути распро¬ 
странения сигналов, осуществляю¬ 
щих взаимодействие между основ¬ 
ными элементами системы. 

Для того чтобы пояснить, что 
понимается в дальнейшем под по¬ 
нятием структурной схемы, рас¬ 
смотрим фиг. 54, на которой 
приведена схема, поясняющая прин¬ 
цип действия любой одноконтур¬ 
ной динамической системы с обрат¬ 
ной связью. Как мы видим, схема состоит из элемента сравнения /; 
структурного элемента 2, включающего все элементы системы, находя¬ 
щиеся между элементом сравнения и выходом; точки разветвления 3, 
показывающей, что сигнал на выходе ответвляется в цепь обратной связи; 
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9(0 1 е(() 

—*—<э— 


3 х( і) 


Фиг. 54. Простейшая структурная 
схема одноконтурной динамической 
системы с обратной связью. 





структурного элемента 4 , включающего все элементы системы, находя¬ 
щиеся в ее цепи обратной связи, и, наконец, линий соединения пере¬ 
численных выше элементов структурной схемы. 

Уравнение элемента сравнения имеет вид 

в (9 = г (ОТ * (О, (321) 

Или, если перейти к изображениям, 

Е(з) = 0(з) Т 2(8), (322) 

где знак минус или плюс указывает на то, является ли обратная связь 
в схеме отрицательной или положительной. 

Если обозначить передаточные фукции структурных элементов 2 и 4 
соответственно, через (8) и 2 г ($), то уравнения этих элементов 
будут иметь вид 

Х(з)=ХР г (з)Е(з) (323) 

и 

2(8) = 2 г (з)Х(з). (324) 


Исключая из уравнений (322) — (324) Е(8) и 2(8), получим пере¬ 
даточную функцию системы в следующем виде: 


Х(8) \ Ѵ г (з) 

0(8) 1 т ^(5)^(5)* 


(325) 


Структурная схема любой системы автоматического регулирования, 
какой бы сложной она ни была, всегда состоит из перечисленных выше 
четырех типов структурных элементов, а именно: 

1) структурных элементов направленного действия, характеризуемых 
их передаточными функциями; 

2) элементов сравнения, в которых происходит вычитание или сло¬ 
жение двух сигналов; 

3) точек разветвления, в которых путь распространения сигнала 
разветвляется на несколько путей, ведущих к различным точкам системы; 

4) связей или линий структурной схемы, указывающих направления 
распространения сигналов. 

Связи можно подразделить на прямые и обратные, положительные 
и отрицательные. 

Если две какие-либо точки структурной схемы соединены несколь¬ 
кими связями, имеющими одинаковое направление сигнала, то эти связи 
называются прямыми, если же направления распространения сигналов 
разные, то связи, имеющие направление распространения сигнала, про¬ 
тивоположное направлению, принятому за основное, называются обрат- 
н ы м и. 

Связь называется положительной, если передаваемый ею сигнал 
складывается с входным сигналом в элементе сравнения. 

Связь называется отрицательной, если передаваемый ею сигнал 
вычитается из входного сигнала в элементе сравнения. 

Сделаем несколько замечаний относительно передаточных функций 
структурных элементов, входящих в состав структурной схемы. 
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Если структурный элемент содержит только сосредоточенные пара¬ 
метры, то, как мы видели, его передаточная функция всегда может быть 
представлена в виде дробно-рациональной функции от 5 вида 


■\ѵт / • * » 4~ ~Ь Ьр 

^ > — а п $ п + ... + а Х 8 + *о 


(326) 


Если теперь предположить, что нам известны все корни как числи¬ 
теля, так и знаменателя в уравнении (326 >, то, разлагая его на множи¬ 
тели, получим 


и п 


(8 — ~а) (з — -( 2 ) 
(5 - X!) (5 — Х 2 ) 


(з — Тт) 
(5 Х„) 


(327) 


Предполагая теперь, что числитель или знаменатель имеют ѵ нулевых 
корней, преобразуя сомножители числителя и знаменателя, соответствую¬ 
щие вещественным корням \ і = — о>., у е — — р е , к виду 

* —Х, = «+ «,,== і-(7>+1); (328) 


где 


5 — Т, = 5 + ^ = т-(Ѵ+ о, 





(329) 

(330) 


и преобразуя сомножители числителя и знаменателя, соответствующие 
комплексным сопряженным корням, к виду 


где 


(5 — Х ; ) (5 — Х/^_і) — $ 2 -\г “Ь ( а / ~\г Р*) — 

= ^г{Ти5 г + 21 ы Т к1 8-\-\), 

‘Ы 


Ты 


Ѵ^ + 


X _ а і 

ѵші 


(331) 

(332) 


и 


где 


О — Ъ) ( 5 — Т*-И) = * 2 + 2 <Ѵ + ( а / + Р?) = 

= 4 - + 2 + 1 )> 

х сП 


Х <ІГ- 


Ѵ«? + 


г Ч 

— Г7=== 




вместо уравнения (327), можем написать: 


П кі П (т,$ + 1) П ^ 2 аі 8 2 + 2^аіЧі 8 + О 

\Ѵ (8) = і=1 ^- 

5 ±ѵ Я (Ті8 + 1) Я ( т\^ + 2Ч ы Т к1 8 + і) 
/=1 /=1 


(333) 

(334) 


(335) 


В соответствии с этой формой выражения для передаточной функции, 
содержащей шесть видов сомножителей, любой структурный элемент 
можно рассматривать как последовательное соединение в общем случае 
шести типов элементарных структурных звеньев. Более подробно вопрос 
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о классификации звеньев будет рассмотрен в следующей главе, сейчас же 
мы ограничимся лишь замечанием, что каждому структурному элементу 
или во всяком случае нескольким вместе взятым звеньям всегда можно 
привести в соответствие совершенно определенное устройство, входящее 
в состав системы регулирования. 

На фиг. 55 в виде примера приведена структурная схема системы 
регулирования скорости гидротурбины, рассмотренной в главе III. Она 
состоит из элемента сравнения /, дающего сигнал, пропорциональный 
отклонению скорости турбины от требуемого значения; структурного эле¬ 
мента 4, включающего центробежный маятник и вспомогательный серво¬ 
мотор, воздействующий на золотник сервомотора направляющего аппарата 



Фиг. 55. Структурная схема системы регулирования скорости. 

турбины; элемента сравнения 3, сравнивающего сигнал от вспомогатель¬ 
ного сервомотора с сигналом на выходе изодрома; структурного эле¬ 
мента^, соответствующего сервомотору направляющего аппарата турбины; 
структурного элемента 5, соответствующего изодромному устройству; 
точки разветвления 6 , находящейся на выходе регулятора; структурного 
элемента 7, представляющего собой гидротурбину. 


10. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СТРУКТУРНЫХ СХЕМ 

Перейдем теперь к рассмотрению нескольких примеров, поясняющих 
способы преобразования структурных схем многоконтурных систем 
к эквивалентным им одноконтурным. Эти способы, облегчая определение 
передаточных функций, как это мы увидим в дальнейшем, имеют суще¬ 
ственное значение для анализа устойчивости и качества многоконтурных 
систем. 


Пример /. В качестве первого примера рассмотрим структурную схему на 
фиг. 56. Она состоит из двух последовательно включенных структурных эле¬ 
ментов с передаточными функциями ( 5 ) и ]Ѵ 2 ( 5 ), причем первый из этих 
элементов охвачен рядом параллельных обратных связей с передаточными 
функциями 7 Х ( 5 ),..., 7 п (х). 

Учитывая, что передаточная функция нескольких параллельно соединенных 
элементов равна сумме передаточных функций этих элементов, мы можем 
преобразовать схему на фиг. 56, а к виду, изображенному на фиг. 56, б , где 
предположено, что 

2(8) = 2 1 (8) + ...+2 п (8). (336) 

Но передаточная функция структурного элемента Щ ($), охваченного 
обратной связью 7 ($), согласно уравнению (325) имеет вид 


ѴГ п (8) 


Ѵі (*) 

і 4- и 7 ( 8)2 (5) ’ 


( 337 ) 
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(338) 


или, учитывая уравнение (336), 


Гц (5) = 


_ ѵад _ 

1 + Щ (8) [2 г (5) Н- 2 2 (5) + . . . + (5)] • 


Таким образом, двухконтурную схему на фиг. 56, б мы можем заменить 
одноконтурной схемой, состоящей из последовательного соединения структур¬ 
ных элементов ЙРц (5) и Ѵ(/ 2 (5) (фиг. 56. в). 

Итак, передаточная функция системы на фиг. 56, а с разомкнутой главной 
обратной связью имеет вид 


КіѴ («)- \ Ѵ П (8)Щ(8) = 


_ ѴУі ( 3)^2 ( 8 ) _ 

1 + Щ («) [2 Х (8) + 2 2 (5) + . . . + (5)] 


(339) 




Фиг. 56. Пример преобразования структурной схемы# 


Пример 2 . Рассмотрим многоконтурную (четырехконтурную) систему на 
фиг. 57. Передаточная функция (8) структурного элемента Ц7 4 ( 5 ), охвачен¬ 
ного обратной связью 2. 4 (5), равна 


^44(*) = 


1 + ѴУі(8)2 а (8)’ 


(340) 


и четырехконтурная схема на фиг. 57, а может быть сведена к трехконтур¬ 
ной схеме на фиг. 57, б . 

Точно так же два последовательно соединенных структурных элемента 
с передаточными функциями Ц7 3 (5), 117 44 ( 5 ). охваченных обратной связью 2.% ( 5 ), 
могут быть заменены эквивалентным структурным элементом с передаточной 
функцией 

„7 „ч_ т*±Ѵ 4АІ±— ,ып 

Щг (5) ” 1 + 2% (5) Щ (5) \Ѵ 44 ѵ в) ’ < 341 > 


или 


^зз (Ф 


^ (5) 17 / 4 ( 5 ) 


1 + 2 4 (5) \Ѵ 4 (5) + 2 8 (5) Щ (5) 17/4 ,5) ’ 


(342) 


после чего трехконтурная схема на фиг. 57, б сводится к двухконтурной схеме 
на фиг. 57, в. 

11 * 
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Точно так же двухконтурная схема на фиг. 57, в может быть сведена 
к одноконтурной схеме на фиг. 57, г, где 


Г 22 («) 


Г 2 (8) Г, 2 (5) 

1 +2 2 ч 5) Г 2 (5) Г 83 (5) 


_ Г 2 (5) Га (5) Г 4 (5) _ 

1 + 2\ (5) Г 4 (5) + г з (5) Щ ($) Г 4 (5) + 2 г (5) Г 2 (5) Щ (5) Г 4 (3) ' { ^ } 



6 ) 

Фиг. 57. Пример преобразования структурной схемы. 


Таким образом, передаточная функция всей системы с разомкнутой главной 
обратной связью имеет вид 

КѴѴ ($) - (5) Щ (8) 1У 22 (8) - 

_ ^і(з) Щ(8\ Щ(8) Щ(8) \У 4 (8) _ ,344ч 

1 + 2 4 (5) г 4 (5) + 2,(8) \ѵ 3 (5) г 4 (5) + 2 г (з) г 2 (5) Гз( 5) Г 4 («) » ѵ ; 
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а передаточная функция всей системы в замкнутом состоянии 


У (8) 


1 КѴУ(8) 
2 г (8) ' 1+К\У(8) 


Щ \Ѵ 2 Щ \Ѵ 4 

“ 1 + ^4 1^4 + ^3 ^ 3^4 + ^2 Щ Щ Щ ѴУ 2 Щ ^ 4 * 


(345) 


Пример 3 . Прежде чем составлять передаточную функцию схемы на 
фиг. 58, а, несколько преобразуем ее. Так как сигнал на входе динамического 
элемента Ц7 3 ($), прежде чем попасть как на выход схемы, так и в цепь обрат- 


<*>- 


2і 


ІлЛ 


а) 




Уз 


’П 




іѵ. 


К, 


5) 


■& 


іѵ, 




К» 


Іг_ — 

Ь) 


Фиг. 58. Пример преобразования структурной схемы. 


ной связи 2і ($), должен пройти через один и тот же элемент 1Г 3 ($), то схема 
на фиг. 58, а может быть преобразована к схеме на фиг. 53, б. 

Перейдем теперь к получению выражения для передаточной функции. 
Передаточная функция части схемы, отмеченной на фиг. 58, б , пунктиром, равна 


^23 ( 5 ) 


Щ(8) 

1+І1І8)Щ(8)Щ(8)~’ 


(346) 


и, следовательно, схема на фиг. 58, б может быть преобразована к схеме на 
фиг. 58, в, передаточная функция Ф ( 5 ) которой, очевидно, имеет вид 

Х{8) _ \Уг(8)]Уп(8)Щ(8) 

0(8) 1 + 2 2 (5)ИМ*)^23 (5) 

_ Щ(8) Щ(8) Щ(8) _ (347) 

“1+7! (5) и У 2 <(8) иг з (5) -Ь г 2 .(8) Щ (8) Щ (8) * 
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Пример 4 . В качестве последнего примера, показывающего, каким образом 
иногда удается упростить структурную схему выявлением параллельных путей 
распространения сигнала, рассмотрим схему на фиг. 59, а. 

Как мы видим, рассматриваемая система регулирования имеет две регули¬ 
руемые величины Хі и х 2 и два регулятора с передаточными функциями (5) 



г) 


Фиг. 59. Пример преобразования структурной схемы. 


и ]Ѵ 2 ($). Сложность схемы заключается в том, что каждый из регуляторов 
воздействует через объект на обе регулируемые величины. 

Обозначая передаточные функции объекта по отношению к выходу 
одного из регуляторов через 


( 3 ) _ 

( 5 ) 




х 2 (8) 

2і(8) 


^ 5 ( 5 ) 


(348) 
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и передаточные функции объекта по 
через 

*і(д) 

2 2 (5) 

*»(*) 

2ш(8) 


отношению к выходу второго регулятора 


и^*); 


Щ(8). 


(349) 


преобразуем схему на фиг. 59, а к виду, изображенному на фиг. 59, б. 

Поставим теперь себе задачу определить одну из передаточных функций 
системы, например 

ф„ ( 5 ) = Х ' 

11 ' О (8) 


Для этого выявим параллельные пути распространения сигнала в схеме, 
предварительно положив, что (0 = 0, и заменив элемент сравнения для второй 
регулируемой величины передаточной функцией, равной—1. Возможность такой 
замены вытекает из того, что если в уравнении 

«2 (0-й (0~ *2 (0 (350) 


ПОЛОЖИТЬ $2 (0 =* 0, то мы получим 

Бъ (5) 
*а(*) 


(351) 


Итак, схема на фиг. 59, б сводится к виду, графически представленному на 
фиг. 59, в. Заметив теперь, что сигнал ошибки после прохождения через струк¬ 
турный элемент \Ѵі (8) разветвляется по двум параллельным путям: через 
1^6 ($) и через №б($). элемент сравнения, передаточную функцию, равную (—1), 
элемент Ш 2 (5) и элемент ]У 4 (8), мы можем преобразовать схему на фиг. 59, в 
к виду, изображенному на фиг. 59, г. Передаточная функция /<№($) этой 
последней схемы может быть составлена без всяких затруднений, а именно 


КЧУ(8)=Щ (з) 


1^6(5) + 


ИМзН-ГС'г 00)^4 (а) ! 

1 + т (5) И/з (5) і 


(352) 


и 


Фи (5) 


КѴ7(8) 

1+КѴГ(8) 


Щ (Д) [^6 (а) + Щ {8) Щ (д) Щ (8) - Ш 2 {8) 1Р 4 (Д) Ѵ7ь (*)] 

1 + Щ{8) Щ(8) + Щ(з) [Щ(8) + № 2 (8)Щ(8) Щ(8) - ВДИ7 4 ( 5 ) ВД] * 
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ГЛАВА VII 

ТИПОВЫЕ ЗВЕНЬЯ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Системы автоматического регулирования представляют собой, как 
это мы видели в главе III, совокупность элементов, основные функции 
которых заключаются в измерении регулируемой величины и выявлении 
отклонения ее от заданного значения, формировании и усилении упра¬ 
вляющего сигнала, перемещении регулирующего органа и т. д. 

При анализе устойчивости, точности и переходных процессов разде¬ 
ление элементов систем автоматического регулирования по их функциям 
или по конструктивному оформлению не приносит пользы. Важно раз¬ 
личать элементы по их динамическим свойствам. 

Рассмотрение элементов системы автоматического регулирования 
с этой точки зрения показывает что разнообразные элементы, имеющие 
самое различное конструктивное оформление и разный принцип действия, 
описываются одинаковыми диференциальными уравнениями и, следова¬ 
тельно, имеют одинаковые передаточные функции. На этом основании 
все элементы самых разнообразных систем автоматического регулирова¬ 
ния могут быть заменены небольшим числом элементарных звеньев. 

Расчленение системы на звенья не представляет трудности, если 
составлены диференциальные уравнения элементов системы или экспе¬ 
риментально исследованы переходные процессы в них. 

Любая линейная система с сосредоточенными постоянными может 
быть разбита на такие элементарные звенья, которые описываются обык¬ 
новенными диференциальными уравнениями, каждое из которых имеет 
порядок не выше второго. Отсюда следует, что число типов элементар¬ 
ных звеньев не может быть велико. 

Следует иметь в виду, что не всегда один элемент системы заме¬ 
няется одним звеном. Иногда один элемент заменяется комбинацией из 
двух или трех элементарных звеньев или наоборот. 

Системы автоматического регулирования, как это уже указывалось 
в главе II, являются системами направленного действия, в которых воз¬ 
действия могут проходить только в одном направлении. Это определяется 
свойствами элементов систем. Например, если имеется чувствительный 
элемент в виде термометра сопротивления, применяемый для измерения 
температуры какой-нибудь камеры, то изменение температуры камеры 
влияет на величину сопротивления термометра, но изменение сопроти- 
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ведения термометра не может повлиять на температуру камеры. Следо¬ 
вательно, воздействие передается только в направлении от камеры к 
термометру. Большинство звеньев систем автоматического регулирова¬ 
ния обладает таким направленным (или детектирующим) действием. 

По направлению прохождения воздействия различают вход и выход 
звена и соответственно входную и выходную величины звена. Выход¬ 
ная величина звена направленного действия определяется воздействием 
на его вход (входной величиной), но входная величина никак не зави¬ 
сит от изменения выходной величины. Иначе говоря, входная величина 
является причиной, выходная — следствием. Итак, звено направленного 
действия не оказывает обратного действия на предшествующее звено. 
Диференциальные уравнения таких звеньев можно составлять отдельно 
и независимо от других звеньев. 

В качестве переменной, характеризующей состояние звена, принято 
брать выходную величину. Последняя входит в диферендиальное урав¬ 
нение звена в качестве зависимой переменной. Входная величина является 
независимой переменной. 

1. КЛАССИФИКАЦИЯ ЗВЕНЬЕВ 

В главе VI было показано, что в наиболее общем случае передаточ¬ 
ная функция структурного элемента системы автоматического регулиро¬ 
вания может быть представлена в виде 

Пкі П (^і8 + \)П ( т ^ 2 -г 2+ і) 

^-(354) 

5 'Я (7> ± 1) П ( Т%р ± % к1 т кі 5 ± 1 ) 

/=1 1=1 

В соответствии с этой формой выражения для передаточной функции 
можно указать шесть типов звеньев, соответствующих шести видам 
сомножителей в приведенном выражении передаточной функции. 

Звенья, имеющие передаточные функции, соответствующие трем 
типам сомножителей, входящих в знаменатель, будем называть соответ¬ 
ственно интегрирующими, апериодическими и колебательными. 

Если все члены какого-либо сомножителя в знаменателе выраже¬ 
ния (354) положительны, то оно соответствует устойчивому звену, 
а если хотя бы один из них отрицателен, то неустойчивому. 

При дальнейшем изложении там, где это не может вызвать недора¬ 
зумений, мы будем для краткости опускать слово „устойчивые", говоря 
об устойчивых звеньях. 

Звенья, имеющие передаточные функции, соответствующие трем 
типам сомножителей, входящих в числитель, будем называть соответ¬ 
ственно усилительными, диференцирующими первого порядка и дифе- 
ренцирующими второго порядка 1 . 


1 В литературе встречаются и другие названия для этих звеньев. Так, апе¬ 
риодическое звено называют еще инерционным, одиоемкостным и релаксацион¬ 
ным, интегрирующее — нейтральны м. 
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Фиг. 60. Графики переходных процессов основых звеньев 
при скачкообразном изменении входной величины: 

а — в апериодическом звене (/—устойчивом, 2 — неустойчивом); б) в колеба 
тельном звене (/ —устойчивом, 2 — неустойчивом); в — в интегрирующем звене 
г — в усилительном звене. 






Так как звенья имеют различные передаточные функции, то они раз¬ 
личаются и по виду переходного процесса, возникающего при изменении 
входной величины. Для исследования и сравнения звеньев принято помимо 
их передаточных функций рассматривать переходный процесс при опре¬ 
деленном стандартном типе возмущения — при скачкообразном изменении 
входной величины на единицу и при нулевых начальных условиях (звено 
в покое), т. е. при единичном ступенчатом воздействии. Функция, 
определяющая изменение величины на выходе звена при этих условиях, 
называется переходной функцией звена. 

На фиг. 60 изображены переходные функции для четырех типов 
звеньев: апериодического, колебательного, интегрирующего и усилитель¬ 
ного. Здесь х г обозначает входную величину, х 2 — выходную величину. 

Переходная функция дает изображение реального переходного про¬ 
цесса и может быть получена экспериментально путем записи изменения 
выходной величины при скачкообразном изменении входной величины. 

Из графика видно, что апериодическое звено характеризуется плав¬ 
ным нарастанием выходной величины до установившегося значения по 
экспоненте (устойчивое апериодическое звено) или неограниченным нара¬ 
станием выходной величины со все возрастающей скоростью (неустой¬ 
чивое апериодическое звено). Для колебательного звена характерен 
затухающий колебательный процесс (устойчивое колебательное звено) или 
расходящийся колебательный процесс (неустойчивое колебательное звено). 
Выходная величина интегрирующего звена нарастает со скоростью, 
пропорциональной значению входной величины. Таким образом, выходная 
величина этого звена пропорциональна интегралу по времени от входной 
величины. Отсюда происходит и название звена. В усилительном звене 
отсутствует переходный процесс, выходная величина изменяется одно¬ 
временно с изменением входной величины. 

Кроме передаточных и переходных функций звеньев, б теории авто¬ 
матического регулирования широко применяются частотные характери¬ 
стики звеньев. Они могут быть получены из диференциального уравнения 
или передаточной функции звена. 

Ниже рассмотрены характеристики основных типов звеньев на осно¬ 
вании конкретных примеров. 

2. АПЕРИОДИЧЕСКОЕ ЗВЕНО 

Апериодическим звеном называется простейшая составная часть струк¬ 
турной схемы системы автоматического регулирования, имеющая пере¬ 
даточную функцию вида 

^<*> = 7ТТТ- (355) 

Примеры устройств, которые можно рассматривать как апериодиче¬ 
ские звенья, приведены на фиг. 61. На фиг. 61, а входной величиной 
является давление воздуха в магистрали, выходной — давление воздуха в 
резервуаре; на фиг. 61, б и в входной величиной является напряжение, 
поданное на левые зажимы цепи, выходной — напряжение на емкости 
(фиг. 61, б) и на сопротивлении (фиг. 61, в)\ на фиг. 61, г входной 
величиной является температура жидкости, выходной —температура тела. 
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В соответствии с видом передаточной функции (355) диференциаль- 


ное уравнение апериодического звена можно записать в следующей 
форме: 


Т 


сіх 2 
йі 


х 2 = кх ѵ 


(356) 


и называется постоянной 


где х х —величина на входе; 
х 2 — величина на выходе. 

Величина Т имеет размерность времени 

времени. 

-Рассмотрим, например, электрическую 

цепь, изображенную на фиг. 61, б. 

*г=Рг 
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Фиг. 61. Примеры элементов систем автоматического регулирования, которые 
могут замещаться апериодическим звеном устойчивым (а — г) и неустойчи¬ 
вым (д): 

а — резервуар, присоединенный к воздушной магистрали через сопротивление; б — электрическая 
цепь из сопротивления и конденсатора; в — электрическая цепь из дросселя и сопротивления; 
г — тело С, погруженное в нагретую жидкость; д — короткозамкнутый двигатель (при скольжении 

больше критического). 


По второму закону Кирхгофа можно написать: 

ІЦ -ф- и 2 = и х \ 


(357) 


йи 2 _ і 

~Ж~С 


(358) 


Подставляя уравнение (358) в (357), находим 

« С ТГ + “> = “'- 

Если обозначить ^; и 2 = х 2 ; /?С=7\ то получим уравне¬ 

ние (356). 
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Найдем теперь закон изменения температуры для нагреваемого 
тела (фиг. 61, г). 

По формуле Ньютона поток тепла < 7 , передаваемого телу (в кало¬ 
риях в секунду), прямо пропорционален общему коэфициенту тепло¬ 
передачи А и разности между температурой нагревающей среды т 1 и 
температурой нагреваемого тела т 2 . Таким образом, 

д = А(х 1 — т 2 ). (359) 


Скорость нарастания температуры тела, очевидно, прямо пропор¬ 
циональна потоку поступающего в него тепла и обратно пропорцио¬ 
нальна суммарной его теплоемкости С: 


йъ 2 Я_ 

йі С 


(360) 


Подставляя уравнение (360) в (359), находим 


_С 

А 


^2 I т . 
+ Ѵ 


(361) 


или после замены ъ 1 =х 1 \ т 2 ==л: 2 ; -^- = Г опять получим уравне¬ 
ние (356). 

В приведенных примерах входная и выходная величины обладали 
одинаковой физической природой и выражались в единицах одинаковой 
размерности. Часто входная и выходная величины звена имеют разную 
физическую природу. Так, например, входной величиной звена, пред¬ 
ставленного на фиг. 61, в, может быть принято напряжение, а выходной 
величиной — ток; в электрических нагревателях в качестве входной 
величины принимается ток или мощность, а в качестве выходной — 
температура и т. п. Кроме того, даже при одинаковых входной и 
выходной величинах установившиеся их значения могут отличаться друг 
от друга. Во всех этих случаях в уравнениях, описывающих процесс 
в звене, должен фигурировать коэфициент к , учитывающий соотноше¬ 
ние между установившимися значениями выходной и входной величин, 
который мы будем называть передаточным коэфициентом звена . 

Найдем уравнение движения элемента, изображенного на фиг. 61, д. 
Этим элементом является асинхронный короткозамкнутый двигатель, 
входной величиной которого является изменение нагрузки, а выход¬ 
ной величиной — изменение скорости вращения ротора. 

Уравнение движения привода, как известно, может быть записано 
в виде 

= ( 362 ) 


где ^—момент инерции вращающихся масс. 

Полагаем момент нагрузки М н не зависящим от скорости а> а , а 
момент двигателя М д в области малых отклонений скорости от равно¬ 
весного ее значения со 0 линейно зависящим от скорости: 

М д = М к + гш д . 
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Вводя в рассмотрение приращения величин от равновесных значений 

Д М к =М я -/М а ; 

Ш д = М д -М 0 ; 

Ь(о д = и> д — и> 0 , 

из уравнения (362) найдем 

= + (363) 

Обозначая 


получим в окончательном виде уравнение движения системы 

Т^--Ьт д = кШ н . (364) 

Как видно из уравнения (364), рассмотренный элемент согласно 
принятой классификации звеньев представляет собой апериодическое 
неустойчивое звено, общее уравнение которого получается из уравне¬ 
ния (364) путем замены А М н — х 1 и Да) д = л; 2 в виде 

Т ^Ж~ Х 2 = кХ 1- ( 365 ) 


Из уравнений (356) и (365) видно, что свойства апериодического 
звена определяются двумя параметрами: постоянной времени Т и пере¬ 
даточным коэфициентом к. 

В дальнейшем мы все диференциальные уравнения звеньев будем 
приводить к такому виду, чтобы коэфициент при х 2 был равен 
единице. 

Переходная функция апериодического звена. Реше¬ 
ние уравнения (356) для случая, когда величина на входе х г предста¬ 
вляет собой единичную функцию (х г = [1]), даст выражение переходной 
функции, которую мы будем обозначать к(і). Выражение для пере¬ 
ходной функции апериодического звена имеет вид 


к{і) = к 



(366) 


Эта функция изображена на фиг. 60, а (кривая 7). 

Соответственно для неустойчивого апериодического звена 

А(/) = Ле г . (367) 

Эта функция изображена на фиг. 60, а (кривая 2). 

Частотные характеристики апериодического звена. 
Для получения частотных характеристик в формулу (355) передаточной 
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функции апериодического звена вместо 5 подставим уѴ В результате 
получим 

№(» = т - к { ■ , = V - -- ^ агс ‘е Г “. (368) 

' 7усо + 1 -^( 7 ^) 2+1 ѵ ' 

Модуль этой функции представляет собой амплитудную частотную 
характеристику апериодического звена 


А( (*)) = 


У(Т<*)*+1 • 


описываемая кон- 


Аргумент этой функции является фазовой частотной характеристи¬ 
кой апериодического звена 

Ѳ (а)) = — агсі:^ Т со. (370) 

Амплитудная и фазовая частотные характеристики, как это уже 
указывалось, могут быть сняты экспериментально путем измерения 
амплитуды и фазы выходной 
величины звена, когда на Щи) і 
вход подается синусоидально ' 

изменяющееся воздействие раз- _,1_ к -*~ Ц(и) 

личной частоты. ^ Ти=(? 

Кривая, описываемая кон- у ]и 

цом вектора \Ѵ (уоз) на ком- \ ^^ 

плексной плоскости при изме- \ 

нении а) от—сю до со, назы- 
вается амплитудно - фазовой 
характеристикой. 

Амплитудно-фазовая харак¬ 
теристика апериодического 

звена при о) > 0 представляет Фиг. 62. Амплитудно-фазовая характери- 
собой полуокружность, изо- стика апериодического звена, 

браженную на фиг. 62. Она 

получается, если в выражение (368) подставлять значения со от 0 
до со и откладывать по оси абсцисс действительную часть выраже¬ 
ния ѴѴ (/ю), а по оси ординат—мнимую часть. Стрелка около харак¬ 
теристики показывает направление перемещения конца вектора І^(уо)) 
при увеличении со. Характеристика начинается из точки к на действи¬ 
тельной оси (при о)=0). По мере увеличения частоты модуль комплекса 
ѴУ (/ю) уменьшается, а фаза сдвигается вплоть до — 90°, когда со стремится 
к бесконечности. Диаметр окружности равен коэфициенту усиления к , 
распределение отметок о) на характеристике определяется величиной 
постоянной времени Т. Распределение этих отметок на фиг. 62 дано 
для одного конкретного численного значения Т. 

Из амплитудно-фазовой характеристики апериодического звена мы 
видим, что при частоте, близкой к нулю, звено не дает сдвига фазы 
выходной величины, при частоте, приближающейся к бесконечности, 
выходная величина отстает от входной на 90°. 


Фиг. 62. Амплитудно-фазовая характери¬ 
стика апериодического звена. 
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3. КОЛЕБАТЕЛЬНОЕ ЗВЕНО 

Колебательным звеном называется простейшая составная часть 
структурной схемы системы автоматического регулирования, имеющая 
передаточную функцию вида 

“'И^ л.Ч-яЯ ТТ*- < 371 > 

Неустойчивые колебательные звенья имеют передаточные функции 
вида 

< 372) 

Примеры устойчивых колебательных звеньев приведены на фиг. 63. 
При скачкообразном изменении входной величины выходная величина 



Фиг. 63. Примеры элементов систем автоматического регулирования, которые 
могут замещаться устойчивым колебательным звеном: 

а — масса Ж, соединенная с пружиной П и снабженная катарактом К; б — электрическая цепь из 
индуктивности, сопротивления и емкости; в — сообщающиеся сосуды, соединенные через гидравли* 

ческое сопротивление. 


каждого из этих звеньев совершает затухающее колебательное движе¬ 
ние, показанное на фиг. 60, б (кривая /). 

В соответствии с уравнением (371) динамические свойства колеба¬ 
тельного звена описываются диференциальным уравнением второго 
порядка: 

Т 2 ^ + 2СГ + * 2 = кх ѵ (373) 

Рассмотрим в качестве примера электрическую цепь (фиг. 63, б). 


* Выражение для передаточной функции колебательного звена может также 
быть представлено в виде 


И7(*) = 


к 

ту* + Т8 + 1 
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( 374 ) 


По второму закону Кирхгофа можно написать: 

^ ЧІ ^ “ 2 * м !' 

Из соотношения (358) 

(375) 

Диференцируя выражение (375), находим 

1“ (376) 

Подставляя в уравнение цепи (374) значения тока и его производ¬ 
ной, получаем 

+ + = (377) 

Приняв обозначения 

= и і — х і> и 2 = х ѵ 

находим общее уравнение колебательного звена в форме уравнения (373). 

В случае неустойчивого колебательного звена его уравнение 
движения принимает вид 

Г* Ж-2^+ *, = **,. (378) 

Для общности сюда введен передаточный коэфициент звена, равный 
отношению установившихся значений выходной и входной величин. Для 
случая рассмотренной электрической цепи этот коэфициент равен 
единице. 

Все характеристики и свойства колебательного звена определяются 
тремя параметрами: постоянной времени Т, относительным коэфициен- 
том затухания С и передаточным коэфициентом к *. 

Уравнение (377) является линейным диференциальным уравнением 
второго порядка. Характеристическое уравнение, соответствующее этому 
диференциальному уравнению, имеет вид 

Т а Х* + 2С7'Х+ 1 =0. (379) 

Корни квадратного уравнения (379) находятся по формуле 

Хх, 2 = — у-(С±1/Р^Т). (380) 

Если параметры звена таковы, что имеет место неравенство 

С 2 —1 <0, (381) 


* Если передаточная функция колебательного звена представлена выраже¬ 
нием, приведенным в сноске к стр. 176, то и в этом случае звено характе¬ 
ризуется тремя параметрами: 7, 7 0 и к . 

12 Кол 


іектив авторов 1309 
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то корни характеристического уравнения (379) получаются комплекс¬ 
ными 1 и могут быть представлены в виде 


где 


х і - а +У? 

х 2 = — а— Ур 


){і=+Ѵ~ Т). 




С_. 

т » 


(382) 

(383) 


и т 


(384) 


Как будет видно из дальнейшего, величина а характеризует быстроту 
затухания колебаний в звене и называется коэфициентом затухания; 
р есть угловая частота колебаний. 

Если коэфициент С при первой производной в диференциальном урав¬ 
нении звена окажется равным нулю, то найдем, что 

а=0; ?=-!-= <ѵ (385) 


Колебания при этом не затухают и имеют угловую частоту а) 0 (соб¬ 
ственная угловая частота). Колебательное звено, для которого С = 0, 
иногда называют консервативным звеном . 

Если коэфициент при первой производной выходной величины в урав¬ 
нении движения системы отрицателен, как это имеет место в уравне¬ 
нии (378), то коэфициент затухания также отрицателен и амплитуда 
колебаний выходной величины звена с течением времени будет воз¬ 
растать. 

Переходная функция колебательного звена. При 
скачкообразном изменении входной величины звена решение уравне¬ 
ния (373) может быть найдено путем применения обратнсго преобразо¬ 
вания Лапласа к передаточной функции (371) 

Учитывая значение корней характеристического уравнения (379), нахо¬ 
дим, что в рассматриваемом случае переходная функция колебательного 
звена выражается зависимостью 


/г (7) — & 


1 — 


-уі 


V 1 - С 2 


81П 


' V і - с» 


і 4- агсі§ 


Ѵл-ѵ\ 


. (386) 


Это есть затухающий колебательный процесс с относительным коэфи¬ 
циентом затухания С и угловой частотой о> 0 , стремящийся к установив¬ 
шемуся значению к(оэ) = к (при 7->оо). Такой процесс показан на 
фиг. 60, б (кривая 7). 


1 Если корни характеристического уравнения (380) получаются действи¬ 
тельными, то, как показано ниже, вместо колебательного звена в структурную 
схему следует включить два апериодических звена. 
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Соответственно для неустойчивого колебательного звена получим 


к(і) — к- 


1 


Ѵі -V 


81П 


Ѵ\ - С2 


і -ф- агсі^ 


У і -с» 
с 


(387) 


Посредством выкладок, аналогичных приведенным, можно доказать, 
что процессы во всех элементах, указанных на фиг. 63 описываются 
уравнениями, идентичными уравнению (373). Однако, как уже отмеча¬ 
лось выше, колебания в звене возникают лишь в тех случаях, когда 
выполняется условие (381), т. е. если корни характеристического урав¬ 
нения являются комплексными величинами. В противном случае, если 


параметры звена таковы, что удо¬ 
влетворяется неравенство 

С> 1, (388) 

то корни характеристического 
уравнения получаются действи¬ 
тельными и равными 

\=-~; Х 2 = -ф, (389) 

где 

Ті = С — П^=Т ; 

г *=ГГ 7 іет 


ѵ/и» 



Фиг. 64. Амплитудно-фазовая характе¬ 
ристика колебательного звена. 


В этом случае переходный процесс описывается зависимостью 


х 2 — кх г 


1 — 


Ті-Т 2 


е 


м- 


Ті-Т г 


е 


г 


(390) 


Звено такого рода может быть всегда представлено как два аперио¬ 
дических звена (первого порядка), обладающих постоянными времени 
Т х и Т 2 и коэфициентами усиления к г и к 2 {к х к 2 = к), соединенных 
последовательно: выход первого со входом второго. 

Частотные характеристики колебательного звена. 
Для получения частотных характеристик заменяем 5 на у<о в выражении 
для передаточной функции 


И7(/<0): 


1 _ Г 2 ш2 + 2СГ/Ц. Ѵ( 1 - Г2 о>2)2 + 4^Г2 Ш 2 


— /агс*2 
е 


2СГо> 

1-Рсо? 


(391) 


Модуль этой функции является амплитудной частотной характери¬ 
стикой, аргумент — фазовой частотной характеристикой колебательного 
звена. Амплитудно-фазовая характеристика представляет кривую, описы¬ 
ваемую концом вектора \Ѵ (усо) при изменении со от 0 до бесконечности. 
Эта кривая имеет вид, представленный на фиг. 64. Она начинается 
в точке к на действительной оси (при <о = 0), как и характери¬ 
стика апериодического звена. Однако в дальнейшем модуль комплекса 
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ѴР (/(о) увеличивается, пока не достигает максимума при определенной 
частоте, меньшей чем ш 0 . Эта частота является резонансной частотой 
звена. При угловой частоте со 0 частотная характеристика пересекает 
мнимую ось, что характеризует отставание выходной величины на 90° 
по отношению к входной. 

При со —у со частотная характеристика подходит к началу координат, 
однако в отличие от характеристики апериодического звена кривая 
в этой точке касается действительной, а не мнимой оси. Выходная 
величина при частоте, близкой к бесконечности, отстает от входной на 
угол 180°. Численные отметки (ш = 0,5; со —2) на фиг. 64 даны для 
конкретного примера колебательного звена. 

В системах автоматического регулирования часто встречаются эле¬ 
менты или совокупность элементов, которые по своим динамическим 
свойствам достаточно близко подходят к свойствам колебательного звена. 
Такими элементами являются, например, мембранный исполнительный 
механизм, электрический фильтр, измерительная система диференциаль- 
ного манометра и т. п. 

4. ИНТЕГРИРУЮЩЕЕ ЗВЕНО 

Звено, передаточная функция которого имеет вид 

ич*) = 4> ( 392 ) 

называется интегрирующим звеном. Скорость изменения выходной вели¬ 
чины такого звена пропорциональна входной величине. Если отвлечься 
от имеющей иногда место ограниченности рабочего участка соответ¬ 
ствующего элемента системы, выходная величина интегрирующего звена 
может неограниченно нарастать или убывать при неизменном значении 
входной величины. В отличие от апериодического и колебательного 
звена в интегрирующем звене нет определенного соотношения между 
установившимися значениями входной и выходной величин, а есть лишь 
определенное соотношение между значениями входной величины и ско¬ 
ростью изменения выходной величины. 

Примеры интегрирующих звеньев даны на фиг. 65. Во всех этих 
примерах мы получаем такое изменение выходной величины при единич¬ 
ном скачке входной величины, которое показано на фиг. 60, в. Поэтому 
мы должны для резервуара (фиг. 65, а) в качестве входной величины 
принять поток жидкости, выходной — высоту уровня; для электродви¬ 
гателя (фиг. 65, б) в качестве входной величины принять напряжение 
на якоре, выходной—угол поворота якоря; для поршневого серводви¬ 
гателя (фиг. 65, в) в качестве входной величины принять поток масла, 
а выходной величины — путь поршня *. 

Составим уравнение поршневого исполнительного механизма 
(фиг. 65, в). 

Обозначим через [і путь поршня и через а отклонение плунжера 
управляющего золотника от среднего положения. Допустим, что про- 

1 В обоих последних примерах мы полагаем, что можно пренебречь влия¬ 
нием массы движущихся частей на переходные процессы. 
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филь окон золотника таков, что поток жидкости, поступающей в ци¬ 
линдр, прямо пропорционален отклонению золотника от среднего поло¬ 
жения. Тогда, очевидно, и скорость поршня будет прямо пропорциональна 
отклонению золотника, откуда следует уравнение 

% = (393) 

где к — коэфициент пропорциональности, зависящий от параметров меха¬ 
низма. 



Фиг. 65. Примеры элементов систем автоматического регулирова¬ 
ния, замещаемых интегрирующим звеном: 

а — резервуар, наполняемый жидкостью; б — двигатель постоянного тока; в —порш¬ 
невой исполнительный механизм. 


Обозначим выходную величину звена р. через х 2 , входную вели¬ 
чину а — через х 1 и назовем к передаточным коэфициентом интегри¬ 
рующего звена. Тогда получим уравнение интегрирующего звена в общем 
виде: 

^ = (394) 

Из формулы (394) видно, что интегрирующее звено характеризуется 
только одним параметром к — передаточным коэфициентом. Передаточный 
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коэфициент интегрирующего звена есть отношение скорости изменения 
выходной величины к входной величине. 

Уравнение (394) справедливо и для других примеров, данных на 
фиг. 65. 


Переходная функция интегрирующего звена. Полагая, 
что входная величина в уравнении (394) является единичной ступенчатой 

функцией, получим следующее выраже¬ 
ние для переходной функции интегрирую¬ 
щего звена: 

к (0 = к і. (395) 

Эта зависимость 
фиг. 60, в. 

Частотные характеристики 
интегрирую щ.е го звена. Для полу¬ 
чения частотных характеристик заменим 5 
на уо) в выражении передаточной функ¬ 
ции звена (394). Тогда получим 



представлена на 




*</“)=;- = ■ 


(396) 


Фиг. 66. Амплитудно-фазовая 
характеристика интегрирую¬ 
щего звена. 


При изменении со от 0 до бесконеч¬ 
ности конец вектора ѴУ (уи>) движется по 
отрицательной части мнимой оси от — оо 
до нуля (фиг. 66). Интегрирующее звено 
создает отставание выходной величины на 90° при всех частотах. 
Амплитуда выходной величины тем меньше, чем больше частота. 

Интегрирующие звенья часто встречаются в системах автоматического 
регулирования. Например, гидравлические и электрические исполнитель¬ 
ные механизмы, усилители, такие регулируемые объекты, как барабан 
парового котла, в котором регулируется уровень воды, и многие другие 
объекты регулирования имеют передаточные функции, аналогичные пере¬ 
даточной функции интегрирующего звена. 


5. УСИЛИТЕЛЬНОЕ ЗВЕНО 

Усилительным звеном мы будем называть такое звено структурной 
схемы, в котором величина на выходе воспроизводит без всяких иска¬ 
жений и запаздывания входную величину. Отношение выходной вели¬ 
чины к входной называется коэфициентом усиления этого звена. Вход¬ 
ная и выходная величины определяются по направлению воздействий 
в системе. 

На фиг. 67 показаны примеры передач, которые могут замещаться 
усилительными звеньями: рычаг, короткий трубопровод, электронный 
усилитель (безинерционный). Для рычага входной величиной является 
перемещение одного конца, выходной — перемещение другого конца, 
для трубопровода — соответственно давление или расход на входном 
конце и выходном конце. Следует заметить, что трубопровод может 
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заменяться усилительным звеном при сравнительно небольшой длине, 
когда можно пренебречь временем распространения возмущения по его 
длине. Для электронного усилителя входной и выходной величинами 


являются напряжения или 
Для всех усилитель¬ 
ных звеньев зависимость 
между выходной и вход¬ 
ной величинами описы- _ 
вается соотношением 

х 2 = кх ѵ (397) 
Для рычага коэфи- 


токи на входе и выходе. 


“ 

г$* 

( 2 -► 

I 


циент усиления к = */* 
п 

(отношение плеч), для 
трубопровода к= 1. 

Переходный процесс 
в идеальном усилитель¬ 
ном звене отсутствует, 
выходная величина изме¬ 
няется немедленно после 
изменения входной вели¬ 
чины. Переходная функ¬ 
ция есть прямая линия 
(см. фиг. 60, г). 

Передаточная функция 
усилительного звена яв¬ 
ляется постоянной вели¬ 
чиной. Амплитудно-фазо¬ 
вая характеристика пред¬ 
ставляет собой точку: 

№($) = &; (398) 

№(/о)) = 6. (399) 


о) 




«) 


*2=Р 2 



Фиг. 67. Примеры передающих органов систем 
автоматического регулирования, замещаемых уси¬ 
лительным звеном: 

а — рычаг; б — трубопровод; в — безинерционный усилитель. 


6. ДИФЕРЕНЦИРУЮЩЕЕ ЗВЕНО ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Диференцирующим звеном первого порядка мы будем называть 
звено, передаточная функция которого имеет вид 

№00 = 6 (т*+ Г), (400) 

где к —передаточный коэфициент звена; 

т — постоянная, имеющая размерность времени, характеризующая 
степень влияния скорости изменения входной величины на вы¬ 
ходную величину. 

Выходная величина этого звена определяется не только значением, 
но и скоростью изменения входной величины (производной от входной 
величины). 

Уравнение этого звена согласно передаточной функции (400) имеет вид 

( 40] ) 
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Переходная функция д и ф е р е н ци р у ющего звена пер¬ 
вого порядка. При скачкообразном изменении входной величины 
на выходе диференцирующего звена получается мгновенный импульс 
с бесконечно большой амплитудой, соответствующей бесконечно боль¬ 
шой скорости изменения входной величины в момент скачка, а затем 
выходная величина принимает постоянное установившееся значение. 
Итак, 

Л(0 = М[1]+^(*)}, 

где через о (/) — обозначена дельта функция (см. п. 4 главы IV) (фиг. 68, б). 

Частотные характеристики диференцирующего 
звена первого порядка. Выражение для амплитуднофазовой ха¬ 
рактеристики получим после замены $=уо) в выражении (400). 

\ѵ (;•(!)) = к (усах + 1) = * 1/1 + (®т)* / агс ‘ г *” . (402) 

Модуль этой функции является амплитудной частотной характери¬ 
стикой, аргумент—фазовой частотной характеристикой. Амплитудно- 




Фиг. 68. Амплитудно-фазовая характеристика и переходная функция диферен¬ 
цирующего звена первого порядка (идеального). 

фазовая характеристика параллельна мнимой оси (фиг. 68, а). Диферен- 
цирующее звено создает опережение выходной величины тем большее, 
чем больше частота; при большой частоте сдвиг приближается к 90°. 

Наличие диференцирующего звена первого порядка в основном кон¬ 
туре системы означает. введение производной в закон регулирования и 
обычно бывает полезно для улучшения качества регулирования и обеспе¬ 
чения устойчивости системы. 

7. ДИФЕРЕНЦИРУЮЩЕЕ ЗВЕНО ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Назовем диференцирующим звеном второго порядка звено; переда¬ 
точная функция которого имеет вид 

ѴГ(8) = к (тѴ + 2 Ст5 + 1); (403) 

при этом предполагается, что выражение (403) нельзя представить в виде 
произведения двух двучленов первой степени, так как иначе это звено 
можно было бы заменить двумя диференцирующими звеньями первого 
порядка, соединенными последовательно. Трехчлен (403) нельзя разло¬ 
жить на простые сомножители, когда он имеет комплексные корни. 
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( 404 ) 


Уравнение такого звена согласно выражению (403) имеет вид 



Как видно из уравнения (404), выходная величина звена определяется 
не только входной величиной, но и первой и второй производными от 
нее. Звено характеризуется тремя параметрами: передаточным коэфи- 
циентом к и постоянными т и С. Эти постоянные характеризуют дифе- 
ренцирующее действие звена. 

Переходная функция диференциру ю щ ег о звена вто¬ 
рого порядка. При скачкообразном изменении входной величины 



Фиг. 69. Амплитудно-фазовая характеристика и переходная функция диферен- 
цирующего звена второго порядка (идеального). 

в первый момент на выходе получаются мгновенные импульсы беско¬ 
нечно большой амплитуды, соответствующие бесконечно большой ско¬ 
рости изменения входной величины и ее производной в момент скачка, 
а затем выходная величина принимает постоянное значение (фиг. 69, б). 
Итак, 

Н(і) = к [[1] + 2Ст§(0-И 2 -§-] . 

Частотные характеристики идеального диференци- 
рующего звена второго порядка. После замены 5 на /а> 
в выражении передаточной функции (403) получим 

ѴГ (/со) = к [(1 — о) 2 т 2 ) + у2Ссот] = 
_ у агсі& 

= кѴ(\ — шѴ) 2 + 4С 2 о) 2 т 2 -е 1- “ т . (405) 

Модуль этой функции является амплитудной частотной характеристи* 
кой, аргумент — фазовой частотной характеристикой. 

Амплитудно-фазовая характеристика представляет собой параболу 
з верхней полуплоскости (фиг. 69, а), которая начинается из точки к. 
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Сводка уравнений и характеристик типовых звеньев 




Как видно, диференцирующее звено второго порядка создает опережение 
выходной величины тем большее, чем больше частота. При а>->оо 
опережение приближается к 180°. 

Наличие диференцирующего звена второго порядка в основном кон¬ 
туре системы регулирования означает введение первой и второй произ¬ 
водных в закон регулирования, что часто бывает полезно для улучшения 
качества регулирования. 

Из сравнения свойств усилительного и диференцирующих звеньев 
с остальными (см. табл. 9) видно, что в отличие от остальных звеньев 
их передаточные функции не имеют знаменателя. Отсюда следует, что 
добавление усилительных и идеальных диференцирующих звеньев в струк¬ 
турную схему системы не изменяет порядка диференциального уравне¬ 
ния системы. 
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ГЛАВА VIII 

ПРИМЕРЫ СОСТАВЛЕНИЯ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, 
СТРУКТУРНЫХ СХЕМ И ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Покажем, пользуясь конкретными примерами, рассмотренными 
в главе III, каким образом составляются диференциальные уравнения, 
структурные схемы и определяются передаточные функции систем авто¬ 
матического регулирования. 

1. СИСТЕМА АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ СКОРОСТИ 
ГИДРОТУРБИНЫ 

Составим диференциальные уравнения каждого из элементов системы 
автоматического регулирования скорости гидротурбины (см. фиг. 29) 
іи. Автоматический регулятор скорости гидротурбины, состоящий из 
чувствительного элемента, двух гидравлических усилителей, гидравли¬ 
ческого сервомотора, регулирует число оборотов гидротурбины при 
изменении нагрузки генератора переменного тока, вращаемого гидро¬ 
турбиной. Регулирование происходит путем изменения расхода воды, 
проходящей через гидротурбину. 

При этом происходит увеличение или уменьшение ее вращающего 
момента. 

Уравнение движения ротора гидротурбины 

] чг= :А Ч-м с . (406) 

где і —момент инерции ротора гидротурбины и генератора; 
со — угловая скорость вращения ротора гидротурбины; 

М д —вращающий момент, развиваемый гидротурбиной; 

М с — момент сопротивления, зависящий от электрической нагрузки 
генератора. 

Вращающий момент М д может быть найден по формуле 

< 407 > 

где ѵ — скорость течения воды; 

со — угловая скорость вращения ротора гидротурбины; 
г — величина открытия; 

у. — коэфициент, зависящий от конструкции гидротурбины. 
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Произведем линеаризацию уравнения (407) с помощью разложения 
і ряд Тейлора (см. главу IV) по степеням г и о) и будем считать, что 
изменения угловой скорости гидротурбины невелики, тогда отклонения 
величин Ао) и Дг от установившихся значений малы, и мы можем пре¬ 
небречь членами разложения второго и более высоких порядков. 


м д 


1 іЛ . 1 1/3 2 л Д2 

ТГ ѵ ^0 -Го' *- - - 

2 2 <*>о 2о 


1 ъѵ д 2 0 А СО 

2 СО 0 со 0 ’ 


(408) 


где (о 0 — установившееся число оборотов гидротурбины. 

Если установившееся значение момента, развиваемого гидротурбиной, 
обозначить через М д0 , то 

1 і/ 3 


АГ 


до 


: 2 у - г о 


(409) 


и формула для вращающего момента перепишется в виде 


М д =М д о 



Дсо \ 

о>0 / ‘ 


(410) 


Обозначив через М с0 установившееся значение момента сопротивле¬ 
ния, напишем уравнение для момента М с в случае сброса нагрузки 
(внезапного отключения ряда потребителей электроэнергии от генера¬ 
тора) : 

М е = М с0 — Ш е [1]. (411) 

Диференциальное уравнение движения ротора гидротурбины с уче¬ 
том уравнений (410) и (411) будет иметь вид 

'тт-л/*. (‘ «»+ 4 ' и ДЧ. 


Так как в установившемся состоянии имеем равенство установив¬ 
шихся значений вращающего момента и момента сопротивления (т. е. 
М д0 = М с0 ), то уравнение движения перепишется в виде 


3 СО 0 

М д0 йі со 0 


А Мс М1 Аш . Аз 

М о0 1 1 о) 0 3 0 в 


Введем относительные переменные 


Дсо 

СО 0 


= т; 


Аз 

г 0 




и коэфициент 



а также постоянную времени 


ісо 0 
: М 0 о 


тогда получим уравнение движения гидротурбины в безразмерной форме: 

+ Т=/оШ+Ь 
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Применив к этому уравнению преобразование Лапласа, получим 
(7>+1)Г(*)«4 + Ж ^) (412) 

или 

г <*>-тт ^ + іГ р « + т^т' и( * ) - (413) 

Синхронный генератор используется для питания синхронного мо¬ 
тора чувствительного элемента, скорость вращения которого зависит 
от скорости вращения гидротурбины. Представив этот элемент' в виде 
сравнивающего устройства и имея в виду, что скорости вращения син¬ 
хронных генератора и мотора одинаковы, можно записать его уравне¬ 
ние в относительных переменных: 

е(0 = — Т(*)- (414; 

Составим теперь диференциальное уравнение центробежного маят¬ 
ника [2]. 

При вращении диска маятника вращающиеся грузы, охваченные 
лентой, будут расходиться под действием центробежной силы, значение 
которой определяется как 

/ Ч = Ѵ° Ѵ ’ (415) 

где г — расстояние от оси вращения до центра тяжести грузов; 

к р — постоянная, зависящая от конструкции центробежного маят¬ 
ника. 

При изменении скорости вращения синхронного мотора грузы маят¬ 
ника будут перемещать его штифт, а вместе с ним и рычаг. Свяжем 
функциональной зависимостью перемещения штифта с изменением ра¬ 
диуса г: 

г = /(*). (416) 

Разлагая в ряд Тейлора правую часть уравнения (415) и пренебре¬ 
гая членами выше первого порядка, получим 

4= Ѵ°о г <> + 2 Ѵо г » 4ш + V» і(ш ) Длг - ( 417 ) 

Уравнение движения штифта запишем в виде 

т п-мГ І ц 1с* (418) 

где т п — приведенная к штифту масса подвижных частей маятника; 
/ с — сила сопротивления, препятствующая движению пяты. 
Предположим, что зависимость силы сопротивления от упругости 
пружины, трения ленты и приведенного веса грузов выражается соот¬ 
ношением 

/, = й е Д* + /? 0 + О-§ + О, (419) 

где Я 0 — сила предварительного натяжения пружины; 
к с — коэфициент жесткости пружины; 

П — коэфициент скоростного сопротивления (перемещению ленты 
и муфты); 

О —вес грузов. 
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Подставив в уравнение (418) уравнения (417) и (419), получим 

т п 5 = V» 0 г 0 + 2 V 0 / 'о Дш + 

4 Ѵ 2 о © д * ~ -М* 

Для установившегося состояния имеем 

С+/о = *р ю о г о- 

Перепишем уравнение (420) в безразмерной форме: 

7’2 т. А 


где 


р сі№ 

— — 




7 2 . 




0** 


2^со^Г 0 


к с — ^,0)2 


ог у 
17) 


2Ьр%г 0 


2к р ^г 0 


(420) 


(421) 


Величина 8 носит название коэфициента неравномерности центро¬ 
бежного маятника. 

Из уравнения (421) следует, что передаточная функция для центро¬ 
бежного маятника имеет вид 


К^Лв) 


Н («) 
Е(8) 


__. 

Т*8 2 + 25x7V + 1 * 


(422) 


где 


Ті 


ІЕ_. 

Ѵъ' 




т к 

2Т р уь ’ 


Перемещение золотника вспомогательного гидравлического сервомо¬ 
тора р (/) представляет собой разность между перемещением штифта маят¬ 
ника т\(і) и перемещением штока изодрома С(^). Поэтому рычаг 
можно рассматривать как элемент сравнения, описываемый уравнением 

р(/) = 7](0-С(Я. (423) 

Уравнение движения поршня, а вместе с ним и главного распреде¬ 
лительного золотника без учета приведенной массы поршня (а эта масса 
мала) будет 

^■§ = к ь Р ь АР ь , 

где <7 — перемещение распределительного золотника; 

к ь — приведенная к золотнику постоянная гидравлического клапана; 
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Р ь —площадь поршня вспомогательного сервомотора; 
Д Р ь — рабочий перепад давлений; 


&ЬЯт _ и [7 Ь 

-Г—'-Ш-ЬьГь-рг- 


( 424 ) 


где а — относительное перемещение плунжера. 

Так как перепад давлений в гидравлическом сервомоторе опреде¬ 
ляется разностью положений поршня и плунжера, то 


ьРвс 

р вс т 


к г р — к’ г я. 


где к г ; к' г —постоянные клапанов, приведенные к относительным 
единицам и зависящие от конструкции плунжера и 
поршня. 

Итак, уравнение движения будет 

0 т 


и, следовательно, передаточная функция вспомогательного 
имеет вид 


К 2 ѴГ 2 (з) 


2 (*) 

р(«) 


&2 

Г 2 5 + 1 9 


сервомотора 

(425) 


где 


Т 2 


РьЯгп 

р ь т Ь ь ь' г Р ь 


постоянная времени вспомогательного сервомотора; 


К 


К 


Ввиду того, что значение приведенной массы поршня т сп гидравли¬ 
ческого сервомотора, управляющего направляющим аппаратом гидротур¬ 
бины, довольно велико, уравнение его движения можно записать 
в виде 


т 


сі 2 п 


сп йі 2 


■ Д 


йп 




(426) 


где т сп — приведенная масса поршня; 

Г) с — постоянный коэфициент, зависящий от гидравлических потерь; 
^Р с — рабочий перепад давлений в сервомоторе. 

Преобразуем уравнение (426) для перехода к безразмерной форме. 
Для этого перепишем его в следующем виде: 

т сп^т (Рп . Р с П т (ІП & Р с /497 ч 

Рс Р т П т йі 2 р с р т йІПт Р т 

Отношения давлений будут пропорциональны отношениям соответ¬ 
ствующих ходов золотника гидравлического усилителя: 

^ = КпТГ = ЬпКг?’ (428) 

г щ ѵ т 
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где к сп — постоянная гидравлического клапана, зависящая от конструк¬ 
ции золотника и типа применяемого масла; 
к п — коэфициент пропорциональности. 

Введем обозначения 


Т 2 . 
сп ' 




РсРп 


т сп п лг 
РсР т 


Ъ Ъ 

К — к п к сп . 


Применяя к уравнению (427) преобразование Лапласа и учитывая 
уравнение (428), получим 

< 429) 

Таким образом, передаточная функция гидравлического сервомотора 
имеет вид 


1<гмЖ г Лз)- 


М{ 5) 


(430) 


2(5) ті^+ТкУ 

и гидравлический сервомотор можно представить себе в виде соеди¬ 
нения двух типовых звеньев — апериодического и интегрирующего: 

= К 3 ѴГ з (5)(5) - 

где 

, 1 . 


«(Гзх + І) * 


(431) 


Тсп 


к 4 — к'. 

Шток поршня силового сервомотора через рычажный механизм воз¬ 
действует на стакан изодрома. Выходной шток изодрома через специаль¬ 
ное устройство соединен с пальцем стакана. На фиг. 70 приведена схема 
изодрома с кинематическими связями, заменяющими механизм остаточной 
неравномерности. 

Перемещение точки В (фиг. 70) определяется по правилу рычага: 

а = ~ к . 

*і 

Пружина сжимается за счет разности перемещения ее концов. 

Величина сжатия пружины равна 
_ _ І2 

О -г- п _ 11 -— _ 


/л 


-к — и — ік — и, 


где і — передаточное число изодрома. 
Уравнение движения изодрома 

<і*к 


тп„ 


ан 


/ пр^Г и и 9 


где к — относительное перемещение поршня изодрома; 
ш пи — масса поршня изодрома; 

13 Коллектив авторов 1309 
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А* — коэфициент демпфировании; 

І пр — сила пружины. 

Пренебрегая массой поршня, т. е. полагая т /ш = 0, мы можем 
написать: 

с„'+о„$ = о 

или 


Вводя относительные перемещения, перепишем это уравнение: 



Из полученного уравнения следует, 
дрома имеет вид 


где постоянная времени изодрома 
'т' _ Б и 

и ~ С и 

и относительные перемещения 

к 

Р~Т~ 

К пг 

к т — максимальное перемещение 
точки Бу 



( и т — максимальное перемещение 
точки А); 


(к — постоянная остаточной не¬ 
равномерности). 

, что передаточная функция изо- 


аде®)* 


2 { 8 ) 
Аі (*) 


(РЛ* + Р 

Т'ц$ + 1 


ИЛИ 


ад (*)= 


*»(У»8+1) 

Тф + 1 


(432) 

(433) 


где 

к ь =\\ Т 4 = Т и 
и 
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т ь ^т и . 



Итак, передаточные функции элементов регулятора скорости вра¬ 
щения гидротурбины определяются уравнениями 






К№(3) 


$2 1 
^2 


Т 2 8 + 1 


К№(5)К^(з) 


&3&4 . 

^ (7*3$ 4" 1) * 


ад (5) 


М7б* + 1) 
+ 1 * 


(434) 


Составим теперь структурную схему всей системы и определим ее 
передаточные функции. 

Структурная схема системы автоматического регулирования скорости 
гидротурбины, составленная в соответствии с фиг. 29 и 30, приведена 
на фиг. 71. Имея в виду, что три последовательно соединенных эле¬ 
мента с передаточными функциями К 2 ѴР 2 ( 8 )» ^з^з( 5 )> ^ 4^4 ( 8 ) можно 
заменить одним элементом с передаточной функцией 

К п ѴГ п (з) = К 2 1Г 2 ( 5 ) (*) К 4 ѴГ 4 (з), (435а) 


мы можем преобразовать схему на фиг. 71, а к схеме на фиг. 71,6'. 

Передаточная функция части системы, отмеченной на фиг. 71,6 
пунктиром, равна 


К В ѴГ В (8) 


КпѴп(8) 

1+К а Ьп(8)Къ ?і(8) 


(435б) 


Заменив на структурной схеме часть, обведенную пунктиром, одним 
элементом, имеющим передаточную функцию К в ѴР в (з), получим пре¬ 
образованную структурную схему (фиг. 71, в). 

Из фиг. 71, в легко видеть, что передаточная функция регулятора 
скорости будет иметь вид 

К р Ѵ7 р {8) = Кг (5) К в ѴР В (*), (436) 

и, следовательно, подставив в формулу (436) значения передаточных 
функций, представленных формулами (435а) и (4356), получим выраже¬ 
ние для передаточной функции регулятора в виде 

К ѴР ЛЛ = М (*> = ^ ^ (*) (8) К я Щ (*) Ка Щ (8) 

9 рУ ; Я (8) 1 + К 2 Щ (*) Кз^з (5) К 4 т (8) К Хі 2 Х (5) • ' 


Подставляя в формулу (437) выражения для входящих в нее пере¬ 
даточных функций, получим 

>_М{8) 

Е{8)- 


К р Ж р (5). 


з ( т\зг + 2бі Т& + 1) (Т 2 $ + 1) (Т.з + 1) 

&2&3&4&5 (Г^З Ч- 1) _ 


(438) 


1 + 


5(7- 2 5+1)(7' 3 5 + 1)(Г 4 5 + 1) 


13* 


105 




б) 

Фиг. 71. Структурная схема системы автоматического регулирования ско¬ 
рости вращения гидротурбин. 
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( 439 ) 


Так как /:($) =— Г(з), то можно написать: 


К р Ѵ7 р (з) 


М($) 
Г (в)* 


Исключая М (з) из выражений (413) и (439), получим 

К Р ѴГ р (з)Г(з) 

К * 3 (Т а 3 + 1) (Т а 3 + 1) ’ 


(440) 


откуда 


Г(з) = 


Ро 

3(ТдЗ+і) 

К р ѴГ р (з) 
+ 7*вв+1 


и передаточная функция замкнутой системы по отношения к возмущаю 
щему воздействию 


У(з) 


__ Г (8) 
~ Ро 


1 

5 (Та 8 + 1 ) 
і , К р ѴГ р (з) ’ 
+ Т а з+1 


(441) 


или в развернутой форме 




'(Ѵ + 1 ) 


і+ 


ЛіМаМГ^ + і) 


(442) 


( V + *) ( г 1** + ЙГіі + ») ИП* + 1) (Г 3 * + 1) (7> + 1) + (Г В 5 + 1)1 


2. ЭЛЕКТРОННЫЙ РЕГУЛЯТОР НАПРЯЖЕНИЯ 

Найдем передаточные функции системы регулирования напряжения 
генератора, схема и принцип действия которой были рассмотрены в 
главе 111 (фиг. 32). 

Для получения желаемой характеристики компаундирования в схеме 
используются трансформаторы тока и напряжения. Как и обычно, будем 
рассматривать в этой системе отклонения переменных от установившихся 
значений. 

Отклонение напряжения от требуемого значения на входе трансфор¬ 
матора чувствительного элемента (см. фиг. 32) при увеличении или 
уменьшении напряжения сети обозначим через — и а . 

Напряжение на выходе трансформатора будет равно 

и і = 

где кт, — коэфициент трансформации. 

Таким образом, передаточная функция трансформатора имеет вид 

= < 443 > 
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Обозначив через и у напряжение, снимаемое с выхода нелинейного 
моста, получим 

= КЬдшРѵ 


где к дан — динамический коэфициент усиления; 

к и —коэфициент стабилизации, определяемый по формуле 1 



Фиг, 72. Статическая характеристика 
измерительного элемента. 


к 


и 


КдпнК &ст 4- В. 
Кст К ^Оин + Н 9 


где принято 

&гт 






К бин 


(к ст — статический коэфициент 
усиления). 

Учитывая, что напряжение и^ 
с выхода нелинейного моста при¬ 
ложено к контуру, состоящему 
из сопротивления и емкости, по¬ 
лучим 

с Іи 4 

Т / - чг + и / = ки 1 , 


где — напряжение на выходе чувствительного элемента, 

7/ = /?/С/—постоянная времени контура. 

Отсюда передаточная функция чувствительного элемента будет 

««> 

где 

к 2 = кик дан к* і • 

Приближенное значение произведения коэфициентов кг х -к 2 может 
быть определено по статической характеристике измерительного эле¬ 
мента (фиг. 72). 

На сетку лампы первого каскада подается напряжение и ёл , пред¬ 
ставляющее собой разность двух напряжений: напряжения выхода изме¬ 
рительного элемента и напряжения отрицательной обратной связи, т. е. 

“г, = Щ — и с . (445) 

Обозначив через к 9 коэфициент усиления первого каскада усили¬ 
теля, определим напряжение на первичной обмотке трансформатора Г 2 : 

««. = * в %,, 


1 И. Г. Гольдреер. Стабилизаторы напряжения, Госэнергоиздат, 1952. 
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( 446 ) 


и передаточная функция первого каскада записывается в виде 

Обозначив напряжение на выходе тиратронов и в , найдем значение 
передаточной функции тиратронного каскада: 

к ***Ю=Ѵ$Г) = к » ( 447 ) 

где & 4 — коэфициент усиления тиратронного каскада. 



Фиг. 73. Статическая характеристика усилителя. 


Произведение коэфициентов усиления первого каскада и тиратрон¬ 
ного каскада определяются по статической характеристике усилителя 
(фиг. 73). 

Диференцйальное уравнение для обмотки возбуждения возбудителя и 
якоря возбудителя, питающего обмотку возбуждения генератора, запишем 
в следующем виде 

Т « Т р ^Ж + ( Т е + Т Р ) + “р = V* (448) 

где и р — изменение напряжения на зажимах обмотки полюсов генератора 
переменного тока; 

Т в — постоянная времени обмотки возбуждения возбудителя; 

Т р — постоянная времени обмотки возбуждения генератора перемен¬ 
ного тока. 
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Коэфициент к ь в уравнении (448) можно найти по статической ха¬ 
рактеристике возбудителя (см. фиг. 74). 



1 г 3 4 5 6 7 8 і$[В] 

Фиг. 74. Статическая характеристика возбудителя. 


Воспользовавшись преобразованием Лапласа, получим выражение для 
передаточной функции 

и г Щ где 

300 -1-1- р\ Ц = Т в Т р ; 

1д5-С — Т в -\-Т р . 

200 -- Передаточная функция 

ру генератора переменного тока 

ш __ = 

Уу\ =7 ^ гг * > <450) 

°^~ 100 - гоо - эооійа где С —коэфициент усиле- 

ния генератора; 

Фиг. 75. Статическая характеристика генератора. •р _постоянная времени 

генератора. 

Значение коэфициента с определяется по статической характеристике 
генератора (фиг. 75). 

Корректирующее устройство регулятора напряжения состоит из 
потенциометра /? 13 (см. фиг. 32), позволяющего регулировать напря¬ 
жение обратной связи,. конденсатора С 3 и сопротивления Я и . 


* Представление передаточной функции генератора зависимостью (450) 
заимствовано из статьи Л. С. Гольдфарба „Анализ устойчивости электронного 
регулятора напряжения", „Автоматика и телемеханика" № б, 1948. 
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Напишем диференциальное уравнение корректирующего устройства 
в виде 

йІ , 


где р — коэфициент обратной связи; 

і с —ток, протекающий по сопротивлению/? 14 . 
Или 


т# 


йи р 

~аГ 


Т | 

с йі "г 


и 


С* 


где и с = і с /? 14 , и соответствующая передаточная функция 

мТТ- 


(451) 


Итак, передаточные функции элементов системы определяются фор¬ 
мулами 


КМ (8)=к Ті -, К А ѴѴ А (8) = к А ', 




7 -^ 2 + 2507 - 05+1 
с 


К 3 ѴГ 3 (з) = к 3 ; К^ 6 (з) = т ~ 1 -, 
Т с $з 


К Хі 2 г 00 : 


Т с 8 + 1 


На фиг. 76, а изображена структурная схема электронного регуля¬ 
тора напряжения. 

Элементы структурной схемы, обведенные на фиг. 76, а пунктиром, 
могут быть заменены одним элементом, имеющим передаточную функцию: 


к \ѵ КъЩ( 8 )К№ 4 ( 8 )К Ь \У Ь ( 8 ) 

й і + к*щ(з)к№(8)Кь\ъг 0 (8 )’ 

или в развернутой форме 




1 + 


4- + 1 

_ кк 4 к ь Т с ^з _ 

-(Т$* + ЯоТ0+1)(Т с 8+ 1) 


(452) 


и структурная схема примет вид, изображенный на фиг. 76, б . 
Из фиг. 76, б очевидно, что передаточная функция всей системы в 
разомкнутом состоянии определится по формуле 


К ]Ѵ ( 8 ) = К, \Ѵ 2 ( 8 ) К 2 \Г 2 ( 8 ) К п Ѵ7 п { 8 ) К ь Ѵ ь (*), (453) 

а передаточная функция замкнутой системы будет 

Ф / с ч _ КіЩ (8) К 2 Щ (8) Кп Ѵп (У) К Ь Щ (*) ,лкл Л 

' ’ 1 + Кі Щ (8) КоЩ (8) Кп^п {8) К 6 Г 6 (5) ' ^ ' 
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3. СЛЕДЯЩАЯ СИСТЕМА КОПИРОВАЛЬНО-ФРЕЗЕРНОГО 

СТАНКА 

Описание следящей системы и ее принципиальная схема приведены 
в главе III (см. фиг. 35). 

Копировальный прибор системы — это измерительное устройство, 
сравнивающее перемещение пальца прибора ѵ (() с перемещением 
фрезы х(і ). 

Рассогласование г (/) представляет собой разность этих двух пере¬ 
мещений: 

з = — (457) 
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Имея в виду, что напряжение на выходном трансформаторе Т у 
(см. фиг 35) пропорционально рассогласованию, получим 

к х г ({), 


где ^ — передаточный коэфициент, или иначе тангенс угла наклона 
статической характеристики копировального прибора (фиг. 77). 
Полагая, что напряжение и е на выходе первого каскада усилителя 
пропорционально напряжению и ( , можем написать: 


и е = к 1 к 2 г (і), (458) 

где к 2 — коэфициент усиления 
первого каскада усилителя. 

Коэфициент усиления к 2 можно 
определить по статической ха¬ 
рактеристике первого каскада 
электроннрго усилителя (фиг. 78). 

іУхШ 



ѴеШ 



Фиг. 77. Статическая характеристика 
копировального прибора. 


Фиг. 78. Статическая характеристика 
первого каскада электронного уси¬ 
лителя. 


Таким образом, в качестве передаточной функции К г М г 1 (з) копиро¬ 
вального прибора и первого каскада усилителя может рассматриваться 
выражение 

= (459) 

Напряжение и в , подаваемое на сетки ламп второго каскада, пред¬ 
ставляет собой разность двух напряжений, т. е. 

и в = и е —и с , (460) 

где и с — напряжение отрицательной обратной связи; 

и е — напряжение на зажимах первичной обмотки трансформаторов 

т,. 7Ѵ 

Напряжения со вторичных обмоток трансформаторов 9 к 10 
(см. фиг. 35) поступают на сетки ламп Л г и Л 4 . 


20.3 


Трансформаторы Г 3 и Г 4 —- это своеобразный диференцирующий 
элемент. Обозначив через і е ток в первичной обмотке трансформа¬ 
торов 7*3 и Г 4 , напишем его диференциальное уравнение: 

и е=^е-§+КЛ> 

где К е , Ь е —омическое сопротивление и индуктивность первичной 
обмотки трансформатора; 

Обозначив через и т — э. д. с., наводимую во вторичной обмотке 
трансформатора при протекании тока і е в его первичной обмотке, запи¬ 
шем уравнение в виде 


где М — коэфициент взаимоиндуктивности. 

Применяя к последним двум уравнениям преобразование Лапласа 
и исключая из них І е (з), получим 

(Г^+1)і/ я ,(5) = 7' т ^(5). 
где 

и 


Т — іі 
т ~ Н е 


И Т, 


Не 


Итак, передаточная функция этого элемента будет 

Ѵт ( 5 ) __ Т т 8 


ед (5): 


і! е (з) т е 8 + 1 ■ 


(461) 


Имея в виду, что трансформаторы 9 и 10 (см. фиг. 35) повышают 
напряжение на сетках ламп, найдем также передаточную функцию в виде 


(^) ; 


Ѵь(*)~ 3 ’ 


(462) 


где к 3 — коэфициент трансформации трансформатора. 

На сетки ламп второго каскада усилителя поступает сумма двух 
напряжений 1 : от трансформаторов Г 3 и Г 4 —и и от положительной 
обратной связи — и т . Итак, 

и» = и е + и т , (463) 

где іію — напряжение на сетках ламп Л ъ и Л А . 

Передаточная функция второго каскада усилителя определяется по 
формуле 

Ц;(8) 

= = (464) 

где к А — коэфициент усиления второго каскада усилителя (фиг. 79). 

Теперь определим передаточную функцию для электромашинного 
усилителя (ЭМУ), нагруженного электродвигателем. 


1 Здесь для упрощения задачи исключена составляющая напряжения, про¬ 
порциональная интегралу напряжения и е (см. Т. Н. Соколов, Н. А. Дру¬ 
жи н с к и й, Н. Н. Верин, А. М. Р а з ы г р а е в, А. Г. Назаров, Электро- 
копировально-фрезерный полуавтомат, Машгиз, 1951). 
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Воспользовавшись обозначениями, данными на фиг. 80, напишем 
уравнение переходных процессов в управляющей обмотке ЭМУ в виде 


*іЧ 


+ ^ 


'/ йі 


(465) 


где Кр Іу — омическое сопротивление и индуктивность управляющей 
обмотки. 

При вращении якоря ЭМУ отдельным двигателем между коротко- 
замкнутыми щетками образуется э. д. с., величина которой определяется 
уравнением 

е к = **// = (Я, + Н г ) 4 + + (466) 

где К д , І* д — омическое сопротивление и индуктивность поперечной 
цепи якоря; 

К г , Ь г —омическое сопротивление и индуктивность дополнительной 
(сериесной) обмотки; 

кь — коэфициент усиления первого каскада ЭМУ. 

Неподвижный поперечный поток при вращении якоря создает э. д. с. е а 
на продольных щетках: 

е а = к а 1 * = (я* + К 0 + Д а + Я*) І д + 


+ (^+ь в 


Ко 


Ко + К а 


Ь ё) йі йі ’ 


(467) 


где К а , — омическое сопротивление и индуктивность якоря по про¬ 
дольной оси; 

К и , Ь и — омическое сопротивление и индуктивность компенсационной 
обмотки (поток компенсационной обмотки всегда напра¬ 
влен навстречу потоку реакции якоря; при равенстве этих 
потоков получаем в ЭМУ полную компенсацию, и упра¬ 
вление напряжением будет производиться за счет изме¬ 
нения тока /р; 

Кр — омическое сопротивление и индуктивность якоря электро¬ 
двигателя; 

К 0 —шунтирующее сопротивление, позволяющее получить тре¬ 
буемую степень компенсации; 

к е — постоянная противо э. д. с. электродвигателя привода; 

Ѳ — угол поворота вала электродвигателя привода; 
к д — коэфициент усиления второго каскада ЭМУ. 

Коэфициенты усиления первого и второго каскадов ЭМУ опреде¬ 
ляются по статической характеристике (фиг. 81), тангенс угла наклона 
которой в ее линейной части равен 

Ьдкк 

К к * 

Уравнение движения электропривода записывается в обычной форме: 


где 


'л й№ 


= М д -М с , 


(468) 


З п —приведенный к валу вращения ротора двигателя момент инерции 
механизма подачи; 
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М 0 , А\ с — вращающий момент электродвигателя и момент сопротивления 

М д = к м і а , 

где к м — постоянная. 

Примем, что момент сопротивления выходного вала пропорционален 
скорости вращения двигателя: 

аъ 

М с — 0~Ш' (469) 

где О — постоянный коэфициент. 


МО 


75 


50 


25 


О 

Фиг. 81. Статическая характеристика электромашин - 
ного усилителя. 

Тогда уравнение движения электропривода будет 

аь 

К + Я ~аГ = к м 1 а- ( 47 °) 

Применяя к уравнениям (465)—(467) и (470) преобразование Лапласа, 
получим систему уравнений 

V/ (8) 

-^=(7у+1)/,(*); 

|*/,(5) = (7*5 + 1)/*(*); (471) 

^/*(5) = (Ѵ+1)/ в (5)+^5Ѳ(5); 

Ѵ а ( 5 ) = 5 ІѴ + Д] Ѳ(5), 

где 

Т _. Ьі- ■ г 1 9 + І г . 

К/ ’ к ~ К я + Кг ’ 
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т л 


Тд + 


Я 0 


Я п + Я а 


Ка 4 - 


К и 
Ко 4 - 


+ К§ 


Ям = Кд-{- К г > К а — -г 


Ко К и 


■я. 


'Я * ‘V* "а —-Ч/~Г д 0 + Я и ' ‘ Ѵ Г 


Исключая из двух последних уравнений системы ^ а ($), получим 


4 (5): 


КаР 4 " к е к м 


кокк 

Обозначим через 


•44* 


О + М* 

+ На 


* 2 + Та ° + и \ п -в+\ 


о + 


я а 


Ѳ(5). (472) 


ц- 


Л Та 


П + _ЬеЬм 


2^0 = 


Я а 
Т а О 4- З п 


0 4 - 


к е к м 

Ка 


тогда после подстановки этих обозначений уравнение (472) запишется 
в виде 


4 (^) = 


КаВ 4" к е к м 

к а к м 


8[Тф+ЪъТ0 + \)%{з). 


Исключив из первого и второго уравнений системы (471) значения 
4 (5) и 1 ($), получим передаточную функцию для ЭМУ, нагруженного 
электродвигателем, в виде 


К'\У'(8) = 


Ѳ(в) 


где 


и / 5 (Т/5 + 1) ( Т к 5 + 1) (Г^г + 2іТо$ + 1) ’ 


к»к а к^ 


(473) 


К/Кь ( Ѵ а О + к е к м ) 


Уравнение (473) — уравнение четырех последовательно соединенных 
типовых звеньев (два звена апериодические, одно колебательное и одно 
интегрирующее): 


где 


К• ѵ (*) =■• К ъ ѵ ъ (5) К 6 ѴРь (5) к ч щ ($) /с 8 г 8 (8), 


к Ъ Ѵ Ъ (5) 


(Т/5 + 1) ’ 


к 6 Г 6 (5) 


_ ^6 . 

_ ( 7*5 + 1 ) ’ 


К п ^(8) = 


_^7_ 

(Г2 5 г + 2 ат 0 з + 1) 


И К в \ѵ 8 (з) = 
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Структурная схема сложного элемента представлена на фиг„ 82, а. 

В тех случаях, когда много больше, чем Т , значением Т„ можно 
ы ^ а 

пренебречь, и передаточная функция приводится к виду 


где 


К"ѴР”(з) = 


в (5) 

У/(«) 


_ к _ 

8 (Т/8 + 1 ) (Т%8 + 1 ) (Т$ 6 8 + 1 ) ’ 


Т дв = 


Зп 

о _]_ Ье^м 
К а 


(474) 


Элемент с передаточной функцией К"ѴР"(з), очевидно, состоит из 
трех апериодических и одного интегрирующего звеньев (фиг. 82, б ). 
Передаточная функция редуктора механизма подачи 




Х(8) 

Ѳ(8) 


с 9 > 


(475) 


где — коэфициент, зависящий от передаточного отношения редук¬ 
тора и шага винта подающего устройства. 


а) 


6) 



Фиг* 82. Структурная схема электромагнитного усилителя 
с электродвигателем: 
а — полная; б — упрощенная. 


Корректирующий контур в цепи обратной связи состоит из сопро¬ 
тивлений Я с и емкости С с . 

Диференциальное уравнение для такого рода обратной связи может 
быть представлено в виде 


т ^ еа 

с йі 


сіи, 


т и иеі 

1 с (И^ Пс * 


НО 


. аь 

е а~ к п аі > 


поэтому передаточная функция контура обратной связи 


,(*) = 


Ц е (и) 

Ѳ(5) 


ТсЬпР 
Т с з + 1 


(476) 


14 Коллектив авторов 1306 
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На фиг. 83 представлена структурная схема системы. Как видно, 
эта система состоит из трех сравнивающих устройств и 11 типовых 
звеньев. 

Заменив звенья с передаточными функциями /С 4 Н7 4 ( 5 ); /С 5 1Г 5 ( 5 ); 
/«(*) и АГ 7 И7 7 ($) структурным элементом с передаточной функцией 


К П7 _ _ ^ 4^5 ^6^7 ^8 _ 

л пК } — 5 (7> + 1) (7*5 + 1) ( Т дв 8 -1- 1) ’ 


(477) 


получим структурную схему, изображенную на фиг. 83, б. 

Найдем преобразование Лапласа {У в ($) для напряжения на входе 
трансформатора второго каскада усилителя (сравнивающего звена Л, 
фиг. 83, б): 


V, 00 = ѵ е (*) - вк*2 (*) Кп К (*)• 

(478) 

Принимая во внимание, что (фиг. 83, б) 


С/ д (в)=1/ в (в)К 3 \Ѵ 3 (в) 

(479) 

ѵ т (*) = и в юк*,2і(*)> 

(480) 

на основании уравнения (463) получим 


= и в (в) к 3 ѵг , ( 5 ) + ѵ е {в) ад (*), 

(481) 

откуда 


Ѳ (5) К г 2\ (*) К п (5) 

и ° {5) К ъ Щ(в)К„№ п (.в) 

(482) 


Подставив і/ в ($) в формулу (481), получим 
Ѳ (5) - Ѵ е (5) Кг х 2 х (з)К п \Ѵ п (в) = Ц е (в) К 3 Ш 3 (!)К я ѴГп (*)- 
Ѳ(в)К г ,2 3 (в)К п Ѵ7 а (в)К 3 Т 3 (в). 

Из этого уравнения найдем передаточную функцию части струк¬ 
турной схемы на фиг. 83, б , состоящей из контуров № 1 и 2: 

„ Ѳ (5) _ (5) 1Ѵ п ( 5 ) + к 2і г } ( 8 ) К п 1Ѵ п (8) 4 ^ 

к к{8) г/, (5) 1+К п МГ„(з)К 3 Щ(8)К г 2 2 {з) 

Заменив на структурной схеме эти два контура структурным элемен¬ 
том с передаточной функцией К к ѴР к (з), получим схему, состоящую из 
четырех последовательно включенных элементов (фиг. 83, я). Тогда 
передаточная функция разомкнутой системы будет 

к \Ѵ (8) = К, Щ {8) К 2 ѴГ 2 (8) К к \Ѵ к (8) К 9 \Ѵ 9 (я), (484) 
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Подставив выражения для передаточных функций в формулу (482), 
получим 


КѴР(з)=- 


$(7>3 + 1)(7Ѵ + 1)(Т дв 8 + 1) 

1 _ к^кф^к^к^кпТсЗ _ 

+ (Т/8 + 1 ) (Т к 8 + 1 ) ( Т дв 8 + 1 ) (Т С 8 + 1 ) 

_ к^к^к^к^к^Т т _ 

(Т С 8 4 - 1 ) (Т/8 + 1 ) (Т к 8 + 1 ) (Т дв з + 1 ) 

,_ к х к г к ъ к^к ь к ь к ч к ь к п Т с 8 _ 

+ (7>5 + 1)(7 , *в+1)(7 , дв в+1)(7 , с в+1) 


4. СЛЕДЯЩАЯ СИСТЕМА РАДИОЛОКАЦИОННОЙ 
СТАНЦИИ 

Элементы, входящие в следящую систему радиолокатора (по каналу 
угла места цели), приведены на упрощенной схеме (см. фиг. 38). 
Отраженные от цели сигналы принимаются антенной, расположенной в 
фокусе параболического отражателя. Сигнал г(і) с антенны прохо¬ 
дит через радиолокационный приемник, поступает на детектирующую 
лампу, на выходе которой включен фильтр, состоящий из емкости С ф 
и сопротивления К ф . 

Сигнал ошибки по углу места цели определяется зависимостью 

е (0 = §'(0—^(0. 

где %({) — угол места цели; 

х (і) — угол места оси вращения антенны. 

Напряжение и ѵ поступающее на сетку детектора, пропорционально 
величине ошибки: 

и х =* к х е, 

где к х — коэфициент усилия радиоприемника. 

Напряжение и 2 с анода детектора поступает на усилитель и после 
усиления поступает в трансформатор, настроенный с помощью конденса¬ 
торов на частоту 30 пер/сек. Запишем уравнение фильтра и усилителя 
в операторном виде: 

(7Ѵ+ 1 )Ѵ 2 (8) = к 2 Ц 1 (8), (486) 

где Т в — постоянная фильтра и диодного детектора; 
к 2 — коэфициент усиления усилителя ошибки. 

Передаточная функция детектора с фильтром будет [3] 


К Х Щ{8) 


Ѵ 2 (8)_ к в 

Е (5) 7Ѵ? + 1 ’ 


(487) 


где к в = к х к 2 — коэфициент усиления двух звеньев. 

Коммутирующее устройство выполняет функции фазового дискри¬ 
минатора, причем среднее значение выпрямленного напряжения на выходе 
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коммутирующего звена равно амплитуде сигнала ошибки. С выхода 
коммутирующего устройства напряжение и т поступает на вход сгла¬ 
живающего фильтра, состоящего из дросселя, сопротивления и емкости. 

Диференциальное уравнение 
для сглаживающего фильтра запи- °~ 
сывается в виде 

сП , у ач 


или 


ТТ , 


йа\ 

т 1 н № 
где 


<ті №и г | 

Т '-7Г + и - 


т,=ср, „ г,=|. 

Применив к этому уравнению 
преобразование Лапласа, получим 
передаточную функцию для сгла¬ 
живающего фильтра К 2 ѴР 2 (з) в 
виде 



Фиг. 84. Мостовая тахометрическая 
схема. 


к 4 


ту + 2$ 0 т 0 5 + 1 ’ 


(488) 


где 


То 


Т г Т н> — 2 Ѵ~ Тг ‘ 


Усилитель постоянного тока питает две включенные навстречу друг 
другу управляющие обмотки ЭМУ. Анодные токи выходных ламп уси¬ 
лителя протекают по управляющим обмоткам ЭМУ, и поток управляю¬ 
щей обмотки создается разностью этих токов (т. е. —/у 1 ). Пере¬ 
даточная функция ЭМУ и двигателя [см. формулу (474)], имеет вид: 


/ГІГ'ОО 


Ѳ (5) _ к 

( 7 /( 5 ) ~~8(Т / 8 + \)(Т к 8+\)(Т дв З + п • 


(489) 


Тахометрическая обратная связь применена для стабилизации си¬ 
стемы управления. 

Напряжение, пропорциональное скорости вращения двигателя, полу¬ 
чается с помощью мостовой схемы, причем сам двигатель включен 
в одно из плеч моста (фиг. 84). 

Напряжение Е а (8) определяется по формуле 

Е* (*)=/, ( 5 ) (К а + + К С + Ъ) + к.Ѳ&)- ( 49 °) 


Определив значения тока І а (з) из последнего уравнения системы (471) 
и подставив его в уравнение (490), получим 


Е, (,) = * («, + ^$5 + Я С + Яа) + *,] ѳ, м. 
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Уравнение, связывающее выходное напряжение моста и 8 с входным 
напряженным е а , имеет вид 

Н а + #1 Н а “Ь Кс 

и 8 = е, 1 


Н а + ^1 + ^2 


Н а + Н с 4- Н я 


где 


На —На 


Н и Н о 
Н и + Но 


Выполнив ряд преобразований, определим уравнение, связывающее 
напряжение, создаваемое тахометрической обратной связью с углом 
поворота двигателя: 

иЛ8) = ЬЛ 7*, 0 *+і)ѲИ$), 

где 


к* 




-к.. 


(491) 


11 ~ Я, + Я 2 "' е ' 

Для простоты в формуле (491) будем считать, что О е = 0, тогда 


Тдво — ■ 


Я *-% Ке 


Я е + Я с д °- 

Электромеханическая постоянная находится по обычной формуле 

3 п _ 


дв 


г\ і 

~Ъ 


Конденсатор С г (фиг. 84) является емкостной нагрузкой на выходе 
тахометрического моста. Поэтому передаточная функция тахометрической 
обратной связи будет 


к* гл$) 


_и 8 (8) 

е*(*) 


т х 8 4-1 ’ 


(492) 


где постоянная времени фильтра Т х находится по формуле 

Т _ ^ 1^2 п 

х ~ Нх + Нъ ѵ 


Напряжение с выхода тахометрического моста поступает на коррек¬ 
тирующий контур, представляющий собой фильтр верхних частот. 
Нагрузкой этого фильтра является выходной потенциометр Нг. Потен¬ 
циометром Н г регулируется величина напряжения обратной связи и у . 
Уравнение фильтра 

НгС г Р> п С п 8'~ 5 + і) и, (5) = [я п с п 8 (/? 2 С 2 5 + 1 + 

+ §г) (^•5+ 1 )+/? 2 С 2 5+ 1 ]^(5). (493) 
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Из этого уравнения найдем выражение для передаточной функции 
корректирующего контура: 


Т п 


I{ у / 9 \_ Цу 1 $) _ 

^2г^2\ 8 ) — Ѵ 3 (8) — 


Г, Ш‘^+0 

(Г ** +, >[Ф ,+Я ^ +, Г 


(494) 


где Т ь =-^- Т , о) и \ находятся путем разложения знаменателя 

формулы (493) на простые множители. 

Напряжение и у с выхода корректирующего контура поступает на 
экранные сетки выходных ламп электронного усилителя. Поэтому при 



Фиг. 85. Структурная схема следящей системы радиолокационной станции. 


изменении тока якоря мотора в цепи отрицательной обратной связи 
появится противодействующее напряжение, препятствующее начавшемуся 
нарастанию тока якоря мотора. 

Напряжение на управляющих обмотках связано зависимостью 

и х = к г іі г — куііу, 

где к г —коэфициент усиления в оконечном каскаде (в цепи управляю¬ 
щая сетка — анод); 

к у —коэфициент усиления в оконечном каскаде (в цепи экранная 
сетка — анод). 

Передаточные функции элементов системы приведены на структур¬ 
ной схеме фиг. 85. 

Преобразуем структурную схему, заменив передаточной функцией 
К п Ѵ^п( 8 ) передаточные функции элементов внутреннего контура, где 

тг/ /„ч_ К*Щ(8)К4Ш5)К№(8)К№( 5 ) , л ^ 

" Л ! + К в Щ(з) К 4 \У 4 (з) /<5^5 (5) №(5) К г 2ф) К 2 2 ъ(5) . 
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а передаточная функция разомкнутой системы 

КѴ(8) = К ,Г, (5) К 2 \Ѵ 2 ($) К п ѴР п (*) К, Г, (5) (49в) 

или в развернутом виде 

КНР (5) = 

__ к^к^к^к^ _ 

5 (7Ѵ? + 1) (Т 2 5 2 + 2$ 0 Т 0 8 + 1)(7>8 + \)(Т к 8 4- 1 )(Т дв 8 4- 1) 

- -2-1- . (497) 

к г к у к 3 к ъ к ъ к ч к & ^ (_і.) (7^5+1) (7^ х+1) 

(7>*+1)(7'*8+1)(7* вв 8+1)(7’ в 8+1)с7' л в+1) [^)4 + і] 

Произведение коэфициентов, стоящих в числителе и знаменателе 
формулы (497), будем обозначать соответственно через К в и К а . 
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РАЗДЕЛ и 

АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 


Цель настоящего раздела состоит в изложении методов анализа 
устойчивости систем автоматического регулирования, диференциальные 
уравнения возмущенного движения которых являются линейными уравне¬ 
ниями с постоянными коэфициентами. 

В главе IX, являющейся первой главой настоящего раздела, дается 
определение понятия устойчивости по Ляпунову и приводятся известные 
теоремы Ляпунова, определяющие необходимые и достаточные условия 
для устойчивости (неустойчивости) по так называемым уравнениям пер¬ 
вого приближения. 

Эти теоремы имеют большое принципиальное значение, так как они 
строго определяют границы применимости излагаемых в последующих 
главах методов анализа устойчивости, основанных на рассмотрении 
линейных диференциальных уравнений. 

В этой же главе дается краткая характеристика прямого метода 
Ляпунова анализа устойчивости, 

В следующей X главе рассматриваются различные критерии, приме¬ 
няемые в настоящее время при анализе устойчивости линеаризованных 
систем регулирования. 

XI глава посвящена изложению метода выделения областей устойчи¬ 
вости. 

В главе XII основное внимание уделено методу анализа устойчивости 
систем автоматического регулирования, основанному на логарифмиче¬ 
ских частотных характеристиках. Показано, что этот метод удобен для 
анализа устойчивости не только одноконтурных, но и многоконтурных 
систем. 

Глава XIII представляет собой краткое изложение вопроса об ана¬ 
лизе устойчивости систем с запаздыванием как простейшего класса 
систем с распределенными параметрами. 

Наконец, в последней XIV главе раздела даются примеры анализа 
устойчивости систем регулирования методом логарифмических частот¬ 
ных характеристик. 



ГЛАВА IX 

ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ УСТОЙЧИВОСТИ, ПО ЛЯПУНОВУ, 

И АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ В ТЕОРИИ 

АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Одной из основных задач теории автоматического регулирования 
является изучение протекания процесса регулирования во времени. Оно 
ведется средствами математического анализа на следующей основе. 

Каждой системе автоматического регулирования Соответствует вполне 
определенная система диференциальных уравнений, которая (см. главу IV) 
может быть приведена к виду 

^=г*(Уі»--->Уя); (*— і »•••»«)> (і) 

где у к — переменные, описывающие состояние системы регулирования; 

У к — известные функции, определенные в некоторой фиксированной 
области О пространства переменных у ѵ . .., у п . 

В этом пространстве уравнения (1) определяют компоненты У к век¬ 
тора скорости ѵ движения некоторой точки М, называемой изображаю¬ 
щей точкой. С физической точки зрения уравнения (1) следует рассма¬ 
тривать как математическую форму записи тех физических законов, 
которым подчиняется система автоматического регулирования. 

Свойства и особенности этих законов полностью либо прибли¬ 
женно, но с достаточной точностью отражаются характером функций 
У к (Уі, . . ., у п ). Область О определения функций У к (у ѵ . .., у п ) является 
той частью пространства у ѵ , у п , на которую распространяется дей¬ 
ствие означенных физических законов. 

Пусть величины у 10 , . .., у п0 обозначают начальные значения перемен¬ 
ных у ѵ ..., у п . Они однозначно определяют исходное состояние системы 
регулирования при і= / 0 . Каждой системе начальных значений у 10 , ..., у п0 
соответствует решение 

Ук=Ук(Уіѵ •••«Уяо» 0; (А = 1 (2) 
уравнений (1). Предполагается, что это решение определено для любых 
значений времени и оно является единственным. 
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Решение (2) описывает какое-либо движение системы автоматиче¬ 
ского регулирования, определяемое ее исходным состоянием, и предпо¬ 
ложение о том, что такое движение единственно, отвечает существу 
большинства физических законов. 

Процессы, установившиеся в системе автоматического регулирова¬ 
ния, описываются так называемыми очевидными решениями уравнений (1). 

Эти решения 

Уі=У*ѵ-’Уп = У* п ( 3 ) 

представляют собой корни уравнений 

МЛ,...,У Я ) = 0; (4) 

Они входят в семейство решений (2) и определяются начальными 
значениями у к0 ==у кт 

Обычно рассматриваются такие случаи, когда имеется только одно 
решение (3), соответствующее вполне определенному и теоретически 
мыслимому установившемуся процессу в системе регулирования. 

Одним из основных вопросов теории автоматического регулирования 
является вопрос о том, соответствует ли очевидное решение (3) какому- 
либо физически наблюдаемому и действительно существующему устано¬ 
вившемуся процессу в системе автоматического регулирования. Вопрос 
может быть разрешен при исследовании этого решения на устойчивость. 

Как известно из опыта, физически наблюдаемым и действительно 
существующим установившимся процессам однозначно соответствуют 
так называемые устойчивые решения (3), а физически ненаблюдаемым 
процессам — неустойчивые решения (3). Следовательно, в математиче¬ 
ской трактовке вопрос о соответствии решения (3) физически наблю¬ 
даемому и установившемуся процессу в системе автоматического регу¬ 
лирования — это вопрос об устойчивости или неустойчивости решения (3). 

В дальнейшем удобно иметь дело с уравнениями, полученными из 
уравнения (1) путем преобразования переменных по формуле 

Уь=У*ь + х к ; (6 = 1,.,., и). (5) 

По терминологии Ляпунова эти уравнения называются уравнениями 
возмущенного движения и имеют вид 

^ = Х к (х ѵ ...,х п у, (6=1,..., я), (6) 

где обозначено 

Х к (х 1 ,...,х п ) = Ѵ к (х 1 -\-у ѵ ...,х п + уі* п у, (6=1,..., и). (7) 

Формула (5) определяет преобразование переноса начала коорди¬ 
нат в точку с координатами у*, вследствие чего очевидному реше¬ 
нию (3) уравнений (1) соответствует очевидное решение 

«я* — 0, . . ,, я* = 0 (8) 

уравнений (6). По терминологии Ляпунова это решение следует назы¬ 
вать невозмущенным движением системы. 

Пусть при і=і 0 переменные х к принимают какие-либо свои началь¬ 
ные значения х к0 , из которых по крайней мере одно не равно нулю; 
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эти значения называются возмущениями. Каждой заданной системе таких 
возмущений отвечает однозначное и непрерывное решение 

Xк = Х к * * • у ==: ^ > • • • > Ю 

уравнений (6); это решение называется возмущенным движением системы 
автоматического регулирования. 

Если бы мы знали все решения (9), то мы знали бы все возмущенные 
движения системы автоматического регулирования. Но легко видеть, 
что в большинстве случаев отыскание решений (9) представляет задачу 
непреодолимой трудности, благодаря чему мы лишены возможности 
получить руководящее начало для рационального выбора параметров 
регулятора. В таком случае нужен общий подход к чисто качественному, 
одновременному обозрению всего семейства возмущенных движений (9), 
который позволил бы без интегрирования судить об их специфических 
тенденциях при і -> со сходиться к невозмущенному движению (8) неза¬ 
висимо от того, какими частными значениями возмущений х к0 движе¬ 
ние (9) определяется. 

Учение Ляпунова об устойчивости движения позволяет судить об 
интересующих нас свойствах возмущенных движений, не прибегая 
к интегрированию уравнений (6), и поэтому указывает путь к рацио¬ 
нальному расчету регуляторов. 

Если окажется, что при определенной настройке регулятора реше¬ 
ние (8) будет устойчивым, то это будет означать, что регулируемая 
система сама, без постороннего вмешательства, изберет тот режим 
невозмущенного движения, который соответствует этому решению. 
Если же решение (8) будет неустойчивым, то такого установившегося 
режима физически осуществить нельзя, ибо при сколь угодно малых 
возмущениях хм система автоматического регулирования будет удаляться 
от него неограниченно. 

Таким образом, определение устойчивости движения уравнения (8), 
данное Ляпуновым, получает большое прикладное значение при изучении 
важных вопросов современной техники. 

Смысл этого определения применительно к задачам теории автома¬ 
тического регулирования таков. 

Будем наблюдать и сравнивать в каждый момент времени і > / 0 
любое возмущенное движение (9) с невозмущенным движением (8), изу¬ 
чая разности 

х к Уь = Хь\ (к=1,...,п)у 

начальное значение которых таково: 

х к (0) == У к (0) У к == х к 0 > (к= 1,.. . , п). 

Тогда можно дать следующее определение. 

Невозмущенное движение (8) называется устойчивым по отноше¬ 
нию к величинам х кі если при всяком заданном положительном чи¬ 
сле е, как бы мало оно ни было , найдется другое такое положитель¬ 
ное число т) (з), что для всех возмущений лгдо» удовлетворяющих 
условиям 

(Л= 1, •••.«). 0°) 
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возмущенное движение в уравнении (9) как следствие будет удовле¬ 
творять неравенствам 

І**(*)І<«; (А=і,...,л) (П) 

при любом і > ^ 0 . 

Если же при любом сколь угодно малом заданном е > 0 невозможно 
найти такое число т] (г), при котором [для любых возмущений хьо, удо¬ 
влетворяющих условиям (10), хотя бы одно неравенство (И) нарушается, 
то невозмущенное движение (8) называется неустойчивым. 

Этому определению можно придать наглядный геометрический харак¬ 
тер, если иметь в виду, что все многообразие возмущенных движений 
в уравнении (9) возникает вблизи начала координат, определяемого 
равенствами (8). 

Невозмущенное движение в уравнении ( 8) называется устойчивым 
по отношению к величинам х к , если при всяком заданном и поло¬ 
жительном числе Л, как бы оно ни было мало , возможно выбрать 
такое число Х(Л), что для всех возмущений х ш удовлетворяющих 
условию 

24><х, (іо - ) 

Л-1 

возмущенное движение (9) как следствие будет удовлетворять не¬ 
равенству 

24(0 < л ог> 

Л=1 

при всяком і > 0, в противном же случае невозмущенное движение 
называется неустойчивым. Множество точек, удовлетворяющих усло¬ 
вию (1Г), назовем Л-окрестностью, а множество точек, удовлетво¬ 
ряющих неравенству (10'), Х-окрестностью очевидного решения (8). 

Неравенство (10') ограничивает совокупность начальных возмуще¬ 
ний системы автоматического регулирования; неравенство (1Г) ограни¬ 
чивает характер протекания возмущенного движения системы. Во всех 
тех случаях, когда эти неравенства соблюдаются, говорят, что возму¬ 
щенное движение системы регулирования сходится к движению невоз¬ 
мущенному, что и выражает собой физический смысл устойчивости 
невозмущенного движения, по Ляпунову. 

Однако характер определенной таким образом сходимости возму¬ 
щенных движений к невозмущенному движению (или, что то же самбе, 
характер устойчивости невозмущенного движения) может быть двояким. 

Так, если Л—любое выбранное и фиксированное число, то, изучая 
устойчивость интересующих нас решений, мы можем, вообще говоря, 
утверждать, что возмущенные движения способны пребывать в Л-окрест- 
ности невозмущенного движения. 

Во-вторых, дальнейшее выяснение деталей возмущенного движения, 
связанное с возможностью изменять число Л и, в частности, выбирать 
его сколь угодно малым, позволяет обнаружить либо асимптотический 
характер возмущенного движения, при котором 1ітл^(^) = 0, /->оо, 
либо его стремление оставаться в Л-окрестности более узкой, чем та, 
которая была определена в самом начале. 
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Выражение 


я*=2 4 (о 

к=1 

означает квадрат расстояния изображающей точки М от начала координат. 

В случае асимптотического характера возмущенных движений точка М 
непрерывно приближается к началу координат, и функция Я 2 убывает. 

Таким образом, мы имеем < 0 при любом 1 > 1 0 . Тогда, каково бы 
ни было сколь угодно малое число Л, всегда найдется (в силу усло¬ 
вия < 0) такое — X, что неравенства (10') и (11 х ) выполняются. 

В этом случае говорят, что имеет место асимптотическая устойчивость 
возмущенного движения. 

Может оказаться , что каково бы ни было фиксированное число А , 
всегда можно выбрать такое число X, что неравенства (10') и (11 х ) 
удовлетворяются при любых х *о, принадлежащих О , тогда говорят ой 
устойчивости невозмущенного движения в большом . Если же выполне¬ 
ние неравенств (10') и (1Г) требует ограничения возмущений х *о их 
достаточно малыми значениями, то говорят об устойчивости в малом . 

В некоторых весьма важных случаях работы систем требуется так 
выбирать параметры регулятора, чтобы исследуемый установившийся 
режим работы системы обладал безусловной неустойчивостью, т. е. 
был бы физически неосуществимым. 

Учение Ляпунова об устойчивости движения позволяет решить 
и этот весьма сложный и важный вопрос теории автоматического регу¬ 
лирования с помощью известных теорем Ляпунова и Четаева о неустой¬ 
чивости. 

В качестве примера, иллюстрирующего вышесказанное, рассмотрим 
задачу о возмущенных движениях простой системы автоматического 
регулирования так называемого нейтрального самолета, управляемого 
автопилотом 1 . Уравнения движения ее таковы: 

і -{-Аіф = К; 

Т) = ?( в ); о = а<1> + ВІ> -ь С? 2 ’ф — (12) 

где ф — координата объекта регулирования; 

т| — координата регулирующего органа; 

М, ІѴ, К — положительные постоянные; 
а, Е у О , /—постоянные регулятора. 

Ф (о) — заданная функция аргумента а, обладающая свойством 
/ (0) = 0; о Ф (о) > 0 при о Ф 0. 

Обозначив ф =у 2 , т)= в у 3 , получим исходные уравнения 

в нормальной форме 

§=-/и й _лг л + АГ; §‘=ф(») ; 

О = ауі + (Е — МО 2 ) - ( у + ЛЮ») У, + ко 2 . 

і Задача впервые рассматривалась Б. В. Булгаковым, ДАН СССР № 9, 
т. XXXVII, 1942. 
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Их очевидное решение определяется уравнениями 


= 

Му 2 + Ыу 3 =Х); 

а Уі + (Е- МО 2 ) у 2 - (1 ■+ N0*) у 3 + /СО 2 = 0. 


Отсюда находим 


КО* 

а 


+ (І+«0*) 


ІѴ ' 


у2 = 0; 


Уз = 


к_ 

N • 


Задача состоит в таком выборе постоянных регулятора, при которых 
полученное решение обладало бы устойчивостью по Ляпунову. 


2. ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ПО УРАВНЕНИЯМ 
ПЕРВОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 

В большинстве задач теории автоматического регулирования функции 
Х к (х ѵ . .., х п ) допускают разложение в степенные ряды, сходящиеся 
в некоторой //-окрестности начала координат (8): 

2 *1< н - 

к =1 

если постоянная Н > 0 достаточно мала. В этих случаях уравнениям (6) 
всегда можно придать вид 

^Г = а *л+ ••• +а ка х я + Р к (х 1 ,..., х п ); п), (13) 

где а к8 (к, 5=1,..., п) — постоянные линейной части разложения, 
а функции Р к не содержат членов ниже второго порядка малости. 

В практике распространено стремление судить об устойчивости 
решения (8), рассматривая лишь уравнения так называемого первого 
приближения 

^{Г = а кі х 1 + ••• +а к п х п> (6=І, .... П ) (14) 

вместо уравнений (13). 

Так как справедливость замены уравнений (13) уравнениями (14) 
заранее не ясна, возникла задача указать все случаи исследования 
уравнений (13), в которых устойчивость (неустойчивость) решения (8) 
вытекает из рассмотрения уравнений первого приближения (14). Эту 
исключительно важную и принципиальную для теории регулирования 
задачу впервые разрешил Ляпунов. 

Он показал, что все случаи исследования уравнений (14) следует 
разделять на две категории: категорию некритических и категорию 
критических случаев. 

К первой из них он относит случаи, в которых вопрос об устой¬ 
чивости (неустойчивости) невозмущенного движения однозначно разре¬ 
шается на основании исследования уравнений первого приближения (14). 
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Чтобы эти случаи обнаружить, следует составить характеристическое 
уравнение 


0(Х) = 


а п 

X, а 12 , 

.. ., а 1п 

а пѴ 

а п2 > • • • * 

а пп - 


(15) 


и исследовать его корни \ к (к= 1, ..., /г). 

Ляпунов доказал две следующие основные теоремы, позволяющие 
исследовать все случаи первой категории. 

Теорема первая. Если вещественные части всех корней \ к 
характеристического уравнения (15) первого приближения отрицательны, 
то невозмущенное движение асимптотически устойчиво независимо от 
членов разложения выше первого порядка малости. 

Теорема вторая. Если среди корней \ к характеристического 
уравнения (15) первого приближения найдется по меньшей мере один 
с положительной вещественной частью, то невозмущенное движение 
неустойчиво независимо от членов разложения выше первого порядка 
малости. 

Все критические случаи имеют место лишь тогда, когда среди всех 
корней \ к уравнения (15) имеется некоторая группа корней, веще¬ 
ственная часть которых равна нулю, тогда как остальная группа корней 
имеет вещественную часть отрицательную. Во всех этих критических 
случаях вопрос об устойчивости невозмущенного движения (8) не может 
быть разрешен на основании исследования уравнений первого приближения. 

Как показал Ляпунов, в критических случаях устойчивость (неустой¬ 
чивость) невозмущенного движения определяется видом нелинейных 
функций поэтому во всех этих случаях требуется рассматривать 
уравнения (13) в их исходном виде. 

Следует иметь в виду, что исследование критических случаев пред¬ 
ставляет особенно большой интерес для решения целого ряда важных 
прикладных задач, к которым, в частности, относится задача об устой¬ 
чивости продольного движения самолета. 

Методы решения задачи об устойчивости невозмущенного движения 
были развиты самим Ляпуновым, а также Н. Г. Четаевым, И. Г. Мал¬ 
киным, Г. В. Каменковым и др. 

Важное приложение к динамическим системам и к системам автома¬ 
тического регулирования учения Ляпунова об устойчивости в критических 
случаях дали Н. Н. Баутин и А. И. Лурье. Они показали, что вопрос 
об устойчивости регулируемых систем в критических случаях связан 
с определением опасных и безопасных участков границы области устой¬ 
чивости системы. 

Из предыдущего ясно, что для решения задачи об устойчивости 
движения важное значение приобретают теоремы, позволяющие выяснить 
необходимые и достаточные условия, при выполнении которых веще¬ 
ственные части всех корней характеристического уравнения (15) от¬ 
рицательны. 

Такого рода теоремы рассмотрены в следующей главе, мы же 
вкратце изложим другой способ решения задачи об устойчивости, 
получившей название прямого метода Ляпунова . 
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3. О ПРЯМОМ МЕТОДЕ ЛЯПУНОВА 


Прямой метод Ляпунова изучения устойчивости сводится к построению 
таких функций V переменных х ѵ , х п , полные производные которых 
по времени, вычисленные согласно уравнениям (6), обладают некоторыми 
специфическими для устойчивости свойствами. 

Каждая К-функция определена в области О заданной неравенством 

к =1 

где Ь — некоторая постоянная. 

Предполагается, что Ь может принимать любые положительные зна¬ 
чения, тогда область О ' будет содержаться в области О , если /, доста¬ 
точно мало, или будет содержать в себе область О, если і достаточно 
велико, либо совпадать с областью О. 

Всякую функцию V назовем знакопостоянной, если она, кроме 
нулевых значений, принимает всюду в О' только значения одного 
знака. 

Всякую знакопостоянную функцию, принимающую нулевое значение 
только в начале координат, назовем знакоопределенной и, желая, обра¬ 
тить внимание на ее знак, определенно положительной или определенно 
отрицательной. 

Так, например, из двух функций 


ѵ 1 =х\+4+ х І> +*.)■+*! 

функция Ѵ г — знакоопределенная, тогда как функция Ѵ 2 — только знако¬ 
постоянна. 

Если постоянная Ь достаточно мала, то уравнение V = С, где 
С — постоянная для всякой знакоопределенной функции, представляет 
собой однопараметрическое семейство замкнутых поверхностей. При 
уменьшении параметра С поверхности стягиваются к началу координат, 
а ѵ в пределе при С = 0 превращаются в точку — начало координат. 
Эти поверхности пересекают все пути, идущие из начала координат 
в бесконечность. 

Если же постоянная Ь достаточно велика, то поверхности ѵ — с 
могут быть и не замкнутыми. Действительно, например, знакоопреде¬ 
ленная функция 


определяет семейство замкнутых кривых ѵ = с лишь при с<1; при 
каждом с> 1 кривая ѵ — с состоит из двух ветвей, не имеющих об¬ 
щих точек (фиг. 1). Следовательно, данная ^-функция может служить 
функцией Ляпунова лишь для такого исследования устойчивости, при 
котором возмущения х ѵ х 2 ограничены условием 

2 


х\ 


Хі т 


ю 


1 + *20 


< 1 , 


т. е. когда движение начинается с точки М г (фиг. 1). Как показали 
Е. А. Барбашин и Н. Н. Красовский, для получения замкнутых 
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поверхностей во всей области О' знакоопределеиные ^-функции должны 
обладать дополнительным свойством: 


ѵ (х г . . . х п ) > М 

при 2*^1 > г Д е — любое положительное число. Это свойство 

к 

существенно при исследовании устойчивости. 

Наряду с функциями V будем рассматривать их полные производные 
по времени, вычисленные согласно уравнениям возмущенного движения (6): 


ОѴ 

си 


2 %*. <*, 


х п ). 


к-Л 


Ляпуновым доказаны две следующие фундаментальные теоремы. 



Теорема первая. Если диференциальные уравнения возмущен¬ 
ного движения таковы, что возможно найти знакоопределенную функ¬ 
цию V, производная которой V в силу этих уравнений была бы 
знакопостоянной функцией противоположного знака с V или тожде¬ 
ственно равной нулю, то невозмущенное движение устойчиво. 

Теорема вторая. Если диференциальные уравнения возмущен¬ 
ного движения таковы, что возможно найти знакоопределенную функ¬ 
цию V, производная которой V в силу этих уравнений была бы 
функцией знакоопределенной противоположного знака с V, то возму¬ 
щенное движение устойчиво асимптотически. Следовательно, в данном 
случае возмущенное движение будет при і -> оо сходиться к движению 
невозмущенному, причем 

\ітх к = 0 (к — 1, . . ., п). 

функции V, удовлетворяющие условиям этих теорем, называются 
функциями Ляпунова. 

Для того чтобы пояснить прямой метод Ляпунова, вернемся к на¬ 
шему примеру. 
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Пользуясь формулами (5) найдем: 


йхі 

а 


= 


СІХ 2 

~Ж 


— Мх 2 — Ых д ; 


ж = 1г [ ах 1 + № — у х в] . 


где 


ѵ = Е — МО 2 ; 


■ _ I 

1 1+ДѴС2' 


Исследуем устойчивость очевидного решения 

^=^ = д^=0. 


Наиболее простая, знакоопределенная, всюду положительная функция 
данной задачи имеет вид. 

а 

Ѵ= А (^Хг + ^з) 2 + ВхІ-[-С^ Ф (с) (іо, 

О 

где А, В, С— положительные постоянные, а через а обозначена 
ради сокращения записей известная линейная функция переменных х х , 
х 2> х% [см. последнюю формулу (12)]. 

Полная производная функции V имеет вид 

Ж=~ 2 4г ( Мх * + Л^з) 2 - -рФ 2 (о) + + аС - рМС ] х 2 Ф (о) + 

+ [2 А + 2 В — ріѴС] лг 3 Ф (о). 

Оценивая знак V, можно получить различные формы достаточных 
критериев устойчивости очевидного решения. В данном случае, требуя 
соблюдения соотношений 

+ {а- рМ) С = 0; 2А + 25 = рЫС; і > 0, (16) 


находим 


аѵ _ 2 АМ ( М 

йі~ № V N 


Х 2 + Х з) 2 —-^- Ф 2 ( в )- 


Легко видеть, что при соблюдении условий (16) V — всюду знако¬ 
постоянная функция знака, противоположного V , следовательно, по 
первой теореме Ляпунова невозмущенное решение устойчиво. 

Отметим, что эта устойчивость не связана какими-либо ограниче¬ 
ниями относительно величин возмущений, поэтому условия (16) дают 
достаточный критерий устойчивости в большом. Обратимся к ним. 
Их можно рассматривать как уравнения, содержащие неизвестные Л, 
В, С. Уравнения должны разрешаться при положительных значениях 
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Неизвестных. Пусть С — произвольная положительная постоянная. 
Находим 

А=^(рМ-«)С-, В^С 

и для данной задачи получаем следующую форму достаточного критерия 
устойчивости в большом: 

рМ > а; а > 0; /> 0. 

Раскрывая истинное значение р , /, находим окончательно 
а > 0; ЕМ > а + М 2 0 2 ; 1 + ШО 2 > 0; / > 0. 

Итак, при любых значениях постоянных регулятора, удовлетворяю¬ 
щих приведенным неравенствам, рассматриваемое невозмущенное движе¬ 
ние устойчиво в большом. Следовательно, интересующий нас в системе 
регулирования установившийся режим физически осуществим, каковы 
бы ни были возмущения х 10 , х 2о , х 30 , приложенные к системе. 

Трудность применения прямого метода Ляпунова к решению при¬ 
кладных задач связана с отсутствием широко разработанных приемов 
построения функций Ляпунова в тех или иных частных случаях. Однако 
если задача о построении функций Ляпунова для какого-либо класса 
систем решена, то прямой метод Ляпунова можно рассматривать как 
наиболее эффективный метод исследования устойчивости. Его особенная 
ценность проявляется в тех случаях, когда интересуются исследованием 
устойчивости в большом, т. е. при любых конечных возмущениях. 
Кроме того, этот метод может применяться к изучению устойчивости 
тех систем регулирования, которые содержат существенно нелинейные 
и неаналитические (разрывные) характеристики. Во всех этих случаях 
возможность применения метода первого приближения исключена. 

Если какая-либо задача об устойчивости в теории регулирования 
может быть решена прямым методом, то это решение не будет одно¬ 
значным. Действительно, функции Ляпунова определены столь общими 
свойствами, что их может быть построено бесчисленное множество. 
Следовательно условия устойчивости, к которым приводит прямой 
метод, являются условиями достаточными и их нарушение еще не будет 
означать неустойчивости системы. Последнее может иметь для нас 
двоякий смысл. Дело в том, что свобода выбора функций Ляпунова 
позволяет строить критерии устойчивости систем регулирования, в кото¬ 
рых некоторые нелинейные элементы не могут быть точно оха¬ 
рактеризованы. К этим элементам принадлежит, например, гидравли¬ 
ческий сервомотор. Любой другой известный метод исследования устой¬ 
чивости не дает возможности строго решить задачу об устойчивости 
в большом в этом случае. Однако всегда при этом следует помнить, 
что полученное решение может оказаться неконструктивным, т. е. таким, 
которое предъявляет чрезмерно высокие требования к параметрам регу¬ 
лятора, реализовать которые практически нельзя. 

Вопрос о конструктивности решений задачи, доставляемых прямым 
методом, в каждом частном случае следует подвергать особому рас¬ 
смотрению. 
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4. О ПРИМЕНЕНИИ ПРЯМОГО МЕТОДА ЛЯПУНОВА К АНАЛИЗУ 
УСТОЙЧИВОСТИ ОДНОГО КЛАССА СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

РЕГУЛИРОВАНИЯ 

а) Постановка задачи 

Прямой метод стал применяться в теории регулирования с момента 
опубликования небольшой заметки А. И. Лурье и В. Н. Постникова 
о решении одной частной задачи. Позднее А. И. Лурье развил 
излагаемый ниже алгорифм построения функции Ляпунова, разрешающей 
задачу устойчивости для одного класса регулируемых систем. Эти 
исследования были затем продолжены и развиты рядом советских 
ученых. 

Итак, рассмотрим систему регулирования, возмущенное движение 
которой описывается уравнениями 

п 

’Пц = 2 ЬкиТц + ^ (* = 1,..., я); 

/г=1 

5==ф(з), а = О 7 ) 

а=1 

где Ька — постоянные; 

т] а — координаты объекта регулирования; 

$ — координата регулирующего органа; 

у] к — постоянные регулирующего органа; 

р а — постоянные регулятора; 

о — управляющий сигнал, формируемый измерительными орга¬ 
нами регулятора, которые предполагаются идеальными. 

Функция Ф (а) описывает скорость перестановки регулирующего 
органа из одного положения в другое, в соответствии со значением 
управляющего сигнала а. Это — однозначная, ограниченная функция, 
обладающая следующими свойствами: Ф(о) = 0 при а = 0, аф (а) >0 
при а Ф 0. 

Условимся, что такие функции образуют класс А функций. 

В некоторых случаях, оговоренных особо, будет идти речь о таких 
функциях Ф (а), которые в дополнение к сказанному обладают следую¬ 
щими свойствами: Г^І >/г>0, аФ(а)>0, аф 0, Ф(о)==ф(а) — Нк\ 

аЗ ^ а=0 

Условимся, что эти функции образуют подкласс А' функций Ф (а) 
в классе Л. 

Выделение подкласса Л' преследует цель среди всевозможных испол¬ 
нительных органов, характеризуемых функциями класса Л, выделить 
те, которые обладают значительной быстротой реагирования на посту¬ 
пающие сигналы а. Так, если к — фиксированное число, то приведен¬ 
ные условия означают, что модуль скорости перекладки регулирующего 
органа всегда больше величины к . 

Для функций подкласса Л' будем рассматривать и другое положе¬ 
ние //а луча, ограничивающего кривую Ф (а) сверху при о > 0. Все 
функции подкласса А' будут изображаться кривыми, расположенными 
между лучами у = кѵ, у = Н<з, Н І> к , где Я, к — фиксированные числа 
(фиг. Іа). 
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Если окажется, что функция Ф(<з) имеет какое-либо пересечение 
с этими лучами при о = о т , то речь будет идти о диапазоне регулиро¬ 
вания. системы по о, равном 2|з т |. 

К функциям подкласса А' следует отнести также 2-образную функ¬ 
цию Ф (а) = С? зі^п о, для которой принимается # = 


В частном и предельном случае может оказаться, что для некото¬ 
рых 2-образных функций С?= оо, а 2|а т | = 0. В этом случае испол¬ 
нительный орган, характеризуемый это 



функцией, будем считать идеальным, 
т. е. таким, который бесконечно быстро 
переставляет регулирующий орган из 
одного положения в другое. Уравне¬ 
ние такого органа записывается сле¬ 
дующим образом: 

$ = 2 Р«У а- 

а= 1 

Рассмотренный класс функций ср (а) 


включает в себя характеристики по¬ 
давляющего большинства исполнитель¬ 


ных органов, используемых в совре¬ 
менной технике регулирования. Целесообразность объединения этих 
характеристик одним классом функций подтверждается следующим 
весьма важным соображением. 

Обычно определение функций Ф(о) производится экспериментально, 
путем графической записи скорости хода исполнительного органа в так 
называемом статическом режиме, когда величина о принимает известные 
фиксированные, дискретные значения. При такой записи получается как 
бы семейство функций Ф (з), зависящее от приложенной фиксированной 
нагрузки. 

Однако фактические условия работы исполнительных органов вклю¬ 
чают в себя непрерывное изменение действующей нагрузки. Ее дей¬ 
ствие на исполнительный орган сводится к заметному искажению вида 
функции Ф (а), записанной в статическом режиме. Это искажение не 
может быть полностью учтено, несмотря на то, что оно не меняет 
определенного выше класса функций Ф (а). 

В то же время особенно сильные искажения функции Ф (а) в про¬ 
цессе регулирования могут происходить в результате колебания уровня 
энергии внешнего источника питания регулятора. Следовательно, в каж¬ 
дой частной задаче невозможно строго фиксировать функцию Ф (о) и 
тем более корректно проводить и линеаризацию ее коррекции, строго 
фиксируя коэфициент линейного приближения. Приведенные рассуж¬ 
дения показывают, что в подобных задачах всегда можно определить 
функцию Ф (з) лишь с точностью ее принадлежности к классу А или 
подклассу А' функций. Этого определения будет вполне достаточно, 
если основные задачи теории автоматического регулирования решать на 
базе прямого метода Ляпунова. 
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Для окончательной формулировки задачи допустим, что возмущен¬ 
ное движение системы регулирования описывается уравнениями (17). 
Требуется найти условия, которые следует наложить на параметры 
регулятора, выполнение которых гарантирует устойчивость устано¬ 
вившегося состояния системы автоматического регулирования, описы¬ 
ваемого очевидным решением 

^ = 0,...; ^ = 0; С* = 0 

уравнений (17), каковы, бы ни были возмущения и функции Ф (а) 
класса А или подкласса А '. 


б) Построение функции Ляпунова 

Изложим метод построения функции Ляпунова для регулируемых 
систем, обладающих устойчивостью при выключенном регуляторе. 

Функции Ляпунова удобнее строить, если уравнения задачи приве¬ 
дены к так называемой канонической форме. 

С этой целью рассмотрим линейную подстановку 

*,=2с$Ч + е ($— і, ..., п). (і8) 

а=1 


Диференцируя г 3 , после исключения с помощью уравнений (17) 
величин т] а , находим: 


? = 2 2 -(“ ЯаЛ Ф(а 

а=1 [_(3=1 


Для того чтобы придать уравнениям в новых переменных канони¬ 
ческую форму 

2 5 = Х^ + Ф(з)(5=1,...,/г), (19а) 

подберем постоянные СІ^ так, чтобы удовлетворялись соотношения 

-= 2 
а = 1 

Х і = 2^і' 5) Ла (Р, 5=1,... П ), 

а=1 

где — параметры преобразования, определение которых сводится к 
следующему. 

Первые п соотношений (196) следует рассматривать как линейные 
однородные уравнения относительно неизвестных С^\ Как известно, они 
тогда лишь имеют ненулевые решения, когда их определитель равен 
нулю. 
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Таким образом, для того чтобы привести уравнения (17) к канони¬ 
ческому виду, мы должны выбрать числа X,* как корни уравнения 


Д(Х) = 


ь п —х. . 

. ... 

Ьщ- • • • 

• ■Ъпп-'Ь 


Чтобы закончить преобразование уравнений (17) остается выразить а 
через новые переменные. Для этой цели надлежит определить из соот¬ 
ношений (196) все значения и разрешить соотношения (18) отно¬ 
сительно старых переменных. При этом могут встретиться различные 
случаи в зависимости от корней уравнения Г)(к) = 0. 

Здесь будут рассмотрены лишь регулируемые системы, для которых 
корни Х 2 ,..., Х г — вещественные, Х г _|_і, ..., Х л — попарно сопряженные 
комплексные, и все простые, обладают свойством 

КеХ Л < 0 (Л = 1,..., л). 

Для краткости такие системы назовем собственно устойчи¬ 
выми. 

В этом случае преобразование (18) является неособым, вследствие 
чего можем найти 

?)а = 2 0^г к + 0.5 (а = 1,..., я). 

к =1 

С помощью этих соотношений, диференцируя величину о, получим 

а = ® ( а )> 

/г=1 


где постоянные (3 Л известны. 

Следовательно, преобразование позволяет поставить вопрос об 
устойчивости невозмущенного движения системы регуливования (17), 
описываемого очевидным решением г* = 0,..., г* п = 0, о* = 0 урав¬ 
нений (19). 

Для разрешения вопроса по прямому методу Ляпунова рассмотрим 
функцию 


•'—22 

Ь =1 1 


а к а 

X к + X/ 



( 20 ) 


где а ѵ ..., а г — вещественные, а г +ь ..., а п попарно сопряженные, 
комплексные и в остальном произвольные постоянные. 

Поскольку очевидно, что 


1 

X к + X/ 


с# 



- (Ѵ-+ х /) х ат, 
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то при любых значениях X на основании тождества 


п п СО п 

V* VI *а*/*а*/ С V 

Іи Іи Ч + х г Іи 

а=і /= і к и=і 


«аѴ * 




заключаем, что функция К принимает только вещественные и всюду 
положительные значения, обращаясь в нуль лишь в точке г* =... = 
= г* п — а* = 0. Ее полная производная такова 


ОУ. 

0і 


к=\ і=1 


\-к=\ 


2 2 а * а і*к*і -ф 2 (с)+Ф( о) 2 

=і 

І ітйл 7 (г ‘ + г ' ) 


/? = 1 /=1 


Учитывая, что 


2 2 


А = 1/=1 


п 

2 а А 

и=і 


22 тЙ &<'.+*.>-»22 


А=1 /=1 


Л=1 /=1 


а к а &к 

^к + X/ ’ 




и добавляя в правую часть выражения — величину 


получим 

аѵ_ т 

си 


± 2Ф(<з) ^ а к г к = 0, 

А=1 

+ Ф( в ) + Ф 2л * _ ^ 


2а*а< 
^ + X/ 


1 -/ с =1 ^ / г =1 Ь /=1 

Если постоянные а к определить при помощи следующего уравнения: 


Ра + 2а А 2а *2 


аі 


/=і 


^к + 


0 (к = !,...,«)> 


( 21 ) 


то полная производная примет вид 

11 


аѵ 

сіі " 


2 а ъ г ь "1" 


\-к =1 


и, очевидно, будет являться знакопостоянной функцией, принимая всюду 
отрицательные или нулевые значения. 

Итак, можно сформулировать следующую теорему, доказанную 
А. И. Лурье: если постоянные регулятора таковы, что система 
квадратных уравнений (21) в которой Х а ,..., Х^, , ф ѵ ..., р г — веще- 
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ственные, а Х г +. ь ..., Х л , Щ_і, .. ., — соответственно попарно сопря¬ 

женные, комплексные числа, имеет хотя бы одну систему решений, 
содержащую а ѵ ...,а г вещественных и а г +и • • • > а п попарно со¬ 
пряженных комплексных чисел, то установившееся состояние системы 
автоматического регулирования обладает устойчивостью в большом, 
какова бы ни была функция ср (а) класса А. 

Можно доказать, что эта устойчивость асимптотическая. 

Если среди вещественных корней окажется один, например Х 2 , рав¬ 
ный нулю, то в функции V следует опустить член а \: 2\ г и вместо 
него написать А г г\, где Л>0. В этом случае в уравнениях (21) пер¬ 
вое из них заменится уравнением А + Рі = 0, которое наложит на 
условие < 0. 

Для построения критерия устойчивости фактически нет необходи¬ 
мости решать уравнения (21), достаточно лишь найти условие их раз¬ 
решимости. Как показывают примеры, эти условия сводятся к выпол¬ 
нению п совокупных неравенств, содержащих параметры объекта регу¬ 
лирования и регулятора, входящие в постоянные (З л . 

А. И. Лурье предлагает следующую формулу для определения этих 
постоянных: 



где Л' (к к ) — производная по X определителя /)(Х\ аіѴ$(Х л )‘ — значение 
определителя О (X) при Х = Х^, в котором строка (столбец) элементов 
с номером 5 замещена числами п 1% ..., п п . 

Для краткости мы не останавливаемся на выводе этих важных 
формул, позволяющих в каждой частной задаче миновать все промежу¬ 
точные выкладки и сразу же приступить к формированию искомого 
критерия устойчивости, как только будут написаны исходные уравне¬ 
ния. 

В качестве примера приложения метода рассмотрим задачу о воз¬ 
мущенных движениях системы автоматического регулирования описы¬ 
ваемую уравнениями 

Ф + Рф 4* <7ф + ГТ) = 5 
и 

ч = ф* (о); а = аф + Щ + 0 2 ф — ~ 1 ), (22) 


где — координата, р, г, 5 — постоянные объекта регулирования, 
т] — координата регулирующего органа, а у Е, О 2 , I — постоянные регу¬ 
лятора, физический смысл которых ясен из написания а, а Ф*(о) — функ¬ 
ция класса А. Установившееся состояние системы определяется следую¬ 
щими величинами: 

ф* = _ у .« = аі ?— 

Чтобы привести уравнения (22) к форме уравнений (17) примем, 
что 

ф — ф* = т)і; ф = т| 2 ; 7) —т]* = й. 
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(22а) 



Тогда после исключения в а величины ф получим 

Т3і^*) 2 ; 

^2 = & 22 ** І 2 + ^ 21^1 + П 2 %> 

5=Ф(о); а=р 1 -г і1 +РгТІ2 — 
где 

Ьъъ = —Р\ Ь гі = —д-, п 2 = — г ( \ ф(а) = -1ф*(а); 


Т+Ш ' Рі = а ~ Ч° 2; Рг = Е- рО\ 


Составим уравнение В(к) = 0. 
Имеем 


С(Х) = 



— ^22^ ^21 > 


откуда найдем 


X} Хд - &22 ^ 0 У Х-^Хз - - Й 21 0 

и 

Л'() Ч ) = :2Х —Х А —Х 2 . (23) 


Очевидно, все корни Х^ будут иметь отрицательные вещественные 
части, если р > 0, # 0. 

Далее образуем определители Л г 1 , ІѴ 2 . 

Имеем 


*і = 


0 

1 



= — п 2 ; 


Л^2 = 


— X 

о 


^21 

п 2 


— Хя 2 , 


Применяя формулы (22), получим 

Рі = _ х 2 "Ь у Рг = _Х 2 ^ * (23а) 


В соответствии с уравнениями имеем 


Рі 


+ 2а і — 


2 а л а 2 _ 

+ Хг 


^2 “Ь 2^2 


2а г а 2 
Хі + Х 2 * 


Нетрудно показать, что эти уравнения непременно удовлетворяют 
теореме А. И. Лурье, если выполняются следующие неравенства: 

Г*=1+ф- + -| г - > 0; 

Аі А 2 

о 2 = х? + >! + р 1 х 1 + р 2 х г + 2 Х,Х,Г > 0. 
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Если воспользоваться обозначениями формул (23) и (23а), то послед¬ 
ние неравенства легко привести к следующему окончательному виду: 


Г 2 -- 


Я 4- аіг 
Я (1 + ІгО?) 


> 0 ; 


О* = _ 2 Ч - (а - дС* - рЕ + рО 2 ) + 2 дГ > 0. 


Не имея здесь возможности останавливаться более подробно на 
применении прямого метода Ляпунова к исследованию устойчивости 
систем автоматического регулирования, мы отсылаем читателя, интере¬ 
сующегося этим вопросом, к специальной литератутуре [5] — [13]. 

В настоящее время учение Ляпунова об устойчивости движения 
развилось в самостоятельную обширную дисциплину большого приклад¬ 
ного значения. 

После Ляпунова его учение получило свое дальнейшее развитие 
главным образом в трудах советских ученых и изложено в монографиях 
Н. Г. Четаева, И. Г. Малкина и Г. Н. Дубошина [2], [3], [4]. 
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ГЛАВА X 


КРИТЕРИИ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Под устойчивостью системы автоматического регулирования подра¬ 
зумевается свойство системы возвращаться к установившемуся состоянию 
после прекращения действия возмущения, которое вывело ее из этого 
состояния. 

Устойчивая линейная система характеризуется тем, что любое огра¬ 
ниченное по абсолютной величине воздействие вызывает также ограни¬ 
ченное изменение величин, характеризующих состояние системы. 

Как было показано в предыдущей главе, необходимым и достаточным 
условием устойчивости системы является отрицательность действительных 
частей всех корней характеристического уравнения. Если изображать 
эти корни характеристического уравнения на комплексной плоскости, 
то необходимое и достаточное условие устойчивости заключается в том, 
чтобы все корни были расположены в левой части комплексной 
плоскости (фиг. 2). 

Если изменяются параметры системы, то будут изменяться и коэфи- 
циенты характеристического уравнения. Корни его при этом будут 
перемещаться в комплексной плоскости и могут пройти через мнимую 
ось в правую часть комплексной плоскости, что будет соответствовать 
переходу от устойчивой системы к неустойчивой. Соотношение между 
коэфициентами характеристического уравнения, при котором по крайней 
мере пара комплексных сопряженных корней находится на мнимой оси 
(или один вещественный корень в начале координат), а все остальные 
расположены левее ее, определяет границу устойчивости. 

Граница устойчивости подразделяет совокупность значений коэфи- 
циентов характеристического уравнения и, значит, параметров системы 
на две области. Одна из этих областей соответствует устойчивости 
системы, другая — неустойчивости. 

Итак, исследование устойчивости системы сводится к определению 
знаков действительных частей корней характеристического уравнения 
его или, что эквивалентно, к установлению расположения этих корней 
на комплексной плоскости. 

Фактическое вычисление корней весьма просто лишь для характе¬ 
ристических уравнений первой и второй степеней. Общие выражения 
для корней уравнений третьей и четвертой степеней известны, но они 
громоздки и практически мало удобны. Уравнения более высоких сте- 
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пеней вообще не имеют общих выражений для корней. Поэтому важное 
значение преобретают правила, которые позволяют определить устой¬ 
чивость системы, минуя вычисление корней. С помощью этих правил, 
называемых критериями устойчивости, не только устанавливают, устой¬ 
чива система или нет, но выясняют влияние тех или иных параметров 
и структурных изменений в системе на устойчивость. 

Существуют различные формы критериев устойчивости. С математи¬ 
ческой точки зрения эти формы критериев устойчивости эквивалентны, 
так как они выражают один и тот же факт, что все корни характери¬ 
стического уравнения лежат в левой части комплексной плоскости. 
Однако с точки зрения практического применения каждый из этих 
критериев устойчивости занимает определенное место, и целесообразный 
выбор того или иного из них при решении конкретных задач позволяет 
провести исследование устойчивости наиболее простым путем. 

Ниже рассматриваются основные формы критериев устойчивости и 
приводится их простейшее обоснование. 

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

В основу критериев устойчивости, рассматриваемых ниже, может 
быть положен известный в теории функций комплексного переменного 
принцип аргумента. Для наших целей понадобится несколько видоизме¬ 
ненная формулировка принципа аргумента, точнее говоря, следствие 
принципа аргумента, доказательство которого мы и приведем. 

Рассмотрим алгебраическое уравнение #-й степени с действительными 
коэфициентами: 

й (X) = а 0 Х” + а 1 Х л ~ 1 + ... + я„_іХ + а п = 0. (24) 

Обозначив через Х 2 , Х 2 , . .., \ п корни этого уравнения, много¬ 
член І?(Х) можно представить в виде произведения простейших сомно¬ 
жителей: 

о (*) = «о а - К) (X - х 2 ) ... (X - Х„). (25) 

На комплексной плоскости X каждому корню соответствует вполне 
определенная точка (фиг. 1). Геометрически каждый корень Х і изобра¬ 
жается в виде вектора, проведенного из начала координат к точке Х^. 
(фиг. 2). Длина этого вектора равна модулю комплексного числа X., 
т. е. | Х і |, а угол, образованный вектором с положительным напра¬ 
влением, — действительной оси, аргументу или фазе комплексного числа 
X,, т. е. аг^Х г Величины (X — X.), входящие множителями в В (X), 
геометрически изображаются векторами, проведенными из точек Х^. 
к точке X (фиг. 3). Этот вектор не что иное, как разность двух век¬ 
торов, соответствующих X и X.. Положив X =/о) в В (X), получим 

о (/<“) = «о (У® — Х і) (У® — Х 2 )... (/© — х л ). 

Концы элементарных векторов (/со — X.) будут находиться на мнимой 
оси (фиг. 4) в точке Х=/о). В (/о>) — вектор*, равный произведению 
элементарных векторов (/Ъ — X.) и действительного числа а 0 . Модуль 
этого вектора равен произведению модулей элементарных векторов и а 0 : 

|О(Л»)| = а 0 |уо> — Х а | |/<о — Х 2 | ... 1/ш — Х„|, 
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а аргумент или фаза его равна сумме аргументов элементарных векторов: 

агд О (До) = аг§ 0® — х і) + аг? О — \) + • • • + агд О — Х л ). 

Условимся считать вращение векторов против часовой стрелки поло¬ 
жительным. Тогда при изменении со от — оо до оо каждый эле^ен- 



Фиг. 2. Расположение корней Фиг. 2 аг. Модуль и фаза А/, 

характеристического уравнения 
устойчивой системы. 


тарный вектор (/<*) — X.) повернется на угол 4- тс, если его начало (ко¬ 
рень X.) лежит в левой части комплексной плоскости X, ина угол — тс, 
если его начало (^корень X*) лежит в правой части комплексной пло- 



Фиг. 3. Элементарный вектор Фиг. 4. Элементарные векторы 
(Х-х,). (У®-*/). 


скости X (фиг. 5). Предположим, что уравнение В(Х) = 0 имеет т 
корней в правой части плоскости X и, следовательно, п — т корней 
в левой части комплексной плоскости. Тогда при возрастании ш от 
— оо до оо изменение аргумента вектора Л (/о)) или угол поворота В (усо) 
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{равный сумме изменений аргументов элементарных Векторов) будет 
равен 

Д аг^ /3 (уа)) = (/2 — т) тс — тк = (п — 2т) к. (26) 

—©о<со<оо 

Отсюда следует теорема: 

Изменение аргумента В (уш) при возрастании со от — оо оо 
равно разности (п — т) между числом корней уравнения В(к) = О, 
лежащих в левой части плоскости X и числом (/тг), корней уравнения , 

лежащих в правой части плоскости X 
умноженной на тс. 

Эта теорема является следствием прин¬ 
ципа аргумента. 

Отметим здесь же необходимое условие 
отрицательности действительных частей кор¬ 
ней уравнения /)(Х) = 0. 

Так как для действительных корней 

х /=— «і 

(Х-Х,.)=(Х + а,.), 

а для сопряженных комплексных корней 

К ж = — 1 ь ± уЧ 

(X — X,) (X — Х /+1 ) = (X + а, — /№,) х 
X (X + а, + /«>,.) - ( х + */) 3 + Ч 

то после подстановки (X — X.) в В{\) ура¬ 
внения (25) и раскрытия скобок получим 
при а 0 > 0 многочлен с положительньгми коэфициентами *. Кроме того, 
очевидно, что если все коэфициенты положительны, то уравнение 
В (X) = 0 заведомо не может иметь отрицательных действительных 
корней. 



Фиг. 5. Изменение аргумен¬ 
тов — и (усо — \ к ) 
при возрастании со от — сю 
до + оо. 


2. КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ МИХАЙЛОВА 

Критерий устойчивости Михайлова является геометрической интер¬ 
претацией соотношения (26). Для доказательства критерия Михайлова 
рассмотрим характеристическое уравнение системы (24) 

В (X) = а^к п а^к п ~^ -}- . .. -|- а п —\к -|- ап = 0. 

Если все корни этого уравнения лежат в левой части комплексной 
плоскости X и, значит, в правой части плоскости корней нет, то т =*= б 
и согласно формуле (26) 

Д аг^ В (уо>) = ятс. 

— оо со <; оо 

Таким образом, это условие соответствует устойчивости системы. 
Отсюда заключаем, что система автоматического регулирования бу¬ 
дет устойчива, если при возрастании ш от — оо до со изменение 
аргумента вектора В (уЪ) будет равно пъ, где п — степень уравне- 


1 Если то без нарушения общности можно й (X) — Оу множить на—1* 
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ния В (X) = 0. Нетрудно видеть, что пк — это наибольшее изменение 
аргумента (о). 

При изменении а) от — сю до сю вектор В (/о>) на комплексной 
плоскости В опишет своим концом кривую, которая называется харак¬ 
теристической кривой или годографом вектора О (/о)). 

Уравнение характеристической кривой можно найти подстановкой 
Х=у(о в многочлен В (к): 

В (уа>) = а 0 (у‘(о) Л + а х (уш)' 7 — 1 + .. . + а п - 1 (уо>) + а п . (27) 

Отделяя действительную и мнимую части в формуле (27), полу¬ 
чаем 

В (» = и (<*>) +]ѵ (<*>), 

где 

и (о>) = а п — а л _ 2 о) 2 + ^л- 4 ^ 4 — . • - ; 1 

ѵ (<о) = а л _і(о — а п - 3 о) 3 + а л - 5 <» 6 — • • • I 

Действительная часть а (ю) является четной функцией, 
ѵ (о>) — нечетной функцией о>, т. е. 

и ( — а)) = и (а)); «с/ ( — а)) = — ѵ (о)), 

поэтому для отрицательных значений о> 

В (—уо)) = и (а)) — ]Ѵ (а>), 

отсюда заключаем, что характеристическая кривая симметрична 
относительно действительной оси при о) и —со. Поэтому при построе¬ 
нии характеристической кривой можно ограничиться лишь положительными, 
значениями со от 0 до оо, при этом угол поворота вектора В (/со), т. е. 
изменение аргумента В (уо>), уменьшится вдвое, и, следовательно, крите¬ 
рий устойчивости можно сформулировать следующим образом: 

Система автоматического регулирования будет устойчива , если 

7С 

при возрастании а) от 0 до оо вектор В ( ую) повернется на угол п , 

где п — степень уравнения В (X) = 0 , или , то же самое , если 
характеристическая кривая при изменении ы от 0 до оо; начиная 
с положительной действительной оси , обходит последовательно 
в положительном направлении (т. е . против часовой стрелки) п квад¬ 
рантов . 

В такой форме критерий устойчивости был предложен А. В. Михай¬ 
ловым в 1938 г. П]. 

На фиг. 6 изображены характеристические кривые для я=1, 2, 3, 
4, 5, соответствующие устойчивым системам, а на фиг. 7 — характе¬ 
ристическая кривая для п = 4, соответствующая неустойчивой системе. 

Очевидно, что характеристическая кривая при изменении о> от 0 до оо 
будет обходить п квадрантов в положительном направлении, если 
и (0) > 0, ѵ' (0) > 0 и уравнения 

и(ш) = 0; ѵ (о)) == 0 

имеют все действительные и перемежающиеся корни, т. е. если между 
каждыми двумя соседними корнями ѵ (о)) = 0 [и (ш) = 0] лежит один 
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(28) 

(29) 
а мнимая 



корень и (о>) = 0 [ѵ (со) = 0]. Так, например, при п = 4 случай, графи¬ 
чески изображенный на фиг. 8, соответствует устойчивой системе, а на 
фиг. 9 — неустойчивой системе. 

Система будет находиться на границе устойчивости, если характе¬ 
ристическая кривая при некотором значении а) = со 0 пересекает начало 
координат, обходя при этом ( п —1) квадрантов. 



Фиг. 6. Характеристические кривые Фиг. 7. Характеристическая 

устойчивых систем (/2=1, 2,3, 4, 5). кривая (п = 4) неустойчи¬ 

вой системы. 


В этом случае со 0 является одновременно корнем уравнений 
й(о)) = 0; ѵ(ю) = 0. 

Способы построения характеристической кривой могут быть раз¬ 
нообразны. 

Характеристическую кривую можно построить по уравнениям (29), 
задаваясь последовательно значениями со и вычисляя и (со) и 'у(со). 



Фиг. 8. Действительная и мнимая Фиг. 9. Действительная и мнимая 

части характеристической кривой части характеристической кривой 

(п = 4) устойчивой системы. (п = 4) неустойчивой системы. 


При этом может оказаться удобной следующая методика вычисления, 
которая избегает возведения в степени со = со 2 . 

Представим О (X) в виде 

О(Х) = (Х2 + ( 0 2)Л 1 (Х) + ^_ 1 Х + & л , (30) 

где (X) = & 0 Х Л ~ 2 & 1 Х Л—3 Ъ п -і X -)- Ь п -2 — многочлен степени 

п — 2, а Ь„-{к + Ь п — остаток от деления В (X) на О х (X). 
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Если в формуле (30) подставить X — /(Ор то первое слагаемое в пра¬ 
вой части обратится в нуль, и 

В (/о^) = Ьп-і®! -(- Ь п , 

откуда получаем 

и (од) = Ь п \ ѵ (а^) = Ь п - і(о г 

Таким образом, вычисление действительной и мнимой части В (/а^) 
сводится к вычислению коэфициентов Ь п и Ь п -\. 

Для этой цели подставим выражения В (X) и В г (X) в формулу (30) 
и приравняем коэфициенты при одинаковых степенях X. Тогда легко 
получить выражения, определяющие коэфициенты Ъ ь через а 1 и а^: 

Ь 0 == а 0 1 
~ а 1> 

^2 = а 2—^0У 

Ь 3 — а д 


Ьп-і = а п - 1 — <ь\Ь п -ъ, 

Ь п = а п — о>1Ь п -2. 

Эти выражения позволяют простейшими арифметическими операциями 
последовательно определить Ь 0 ; Ь ѵ Ъ ѵ ... и, наконец, Ь п -\ и Ь п . 

Практически вычисления удобно производить по расчетной схеме, 
представленной в виде таблицы. 



а 0 

а і 

а 2 

. . . 

а п -2 

а п -1 

а п 

«? 

— 

— 

о 

о 

СѴ> Г— 

3 

1 

. . . 

-«г 

СІТН 

3 

1 

— ш \ ь п-г 


2 

ШШ 

т 

ь 2 

ив 

& л-2 

Ь п -\ 

Ь п 


3^ 

II 

3^ 

т 

•ъ 8 

Ь„ = и (<о а ) 


Коэфициенты Ь получаются алгебраическим сложением коэфициентов 
аь и — о> 2 й *-2 в каждой графе. 

Весьма часто удобно строить характеристическую кривую геометри¬ 
ческим способом, использующим специфику характеристических уравне¬ 
ний систем автоматического регулирования. 

Характеристическое уравнение можно представить в виде 

в (\)=о р (Х)+Л* Р (Х)= па, (X) + пи, (X) = о. 

* И і = 1 /=1 

Уравнением характеристической кривой в этом случае будет 
ОС/іо)=О р (усо)+Ж р О'а>)= П <*,(/©) + Пк,(і< о). 

І = 1 І—\ 


16* 
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Годографы а й (/(о) и ^(/(о) имеют простой вид для типовых звеньев 
системы регулирования. 

Для построения характеристической кривой /)(/(*)) нужно: 

1) построить характеристическую кривую 

О р (;о>) = Па ь (» 

простым перемножением векторов (/<*>) для каждого значения со; 

2) построить характеристическую кривую 

і 

м О) = п &1 О) 
ѵ *=1 

аналогичным образом; эта кривая обычно имеет простой вид; 

3) сложить векторы, соответствующие характеристическим кривым, 

и М р {] со) для каждого значения <о. 

Для простейших одноконтурных систем М р (/а>) = К постоянно, и 
поэтому последние два этапа заменяются простым смещением характе¬ 
ристической кривой вправо параллельно мнимой оси на величину К. 

Существует еще целый ряд геометрических способов построения 
характеристической кривой, но мы их здесь не будем касаться. 

3. КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ РАУСА И ГУРВИЦА 

Как было показано выше, из основного соотношения, определяющего 
устойчивость системы регулирования, 

А аг^ О (/(о) = пк 
— 00 < 0)-<00 

следует, что корни уравнений и(а)) = 0 и ѵ(оу) = 0 должны быть ве¬ 
щественными и должны чередоваться и что значения и( 0) и ѵ' (0) 
должны быть положительными. Условия, при которых это имеет место, 
можно найти не в виде кривой, как это дает критерий Михайлова, 
а в аналитической форме, выразив их через коэфициенты характери¬ 
стического уравнения. Такие критерии устойчивости были предложены 
Раусом (1875 г.) и Гурвицем (1895 г.). 

Наметим путь получения этих критериев и приведем формули¬ 
ровку их. 

Предполагая, что степень характеристического уравнения п — четная, 
запишем действительную и мнимую части О (/оу) в виде 

и (<ю) = + (а 0 о) л — а 2 (й п ~ 2 + а 4 <о л ~ 4 — ... + а п )> 
ѵ (а)) = + (а г (о п ~ 1 — а 3 (о п ~ 3 + а б о) л ” 5 — ... + а п- і<*>). 

Так как п — четное, то степень действительной части больше на 
единицу степени мнимой части г . 


1 Если степень характеристического уравнения нечетная, то можно умно¬ 
жить Б С/о>) на /, и тогда действительная и мнимая части поменяются ролями, 
причем действительная часть /О (/со) изменит знак на обратный. Окончатель¬ 
ный результат при этом останется без изменений. 
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Обозначим 


и (а)) = и и ѵ (о)) = и ѵ 

Разделим и на и г и у остатка и 2 изменим знак, тогда 

и = — я 2 , 

где — некоторый многочлен. 

Разделим а х на и 2 и у остатка и 3 изменим знак: 

= ^2^2 Ч' 


Продолжая этот процесс до тех пор, пока и л _і разделится на и 
нацело, получим 


«2 = «зЗз — «4! 

И/і— 2 == —1 /г—1 Ч п \ 

и л _і = и я д„*. 


п 


Ряд и, и 2 , и 2 , ... и л называется обобщенным рядом Штурма. 

Можно показать [2], [3], что если степени многочленов этого ряда 
отличаются на единицу и старшие коэфициенты имеют чередующиеся 
знаки, то и (а)) = 0 и ѵ (а>) = 0 имеют все вещественные и чередую¬ 
щиеся корни, т. е. 

А аг^ В (усо) = яте, 

—оо<со<оо 


что эквивалентно устойчивости системы г . 
Произведя указанное деление, получаем 


«2 = ± — С 23 Ш "' 4 + С 3 » и)Л ~ 6 ' 


где 


С п — 


- -і- Ѵ^ІЗ 

Яі&2 — д 0#3 


аі 


и 23 — 
— “Г” ( /ѵ . —3 . 


где 


<Д4 


«3 = + ( С 14' 
с 13 д 3 — ^1 с 23 


^23^ “Г ^33“ 

д 1^4 — Д 0 Д 5 . 
аі 

-с 24 іо«- 5 -і-с 34 ю' 


и 33 * 

п—7 _ 


с 13 


ь 24 ■ 


_ с 13 д б — а 1 с ЪЗ . 

с 13 9 


^34 ' 


а 1 а 6 — д рД7 
а г 

о. 

^13^7 ^1^43 

с 13 


где 


и ів 


«4 = ± ( С 15“"~ 4 — Саб' 0 " - ® + С 36 0> П-8 

С14С43 — С13С44 


. с 14 с 2 3 С 13 С 24 . ,, _С14С33-С 13 С 3 4 ^ „ 

’ С 25— ^ , С ЗБ- 


си 


си 


и т. д. 

Коэфициент вы определяется общей формулой 


Ск,1= 


с \, 1-1 с к+\,і-2 ~ с 1, 
с 1, 1-1 


і - 2 с к+ 1, I-1 

♦ 


(31) 


* и п есть наибольший общий делитель и и и х . Если и и щ взаимно просты, 
то и п =а сопзі. Далее это предполагается выполненным. 

1 Если п нечетно, то старшие коэфициенты должны иметь одинаковый 
знак. 
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или 

где 


Ск, і = г*4-і,*-2 — ГмСь+и і-і. 


П - 1 


С 1 , 1-2 
С 1, 1-1 


(32) 

(33) 


Вычисление этих коэфициентов может быть очень просто осуще¬ 
ствлено без фактического выполнения деления, если воспользоваться 
схемой вычисления, предложенной Раусом в виде следующей таблицы. 



Ч 

Ч 

а 4 

Ч 

а х 

«3 

*І 

«5 


г — а ° 

Г °“^Г 

с із — Ч — г о Л з 

с 23 = Ч — Г 0 Л 5 

^33 “ Ч - г 0 а 7 

С43 = Ч — г 0 а 7 

и 

Си = Ч - г 1 с 23 

с 24 = Ч — Г 1 с 33 

с 34 ~ а 7 г 1 с 43 

СО 

с 

1 

о> 

II 

о 1 

и 

& 1» 

С 1 Ъ = С 2 Ъ — Г 2 С 24 

С 2Ь = с 33 — г 2 С 34 

с 35 = с 43 — г 2 е 44 

с 4б = с 44 - Г 2 С Ь4 







В первой и второй строках таблицы выписываются коэфициенты 
уравнения с четными и нечетными индексами соответственно. Коэфици¬ 
енты в остальных строках вычисляются по следующему правилу, кото¬ 
рое следует из выражений (32) и (33). 

Чтобы найти й-й коэфициент /-го ряда таблицы (с*,/), нужно из 
(&-|-1)-го коэфициента і — 2 строки (Ск+\, і-ъ) вычесть произведение 
гі-і на (&-|-1)-й коэфициент (/—1)-й строки (сь+\ % ,-_і), где г/_і есть 
отношение первого коэфициента (/ — 2)-й строки (с\, 1-2) к первому 
коэфициенту (/— 1)-й строки (сі, *_і), постоянное для каждой /-й строки. 

На основании свойств ряда Штурма, о котором мы упомянули выше, 
критерий устойчивости Рауса можно сформулировать следующим 
образом: 

Для того чтобы система была устойчивой необходимо и доста¬ 
точно , чтобы все коэфициенты первой графы таблицы Рауса были 
положительными т . е . а 0 >0; а г > 0; с 13 >0; с и > 0; ... сі, „_|_і > 0. 

Критерий Рауса особенно удобен в тех случаях, когда коэфициенты 
характеристического уравнения заданы численно. 

Вычисление коэфициентов таблицы следует производить, начиная 
с третьей строки, в порядке возрастания их номеров. При этом' любую 
строку можно умножать и делить на любое положительное число. 

Пусть задано, например, характеристическое уравнение 

О (X) = 0,104Х 7 + 0,ЗЗХ 6 + 5,5Х б + 15,5Х 4 + 25Х 3 + 25Х 2 + 

+ 19,7X4-9,5 = 0. 
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Составляем таблицу Рауса. 


го = 0,315 
Гі = 0,55 
г 2 = 0,1 
г 3 = 0,386 
га = 1,6 


До = 0,104 

#2 — 5,5 

я 4 = 25 

«6= 19,7 

СО 

со 

о 

II 

1 ? 

йд = 15,5 

а ь = 25 

д 7 = 9,5 

0,6 

17,1 

16,7 

0 

6,0 

15,8 

9,5 

0 

15,52 

15,75 

0 

0 

9,7 

9,5 

0 

0 

0,55 

0 

0 

0 

9,5 

0 

0 

0 


Так как все коэфициенты первой графы положительны, то все корни 
характеристического уравнения имеют отрицательные действительные 
части, и соответствующая система устойчива. 

Иная форма критерия устойчивости, наиболее распространенная 
в технической литературе, известна под названием критерия Гурвица. 
Критерий Гурвица легко получить из критерия Рауса. 

Для этой цели выразим коэфициенты с\ь в виде определителей 


с 


13 


с и — 

и в общем случае 1 


с і2 — а і — ^1» 

I а і а о I 

#1 Д 2 — ДрДв _ 1 #З а 2 1 _ ^2 . 

а х ~ а х ~ Д 2 ’ 


а I а 1 а 0 I 

3 1 «3«2 I 

— д х 

1 а і а 4 1 

Яіа 0 0 

аф^аі 

#5#4#3 

_ д з 

1 

аіао\ 

1 а \ а ъ 1 

Д 2 

1 

а д а 2 1 

1 а г а 2 1 



^к—1 




С 'Ь— Л » 




(34) 


где Д*(&=1, 2, .. .) — определители Гурвица, получаемые из таблицы 



(35) 


1 Это нетрудно показать, применяя метод полной математической индукции. 
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отчеркиванием строк и граф, причем все коэфициенты с индексами, 
большими, чем степень уравнения п, заменяются нулями. Эта таблица 
составляется по простому правилу. По диагонали выписываются коэфи¬ 
циенты характеристического уравнения, начиная с а ѵ Строки этой 
таблицы, начиная с диагонали, заполняются коэфициентами влево по 
возрастающим, а вправо — по убывающим индексам. 

Согласно критерию Рауса необходимым и достаточным условием 
устойчивости является 

■— #0 ^ 0 , ^22 -^ 0 * ^13 6 * ... у С\' п-\Л 

Этим неравенствам, как следует из соотношения (34), эквивалентны 
неравенства 

а 0 > 0; Лі > 0; Д 2 > 0,... ; Д„ > 0. 

Таким образом, критерии Гурвица можно сформулировать так: 

Для того чтобы система была устойчива , необходимо и доста - 
точно, чтобы выполнялось неравенство а 0 > 0 и определители Гур¬ 
вица Ді, Д 2 , ... , Д л были положительными . 

Для уравнений высоких степеней порядок определителей возрастает, 
и практическое вычисление их обычным путем становится крайне гро¬ 
моздким. 

Иные способы вычисления определителей Гурвица, например сведе¬ 
нием предпоследнего определителя к диагональной форме, по существу 
приводит к схеме вычисления Рауса. Таким образом, критерий Рауса 
дает весьма простой способ исследования устойчивости систем в тех 
случаях, когда степень характеристического уравнения высока (напри¬ 
мер, п > 5) и коэфициенты его заданы численно. 

Для систем, характеристические уравнения которых имеют низкую 
степень (п < 4), условия устойчивости можно записать в общей форме 
в виде простых буквенных неравенств. 

Приведем условия устойчивости для систем с характеристическими 
уравнениями второй, третьей и четвертой степеней; эти условия выте¬ 
кают из критерия Рауса или Гурвица: 

п = 2 

я 0 >°; Яд ^ 0» #2 ^ 0» (36) 

п = Ъ 

а 0 сі\ 0 , #2 ^ «з > 

п — 4 

а 0 >0; Яі>0; а 2 >0; я 3 >0; а 4 > 0; 

а 1 а 2 а в — а 0 а 2 — а 2 а 4 > 0. 

Для п = 2 условием устойчивости является лишь положительность 
коэфициентов характеристического уравнения. 

Для п — Ъ и п — 4 положительность коэфициентов характеристиче- 
кого уравнения недостаточна. 

Кроме этого, коэфициенты должны удовлетворять дополнительным 
неравенствам. 
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При п > 5 число подобных дополнительных неравенств возрастает 

Из структуры построения Д я и с\ у л _|_і следует, что 

Сі, п+ 1 = ^- = я л и Д„ = а я Д я _1. 

Если приравнять Д я нулю, то мы получим уравнения границ устой¬ 
чивости 

а п = 0; Д л _і = 0. (39) 

Первая граница соответствует наличию у характеристического урав¬ 
нения нулевого корня (Х с = 0). Вторая граница соответствует наличию 
у характеристического уравнения чисто мнимых корней (Х = +/(о). 
Уравнения (39) разбивают пространство параметров на ряд областей. 
Область, в которой выполняются все остальные неравенства (Д* > 0 
или С\ } ь > 0), соответствует устойчивости, все остальные области со¬ 
ответствуют неустойчивости. 

Если система находится на границе устойчивости, так что Д я _ 1 = 0, 
то граничная частота может быть найдена по формуле 

2= ^Л_ і= _а^. 

V 2 

где С\ % п - 1 — коэфициент, определяемый из таблицы Рауса. 

4. ЧАСТОТНЫЙ КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
НАЙКВИСТА — МИХАЙЛОВА 

Частотный критерий устойчивости, первоначально разработанный 
в 1932 г. Найквистом для исследования усилителей с отрицательной 
обратной связью, был обоснован, обобщен и впервые применен в тео¬ 
рии автоматического регулирования А. В. Михайловым [1]. 


*вх 



Фиг. 10. К определению амплитудно-фазовой характеристики. 

Этот критерий отличается от приведенных выше тем, что он позволяет 
судить об устойчивости систем по амплитудно-фазовой характеристике 
разомкнутой системы, которая может быть получена и эксперименталь¬ 
ным путем. 

Частотный критерий устойчивости богат физическим содержанием. 
Он связывает свойства разомкнутой системы со свойствами замкнутой 
системы. 

Разомкнем систему автоматического регулирования и подадим на 
вход этой системы гармоническое возмущение с частотой со и постоян¬ 
ной амплитудой х вх (фиг. 10). 
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Если разомкнутая система устойчива, то с течением времени сво¬ 
бодные колебания в ней исчезнут и останутся вынужденные (установив¬ 
шиеся) колебания той же частоты, но с измененной амплитудой и фазой 
(фиг. 10), которые, естественно, зависят от частоты о) и параметров 
системы. 

Амплитуда и фаза этих установившихся колебаний определяются 
амплитудно-фазовой характеристикой разомкнутой системы, которую 

можно вычислить, исходя из диферен- 
циальных уравнений или передаточной 
функции системы, как это было ука¬ 
зана в предыдущих главах. Если пере¬ 
даточная функция разомкнутой системы 
равна 



и(ш) 


№(Х): 


М р (\) 


Фиг. И. Годограф амплитудно¬ 
фазовой характеристики. 


Ор<1У 

то, подставляя в нее X = /ю, находим 

Ѵ7 (/о) можно записать в виде 
ѴР (/со) =і/(<о)+ ] 1/(о)), 


если отделить действительную и мнимую части, или 


№ (/<о) = А/(ш) е ' 0 (ш) , 
где 

Н (со) = і/’С/ 9 (ю)+Ѵ*(о>) 
представляет собой модуль, а 

Ѳ (со) = агсій' 

фазу. 

Выражение \Ѵ (ую) показывает зависимость относительного измене¬ 
ния модуля и фазы выходной величины разомкнутой системы по отно¬ 
шению к модулю и фазе входной величины. Поэтому часто \^(о)) назы¬ 
вают амплитудно-фазовой характеристикой. Значения Н (о)) и Ѳ (о)) 
можно отложить в полярной системе координат в виде вектора. Кривая, 
описываемая концом этого вектора, при изменении ш от 0 до оо назы¬ 
вается годографом амплитудно-фазовой характеристики (фиг. 11). Годо¬ 
граф амплитудно-фазовой характеристики может быть также изображен 
в декартовой системе координат і/( со), V (ю). Годограф амплитудно¬ 
фазовой характеристики совмещает в себе две характеристики: ампли¬ 
тудно-частотную и фазо-частотную. Первая из них называется также ре¬ 
зонансной кривой. 

физический смысл критерия устойчивости Найквиста — Михайлова со¬ 
стоит в том, что он позволяет по годографу амплитудно-фазовой характе¬ 
ристики разомкнутой системы судить об устойчивости замкнутой системы, 
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Рассмотрим функцию ср (уо>), связанную с (/со) простым соотно¬ 
шением 


? 


(/«>)= 1 + ^0) = 


Р/7 (/<*>) + Мр (/<») 

о Р и<*) 


Р/7 ОМ ‘ 


Знаменатель этой функции представляет собой характеристическую 
кривую разомкнутой системы, а числитель — характеристическую кривую 
замкнутой системы. 

Предположим, что разомкнутая система устойчива. Устойчивость 
разомкнутой системы часто можно установить без всяких вычислений 
непосредственно по схеме системы. Так, например, разомкнутая система, 
состоящая из устойчивых звеньев и не содержащая обратных связей, 
заведомо устойчива. 

Если разомкнутая система устойчива, то изменение аргумента О р (/о)) 
при возрастании ш от 0 до оо будет равно 

Даг§Д.(/о>) = й|-, 

0<со<оо ^ 


где п — степень характеристического уравнения разомкнутой системы 
Л р (Х) =0, совпадающая, очевидно, со степенью характеристического 
уравнения замкнутой системы 1 

/)(Х) = Я р (Х) + М р (Х). 

Изменение аргумента О (/о)) при возрастании ш от 0 до оо в общем 
случае равно 


А аг^ В (уа>) = ( п — 2т) — , 

0<С со < оо ~ 


где 


т — число корней характеристического уравнения О (X) — 0, ле 
жащих в правой части комплексной плоскости. 

Изменение аргумента 


ср (/Со) = 


Ор О) 


при возрастании и от 0 до оо равно разности изменений аргумента 
й (/си) и О р (/со), т. е. 

Д агд ср (/іо) = Даг§ й (/со) — Д аг§ О р (/со) = 

0 ^ со ^ оо 0 <1 со < со О^со^оо 


= (п — 2т) ~ - пи г. 


Система будет устойчива, если т = 0, т. е. если 


А аг^ ср (/ш) = 0. 

0<!со ^с5о 


Изображая на комплексной плоскости ср (/а)) при изменении со от 0 
до оо, замечаем, что вектор ср (/ю) опишет угол, равный нулю, лишь 


1 Это следует из того, что степень числителя М р (X) передаточной функции 
в реальных системах не может превосходить степени знамена- 


ІР(Х) 


ОрО) 


теля. 
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в том случае, когда этот годограф не охватывает начала координат 
(фиг. 12). Но от годографа ср(уа)) легко перейти к годографу 1Г(/о)) 
т. е. к амплитудно-фазовой характеристике (фиг. 13), которая пред-, 
ставляет собой ту же кривую, но сдвинутую на единицу влево. В пло¬ 
скости 1Р(/а>) начало вектора ср (/со) находится в точке—1,/0, а конец 
вектора при изменении а) скользит по амплитудно-фазовой характери¬ 
стике. Изменение аргумента ср (/со) будет равно нулю, если точка — 1,/0 
будет находиться вне амплитудно-фазовой характеристики. Отсюда и 
следует формулировка частного критерия устойчивости: 

Система автоматического регулирования будет устойчивой , если 
амплитудно-фазовая характеристика ]Ѵ (уЪ) не охватывает 
точки — 1,уО. 

При рассмотрении многоконтурных систем или систем, содержащих 
неустойчивые звенья, разомкнутая система может оказаться неустойчи- 



Фиг. 12. К доказательству ча- Фиг. 13. Амплитудно-фазовая 

стотного критерия устойчиво- характеристика, соответствую- 

сти. щая устойчивой системе. 


вой. Естественно, что для такой разомкнутой системы возможность 
экспериментального определения амплитудно-фазовой характеристики 
исключена. Однако ее можно вычислить по уравнениям системы и затем 
по этой характеристике судить об устойчивости системы. В этом слу¬ 
чае изменение аргумента О р (/ю) при возрастании го от 0 до оо будет равно 

Д агд ОрС/'ш) = (й — 2 Р х ) , 

где Р г — число корней характеристического уравнения разомкнутой си¬ 
стемы й р (X) — 0, лежащих в правой части плоскости X. 

Если замкнутая система устойчива (Р— 0), то на основании прин¬ 
ципа аргумента 

ДагдО(/<о) = й-| 

0<Ш<оо * 

и, следовательно, 

Д аг& ср (/со) = Д аг& О (/со) — Д аг& (/©) = 

0<О)<оо 0<О)<оо 0<(О<«о 

= «у-(л-2Р 1 )| = Р 11 с = §2іс. 
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Продолжая рассуждения, аналогичные приведенным выше, приходим 
к следующей формулировке критерия устойчивости для этого случая. 

Система автоматического регулирования будет устойчивой , если 
амплитудно-фазовая характеристика охватывает точку — 1,у*0 

в положительном направлении раз . При р г — 0 получаем прежний 
результат . 

Рассмотрим еще один важный для приложения случай, когда при 
(о=;0 амплитудно-фазовая характеристика обращается в оо (фиг. 14). 
Такой частотной характеристикой обладают астатические системы регу¬ 
лирования, следящие системы и вообще системы, содержащие интегри¬ 
рующие звенья. 




Фиг. 14. Амплитудно-фазовая Фиг. 15. Изменение X. 

характеристика разомкнутой 
нейтральной системы (ѵ = 1). 

Для подобных разомкнутых систем характеристическое уравнение 
имеет корни, лежащие в начале координат, т. е. корни, равные нулю, 
и оно может быть записано в виде 

в р (к) = в 1 №\ 

где ѵ — целое число и Л 1 (Х) = 0 не имеет корней, равных нулю. 
Характеристическая кривая 

О (» = (/со) (/со)" 

при (о = 0 касается начала координат, и поэтому изменение аргумента 
й (/со) при со = 0 становится неопределенным. Для того чтобы освобо¬ 
диться от этой неопределенности, будем полагать в многочлене /) р (Х) 
при X > О X =уо), а при X, близком к нулю. 

Это эквивалентно тому, что X изменяется вблизи Х = 0 по дуге 
бесконечно малого радиуса (лежащей справа), а затем по мнимой оси 
Х=уо) (как показано на фиг. 15). 
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При изменении X изменение аргумента Б р (Х) будет таким же, как 
и в случаях, рассмотренных выше, и формулировка критерия устойчи¬ 
вости останется без изменения. 

Вид годографа частотной характеристики 


И7 (/<*>) 


М р С/о>) 

Яі(/»)С/«) Ѵ 


при изменении X вдоль мнимой оси, т. е. при изменении а) от 0 до оо, 
будет совпадать с фиг. 14. При изменении X вдоль дуги бесконечно 

малого радиуса, т. е. малых X, 

А ѵ г 

где к — отношение коэфициентов 
при нулевой степени в 
многочленах М (X) и 
О, (X). 

Следовательно, при г-*0 и 
~ > ф > 0 величина Ѵ7 (X) будет 

изменяться по дуге бесконечно 
большого радиуса, описывая 

угол ѵ~(фиг. 16) (здесь ѵ=1). 

Для устойчивости системы 

Фиг. 16. Амплитудно-фазовая характе- точка —1,/0 должна находиться 
ристика разомкнутой нейтральной си- ^ 

стемы, дополненная дугой бесконечно вне амплитудно-фазовой характе- 
большого радиуса. ристики, дополненной дугой бес¬ 
конечно большого радиуса 

^или охватываться ~ раза Амплитудно-фазовая характеристика, изо¬ 
браженная на фиг. 16, соответствует устойчивой системе, если точка—1, /0 
лежит вне ее. 

Для практического применения удобнее использовать несколько иную 
формулировку критериев устойчивости, которая позволяет избежать 
непосредственного подсчета изменения аргумента. 

Изменение аргумента ср (уЪ) при возрастании со от 0 до оо будет 
равно нулю , если число переходов 1Г(/о)) через отрезок действитель¬ 
ной оси (— оо, — 1) с верхней полуплоскости в нижнюю и с нижней 
полуплоскости в верхнюю равны между собой. Это изменение аргу¬ 
мента будет равно + если разность между ними равна 



Называя переход ]Ѵ (/<о) (с возрастанием о) через отрезок действи¬ 
тельной оси (—оо, —1) с верхней полуплоскости в нижнюю положи¬ 
тельным, а с нижней полуплоскости в верхнюю — отрицательным, уста¬ 
новленные выше критерии устойчивости можно сформулировать следую¬ 
щим образом: 

Система автоматического регулирования будет устойчивой , если 
разность между положительными и отрицательными переходами ам¬ 
плитудно-фазовой характеристикой отрезка действительной оси 
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р 

(— оо, — 1) равна -~ 9 где Р х — число корней с положительной действи¬ 
тельной частью характеристического уравнения разомкнутой си¬ 
стемы *. 

В частном случае при Р х = 0, что соответствует устойчивой или 
нейтральной разомкнутой системе, приходим к выводу, что замкнутая 
система будет устойчива, если разность между положительными и отри¬ 
цательными переходами амплитудно-фазовой характеристики отрезка 
действительной оси (— оо, — 1) равна нулю. 

Применение критерия в такой формулировке крайне просто. В точках 
перехода амплитудно-фазовой характеристикой отрезка действительной 
оси (—оо, — 1) нужно 
проставить стрелки, на¬ 
правленные в сторону 
возрастания а), и под¬ 
считать разность между 
числом стрелок, направ¬ 
ленных вверх и вниз. Так, 
например, для ампли¬ 
тудно-фазовой характе¬ 
ристики, изображенной на 
фиг. 17, имеем 2—1 = 1, 
и если разомкнутая си¬ 
стема неустойчива и Р 2 = 

=2, то замкнутая система 
будет устойчивой. 

В последнее время 
получил распространение 

критерий устойчивости, основанный на рассмотрении обратной ампли¬ 
тудно-фазовой характеристики, 

1 Рр (До) 



и{и) 


Фиг. 17. Иллюстрация ко второй формулировке 
критерия устойчивости. 


\Г- 1 (/о)) = 


Ц7(/со) М р (]<»)' 


Так как обычно степень В р 0<) выше степени М р (к), то построение 
обратной амплитудно-фазовой характеристики И7- 1 (уЪ) оказывается 
проще, чем № (/<*>). Кроме того, обратная амплитудно-фазовая характе¬ 
ристика может быть весьма просто непосредственно использована при 
анализе качества систем. 

Для доказательства критерия устойчивости применительно к обрат¬ 
ной амплитудно-фазовой характеристике воспользуемся известным свой¬ 
ством инверсии. 

Так как 


«7 -1 (/и>)= 


1 


1 


„-/в Н 


IП» Я(о>) 


то отсюда следует, что модуль обратной амплитудно-фазовой характе¬ 
ристики равен обратной величине модуля амплитудно-фазовой характе- 


1 Если Ц7(/о>) при о = 0 начинается на отрезке действительной оси (— сю, 
— 1), то будем считать, что 117(/со) при со = 0 совершает половину перехода. 
Это обстоятельство следует учитывать при подсчете числа переходов. 
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ристики, а фаза обратной амплитудно-фазовой характеристики — фазе 
амплитудно-фазовой характеристики с обратным знаком. 

Следовательно, если на плоскости Ш провести окружность радиуса 1, 
то точки соответствующие значениям о), лежащим внутри (вне) этой 
окружности на плоскости \Х Г ~ 1 , будут находиться вне (внутри) окруж¬ 
ности радиуса 1, а аргументы этих точек будут отличаться знаком 
(фиг. 18, а и б). 

Точкам пересечения ^(/ю) с отрезком действительной оси (—со, 
— 1) будут соответствовать точки пересечения (/«>) с отрезком 



действительной оси (0,—1), а знак перехода в этих точках, очевидно, 
будет обратный. Поэтому можно сформулировать следующий критерий 
устойчивости: 

Система автоматического регулирования устойчива , если раз¬ 
ность между отрицательными и положительными переходами обрат¬ 
ной амплитудно-фазовой характеристики отрезка действительной 
оси (0,— 1) равна Р ѵ где Р г — число корней с положительной действи¬ 
тельной частью характеристического уравнения разомкнутой си¬ 
стемы . 

При Р г = 0, что соответствует устойчивой или нейтраль¬ 
ной разомкнутой системе , система будет устойчива , если разность 
между отрицательными и положительными переходами обратной 
амплитудно-фазовой характеристики 1^“ 1 (усо) равна нулю. 

В том случае, когда характеристическое уравнение разомкнутой 
системы П (X) = 0 имеет корни, равные нулю, т. е. Б р (X) = (X) Х ѵ (здесь 

ѵ — целое число), формулировка критерия останется без изменений, 
если обратную амплитудно-фазовую характеристику дополнить дугой 
бесконечно малого радиуса, описывающей центральный угол, равный 



При построении прямой или обратной амплитудно-фазовых характе¬ 


ристик можно воспользоваться теми же приемами, что и при построе- 
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нии характеристической кривой, либо строить их по частотным харак¬ 
теристикам отдельных звеньев (см. главу VII), 

Следует отметить, что в ряде случаев при построении характери¬ 
стических кривых и амплитудно-фазовых характеристик оказывается, 
что модули этих кривых изменяются при изменении о> в очень широких 
пределах. Это обстоятельство практически затрудняет их графическое 
изображение. В этих случаях применяют логарифмический масштаб для 
модулей кривых. Часто амплитудно-фазовую характеристику изображают 
в логарифмическом масштабе не в полярных, а в декартовых коорди¬ 
натах. Метод логарифмических частотных характеристик излагается 
ниже, в главе XII. 

Если пользоваться нормированной амплитудно-фазовой характери¬ 
стикой 




где К — коэфициент, не зависящий от частоты, то все формулировки 
частотных критериев устойчивости остаются без изменения за исключе¬ 
нием того, что роль точки—1,у0 теперь будет играть точка — /О 
(а для обратной частотной характеристики точка /С, у‘0). 


5. ПРОСТЕЙШИЕ ПРИМЕРЫ АНАЛИЗА УСТОЙЧИВОСТИ 
ПО АМПЛИТУДНО-ФАЗОВОЙ ХАРАКТЕРИСТИКЕ [6] 

Выше мы рассмотрели пример применения критерия Рауса. Поясним 
теперь применение частотного критерия на простейших системах в виде 
типовых звеньев. 


а) Апериодическое звено 

Рассмотрим систему, которая в разомкнутом состоянии имеет харак¬ 
теристики устойчивого апериодического звена, и дадим ответ на вопрос 
о том, будет ли эта система устойчива в замкнутом состоянии. 

Амплитудно-фазовая характеристика апериодического звена, опре¬ 
деляемая выражением (см. главу VII) 

*'«*>> = ТРТТ < 40) 

приведена на фиг. 19. Как мы видим, это — окружность с центром на 
вещественной оси V в точке К, расположенная целиком справа от 
мнимой оси V. 

При увеличении передаточного коэфициента К центр окружности 
касается мнимой оси, никогда не пересекая ее, как бы ни было ве¬ 
лико К . При этих условиях критическая точка (— 1,уО) никогда не 
может попасть внутрь амплитудно-фазовой характеристики, откуда сле¬ 
дует, что устойчивое апериодическое звено, охваченное отрицательной 
обратной связью, остается устойчивым при любых значениях К . 

17 Коллектив авторов 1309 
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Неустойчивое апериодическое звено амплитудно-фазовой характери¬ 


стики определяется выражением 

Г(уа)) = 


К 

Т /со - 1 • 


(41) 


Фиг. 20 показывает, что неустойчивое апериодическое звено, охва¬ 
ченное отрицательной обратной связью, является устойчивой системой 
при всех К > 1. Амплитудно-фазовая характеристика, соответствующая 
уравнению (41) при всех К > 1 совершает половину положительного 




0 ) 


Фиг. 19. Амплитудно-фазо¬ 
вая характеристика устойчи¬ 
вого апериодического звена. 
Замкнутая система устой¬ 
чива при всех К>—0. 


Фиг. 20. Амплитудно-фазовая 
характеристика неустойчивого 
апериодического звена. Зам¬ 
кнутая система устойчива при 
всех К^> 1. 


перехода, что (см. выше, п. 4) является необходимым и достаточным 
условием для устойчивости замкнутой системы, передаточная функция 
которой в разомкнутом состоянии имеет один полюс в правой полу¬ 
плоскости (Я* = 1). 

б) Колебательное звено 

Перейдем к системе, которую в разомкнутом состоянии можно 
рассматривать как устойчивое колебательное звено. Выражение для 



Фиг. 21. Амплитудно-фазовая 
характеристика устойчивого 
колебательного звена. Замкну¬ 
тая система устойчива при 
всех 1. 



Фиг. 22. Амплитудно-фазовая ха¬ 
рактеристика неустойчивого коле¬ 
бательного звена ^ 2 - 2 - - - ^^_і . 

Замкнутая система устойчива при 
всех К > 1. 


амплитудно-фазовой характеристики в этом случае (см. главу VII) 
имеет вид 

^ (У 10 ) = I _ 7'2 и ,2 + /2СГіо • 

Амплитудно-фазовая характеристика вида (42) изображена на фиг. 21. 
Из этой кривой ясно, что система, состоящая из устойчивого колеба- 
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тельного звена, охваченного отрицательной обратной связью, устойчива 
при любых положительных значениях К, С, Т, так как ни при каких 
значениях этих параметров критическая точка (— 1, у'О) не может 
попасть внутрь амплитудно-фазовой характеристики. 

Предположим теперь, что система в разомкнутом состоянии является 
неустойчивым колебательным звеном с передаточной функцией 

~ Г2$2 + 2С7$ — 1 

и амплитудно-фазовая характеристика вида 

Ѵ7 (/<*>) = _ Г2а)2 _ 1 + 2С7уо) 9 


где С > 1 . 

Амплитудно-фазовая характеристика вида (44) приведена на фиг. 22. 
Из этой фигуры очевидно, что неустойчивая система, имеющая пере¬ 
даточную функцию вида (43) с одним полю¬ 
сом, расположенным в правой полуплоскости, 
при охвате ее отрицательной обратной связью 
является устойчивой при всех К > 1. 

Это следует из того (см. выше, п. 4), 
что ее амплитудно-фазовая характеристика 
совершает половину положительного пере¬ 
хода, а Р,=1. 

Рассмотрим неустойчивое колебательное 
звено с передаточной функцией вида 

(45) 



ѴГ(з). 


К 

Т2 8 2 _ 2С7$ + 1 • 


Фиг. 23. Амплитудно-фазо¬ 
вая характеристика не¬ 
устойчивого колебательного 

звена ^ 


Т?8 2 —2С7'$ + 1 ’ 


Соответствующее выражение для амплитудно-фазовой характеристики 

^ С/®) = 1 _ 7-2(02 _ 2СГ/Ш • ( 46 ) 

Амплитудно-фазовая характеристика вида (46) приведена на фиг. 23. 

В противоположность предыдущему случаю неустойчивое колебатель¬ 
ное звено вида (45) нельзя стабилизировать при помощи введения отри¬ 
цательной обратной связи ни при каких К . Действительно, в случае 
уравнения (46) амплитудно-фазовая характеристика не охватывает точки 
(— 1,/0), между тем как для устойчивости это необходимо, поскольку 
передаточная функция разомкнутой системы содержит два полюса, рас¬ 
положенные в правой полуплоскости. 


в) Последовательное соединение трех апериодических звеньев 


Рассмотрим систему, состоящую в разомкнутом состоянии из трех 
апериодических звеньев. Выражение для амплитудно-фазовой характе¬ 
ристики имеет вид 


КѴГЦі о) = 


К 

+ 1 ) Ѵф + 1 ) (Тф + 1 ) ’ 


(47) 


17* 
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и система в замкнутом состоянии может быть устойчивой или неустой¬ 
чивой в завйсимости от выбора параметров АГ, Т ѵ Т 2 , Т в (фиг. 24). 

Найдем критическое значение передаточного коэфициента К кр , при 
котором амплитудно-фазовая характеристика проходит через точку — 1,/0 



Фиг. 24. Амплитудно-фазовая характеристика 
трех последовательно соединенных звеньев. 
Замкнутая система устойчива при всех 



и система находится на границе устойчивости. Для этого отделим 
в уравнении (48) вещественную часть ІІ (со) от мнимой V (со); 


И( ,_ КП-^Ъ+Т^+Т^) ш2] _. 

и ” [1 - (Т{Г 2 + Т 2 Т В + Т Ъ Т Х ) о>2]2 + [(Г а + Т 2 + Т в ) о-ТгЪТф*]* ’ 


(48) 


ѴМ - _ -КЦТг+П+Т^-ТгТ^ _ 

^ ' [1 - (7, Т 2 + Т г Т г + Т 3 ТІ\ Ш 2]2 + [(7і + 7* + Т 3 ) <0 - Т г Т 2 Т^ ) 

и приравняем уравнение (48) единице, а (49) — нулю. Тогда из уравне¬ 
ния (49) получим 


Т і7ѴѴ°лр — {Т 1 А г Т г -\- Т г ) — О 


0) 


кр 


У 


У + Т 2 + г 3 
ТіТ 2 Т г ■ 


(50) 


(51) 


Приравнивая уравнение (48) единице и подставив уравнение (49) 
в (48), получим 

з 

К КР =2 + ЪК*»> (52) 

[Х = 1 
Ѵ=1 

где 

Т 

= ~7р— \ [X ѵ. 

Из уравнения (52) легко видеть, что, для того чтобы неустойчи¬ 
вость могла наступить лишь при достаточно больших К , необходимо, 
чтобы по крайней мере одна из величин К ^ была гораздо больше 
единицы, т. е. К кр тем выше, чем больше отношение наибольшей из 
трех постоянных времени 7\, Г 2 , Г 3 к наименьшей. 


г) Последовательное соединение интегрирующего 
и неустойчивого апериодического звена 


Определим, является ли система, имеющая в разомкнутом состоянии 
передаточную функцию вида 


КѴ7{з) = 


К 


( 53 ) 


устойчивой в замкнутом состоянии. 
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Амплитудно-фазовая характеристика системы приведена на фиг. 25, 
Амплитудно-фазовая характеристика делает половину перехода, 
но не в положительном, а в отрицательном направлении. Поэтому 
система в замкнутом состоянии неустойчива при любых К . 


Фиг. 25. Амплитудно-фазовая характе¬ 
ристика интегрирующего и неустойчи¬ 
вого апериодического звена 

кѵ ®-щЫ- 

Замкнутая система неустойчива при 
любых положительных К и Г. 



д) Последовательное соединение интегрирующего, колебательного, 
неустойчивого апериодического и диференцирующего звеньев 

Определим, является ли система, имеющая в разомкнутом состоянии 
передаточную функцию 


КѴР{8) = 


_ /С (хд + 1) 

®(7$8*+2С7*+1)(7-*-1) ’ 


(54) 


устойчивой в замкнутом состоянии, если при выбранных значениях 
параметров ее амплитудно-фазовая характеристика имеет вид, графи¬ 
чески изображенный на фиг. 26. 



Фиг. 26. Амплитудно-фазовая характери¬ 
стика системы, имеющей передаточную 
функцию 

К ) 5 (7Ъ - 1 ) (^2 + 2С*7Ѵ + 1 ) 

Замкнутая система устойчива. 


Так как передаточная функция разомкнутой системы имеет один 
полюс в правой полуплоскости, а амплитудно-фазовая характеристика 
при изменении со от —а) до +о) делает один оборот вокруг точки 
—1, у*0 в положительном направлении, то замкнутая система устойчива 
или, иначе, амплитудно-фазовая характеристика при изменении о от О 
до оо совершает половину перехода в положительном направлении. 
Читателю предлагается проверить устойчивость рассмотренных систем 
при помощи критерия Рауса или Гурвица [неравенства (36) —(38)] или 
Михайлова. 
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е) Последовательное соединение двух интегрирующих звеньев 

Система, состоящая в разомкнутом состоянии из двух последова¬ 
тельно соединенных интегрирующих звеньев, имеет передаточную функ¬ 
цию 

Г ( 5 ) = А (55) 

и амплитудно-фазовую характеристику 

= (56) 

Фиг. 27. Амплитудно-фазовая Эта система в замкнутом состоянии, 
характеристика системы из как эт0 ясно из ф иг 27, находится на 
двух интегрирующих звеньев. „ ^ 

Замкнутая система на границе границе устойчивости, так как ее 
устойчивости. амплитудно-фазовая характеристика про¬ 

ходит через критическую точку. 

Важное достоинство частотных критериев устойчивости состоит 

в следующем. При исследовании устойчивости сложных систем мы 
иногда не можем написать уравнений некоторых элементов системы. 
В этих случаях можно экспериментально снять частотные характери¬ 
стики этих элементов и, применяя их, построить необходимую для 
исследования устойчивости амплитудно-фазовую характеристику. Иные 

критерии здесь неприменимы. Кроме того, частотные критерии устойчи¬ 
вости позволяют довольно просто исследовать устойчивость систем 
с распределенными параметрами [7] и систем с запаздыванием [8] 
(к этим системам также применим критерий устойчивости Михайлова). 
Наконец, частотные критерии, точнее, амплитудно-фазовые характери¬ 
стики, используются для получения сведений относительно характера 
процесса регулирования (см. далее, главу XV). 
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ГЛАВА XI 


ВЫДЕЛЕНИЕ ОБЛАСТЕЙ УСТОЙЧИВОСТИ 

Критерии устойчивости позволяют выяснить, устойчива ли система, 
если все ее параметры (все постоянные времени и коэфициенты уси¬ 
ления) заданы. Часто, однако, вопрос ставится иначе: заданы все пара¬ 
метры системы, кроме одного или двух, которые могут изменяться 
в некоторых пределах; требуется определить, при каких значениях этого 
одного параметра (или этих двух параметров) система устойчива. 

Поставленная таким образом задача может быть решена с помощью 
критериев устойчивости. Если пользоваться критерием Михайлова или 
амплитудно-фазовым критерием, то для решения задачи надо, задаваясь 
разными значениями параметров, каждый раз заново строить соответ¬ 
ствующий годограф и определять, устойчива ли система при этих зна¬ 
чениях. параметров. Чтобы установить границы области устойчивости, 
нужно много раз повторять построения годографа Михайлова или 
амплитудно-фазовой характеристики. Если же воспользоваться крите¬ 
рием Гурвица, то решение задачи окажется связанным с анализом 
сложных и громоздких выражений, требующим значительного труда, 
или с построением кривых, определяющих зависимость значений опре¬ 
делителей Гурвица от рассматриваемых параметров. 

Пусть, например, старший определитель Гурвица А зависит от 
какого-либо параметра |х. Построив в плоскости |х,А кривую, опреде¬ 
ляемую уравнением А (р) = 0, найдем отрезки оси |х, соответствующие 
таким значениям |х, при которых А (|х) > 0. Пусть точка |х = |х 0 при¬ 
надлежит одному из таких отрезков и известно, что при р = р 0 система 
устойчива. Тогда весь этот отрезок принадлежит области устойчивости 
системы по параметру р, так как условия устойчивости могут нару¬ 
шаться лишь если А изменит знак 1 . 

Если уравнение Д(р) = 0 не слишком сложно, такой путь часто 
исчерпывает задачу (см., например, [1]). Но во многих случаях уравне¬ 
ние это сложно и такие построения громоздки. 

В таких случаях применяют другие приемы выделения областей 
устойчивости. 

Область устойчивости в плоскости двух действительных параметров 
системы регулирования была впервые выделена И. А. Вышнеградским. 


1 Обратное утверждение, конечно, неверно. Система может быть неустой¬ 
чива, хотя А > 0, если не положительны остальные определители Гурвица. 
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В последующие годы построение областей устойчивости проводилось 
для различных частных задач в ряде работ. В работе А. А. Соко¬ 
лова [2] развивался прием построения области устойчивости с помощью 
отображения в плоскости параметров мнимой оси плоскости корней. 
Это направление было завершено работой Ю. И. Неймарка, который 
предложил описываемые далее приемы выделения областей устойчивости 
и разработал общую точку зрения на разные критерии устойчи¬ 
вости [5], [6]. 

1. ПОНЯТИЕ О ДРАЗБИЕНИИ ПРОСТРАНСТВА КОЭФИЦИЕНТОВ 
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ И ПРОСТРАНСТВА 
ПАРАМЕТРОВ 

Рассмотрим в качестве примера характеристическое уравнение 

а 0 \ п + 5Х Л_1 Н-8Х + а п = 0, (57) 

в котором все коэфициенты, кроме двух ( а 0 и а п ), определены. 

Положим, что при некоторых фиксированных значениях а 0 и а п 
данное уравнение имеет в плоскости корней к корней, лежащих слева, 
и п — к корней, лежащих справа от мнимой оси. Изменения в опре¬ 
деленных пределах значений коэфициентов а 0 и а п в характеристиче¬ 
ском уравнении (57) не вызывают изменения числа корней, располо¬ 
женных справа и слева от мнимой оси в плоскости корней. Поэтому 
можно выделить на плоскости а 0 , а п такую область, каждая точка ко¬ 
торой определяет многочлен (57), также имеющий к корней, лежащих 
слева, и п — к корней, лежащих справа от мнимой оси. Эту область 
обозначим Д(к). 

Выше в качестве примера рассматривалось уравнение (57), в кото¬ 
ром заданы значения всех коэфициентов, кроме первого и последнего. 
Совершенно аналогично может быть рассмотрено разбиение на области 
Д(к) плоскости любых двух коэфициентов этого уравнения, если все 
остальные коэфициенты — заданные числа. 

Число к может иметь любое целое значение 1, 2, • - -, /г, и, таким 
образом, в плоскости а 0 , а п можно указать области Д{к ), соответ¬ 
ствующие разным значениям к . Так, например, если характеристическое 
уравнение имеет третью степень, т. е. если п = 3, то в общем случае 
могут быть указаны области Д(0), Д( 1), Д(2) и Д(3). Последняя 
область и будет собственно областью устойчивости в пространстве коэ¬ 
фициентов. 

Если в этом характеристическом уравнении все коэфициенты, кроме 
двух, — конкретные числа, то плоскость этих двух неопределенных 
коэфициентов может и не содержать какой-либо из указанных областей. 
Если, например, не существует области Д(3), то это значит, что при 
любых значениях этих неопределенных коэфициентов и при заданных 
значениях остальных коэфициентов уравнение не может иметь трех 
корней с отрицательной действительной частью слева от мнимой оси, 
т. е. система не может быть сделана устойчивой. 

Если бы в уравнении (57) были неопределенными не два, а три 
коэфициента, например а 0 , а х и а п , то пришлось бы рассмотреть трех- 
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мерное пространство, откладывая по осям координат а 0 , а 1 и а п , и 
область Д (к) в этом пространстве выделялась бы некоторой поверх¬ 
ностью. 

При большем числе коэфициентов приходится рассматривать соот¬ 
ветствующее многомерное пространство коэфициентов, и область Д (к) 
выделяется гиперповерхностью. 

Такое разбиение пространства коэфициентов называется Д-раз- 
биением. 

Положим, что к корней полинома 

а 0 Х п + + . . . + а я -{к + —0 (57') 

лежат все слева от мнимой оси. Будем плавно изменять значения 
коэфициентов а. Корни при этом могут перейти в правую полупло¬ 
скость, причем, очевидно, переход этот может быть осуществлен только 
через мнимую ось или через бесконечность, причем корень становится 
равным бесконечности только при значениях параметров, обращающих 
в нуль коэфициент а 0 . 

Переход в пространстве коэфициентов через границу Д-разбиения 
соответствует в плоскости корней переходу корней через мнимую ось. 
Отсюда следует метод определения границы Д-разбиения: она опреде¬ 
ляется параметрически заменой в исследуемом полиноме X на /а) (где 
о — переменная величина, а у =']/' — 1) и может быть построена 
изменением значения а) от— оо до -[- оо. В этом смысле граница Д-раз¬ 
биения есть отображение мнимой оси плоскости корней на пространство 
коэфициентов характеристического уравнения. 

До сих пор говорилось только о Д-разбиении пространства коэфи¬ 
циентов характеристического уравнения. Разумеется, аналогичным образом 
можно построить Д-разбиение пространства любых параметров, от 
которых зависят коэфициенты характеристического уравнения (например, 
параметров исследуемой системы: постоянных времени и коэфициентов 
усиления). 

В конечном итоге необходимо выделить только область устойчивости, 
т. е. область Д(я), но построение всего Д-разбиения оказывается 
часто самым простым путем для построения границы области устой¬ 
чивости. 


2. Д-РАЗБИЕНИЕ ПЛОСКОСТИ 
ОДНОГО КОМПЛЕКСНОГО ПАРАМЕТРА 


Пусть нас интересует влияние какого-либо параметра хю. Положим, 
что можно разрешить уравнение относительно хю, т. е. привести его 
к виду 

<Э(Х) 4-юЯ (Х) = 0 

или 


О 

Я (М 


Например: для X 2 -{- а г \ -}~ а 2 — 0 и хи = а 1 

д(Х) = Х 2 + а ? и Я(Х)=Х; 
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для (Т^к^ \)(Т 2 1+ I) + I =0 и гѵ=І х 

Я(М = (Т±+1)+1 и К(Ь)=ЦГ я Х + 1). 

Представляют интерес только действительные значения чю. Временно 
предположим, однако, что чю — комплексное число, и отобразим мнимую 
ось плоскости корней на плоскость чѵ. 

После выделения области устойчивости в плоскости чю можно будет 
рассматривать лишь действительные значения чѵ, т. е. точки действи¬ 
тельной оси, лежащие в области устойчивости. 

Для этого в 


подставим 

получим 


X == /(о. 


48) (/а>) = 


О (» 
К (» 


и отделим мнимую и действительную части 

*»(/«>)= -§щ = с/ ( т )+^(“)- 

Задавая о) значения от— оо до + оо, построим в плоскости Ц і V 
(назовем ее плоскостью чѵ) по точкам кривую, отображающую мнимую 



Фиг. 28. Отображение мнимой оси плоскости корней на плоскость ъѵ. 

ось плоскости корней на плоскость чю, т. е. границу Д-разбиения 
плоскости 48 ). Эта граница Д-разбиения в данном случае симметрична 
относительно действительной оси, и для построения всей кривой доста¬ 
точно построить половину ее, соответствующую 0 < ю < оо, а затем 
дополнить ее зеркальным отображением относительно действитель¬ 
ной оси. 

Если двигаться в плоскости корней вдоль мнимой оси из — оо в +°°> 
то область, где должны располагаться корни для устойчивости про¬ 
цесса, будет все время находиться слева (фиг. 28, а). 

Идя по граничной кривой Д-разбиения в направлении от ш = 
=—оо к о)=+оо, будем штриховать эту кривую слева (фиг. 28, б). 
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Если в плоскости чѵ пересекаем Д-кривую, переходя с заштрихованной 
стороны на незаштрихованную, то в плоскости корней один корень 
пересекает мнимую ось, переходя с левой полуплоскости на правую 
полуплоскость. 

Выберем в плоскости чѵ произвольную точку, например точку а на 
фиг. 28, и предположим, что при чѵ = а рассматриваемое уравнение 
имеет г корней, расположенных слева от мнимой оси, и п — г корней, 
расположенных справа от нее (число г пока неизвестно). Это значит, 
что точка а принадлежит области Д (г). Тогда всю область Д(г) 
составляет совокупность точек плоскости чѵ, в которые можно попасть 
из точки а , не пересекая границы Д-разбиения. 

Чтобы из точки а перейти в точку б , необходимо пересечь границу 
Д-разбиения 1 раз с незаштрихованной стороны на заштрихованную 
сторону. При этом в плоскости корней один корень перемещается через 
мнимую ось справа налево. Следовательно, точка б принадлежит области 
Д (г 1). Этой же области принадлежит любая другая точка пло¬ 
скости чѵ, в которую можно перейти из точки б, не пересекая границы 
Д-разбиения. Рассуждая аналогично, установим, что точка в принадлежит 
области Д(г + 2), и т. д. 

Если подобная „разметка областей 4 ' выполнена, то сразу же опре¬ 
деляется единственный претендент на область устойчивости — им является 
область с самой большой отметкой, так как областью устойчивости 
служит область Д(п), а отметка не может быть больше п . 

В том случае, когда заранее известно, что существует значение чѵ, 
при котором система устойчива, работа по определению области устой¬ 
чивости на этом заканчивается. Если же нельзя заранее утверждать, что 
такое значение существует, надо проверить, является ли область с самой 
большой отметкой областью устойчивости. Для этого достаточно про¬ 
верить, удовлетворяет ли какому-либо критерию устойчивости рассма¬ 
триваемое уравнение при каком-нибудь одном значении чѵ, принадле¬ 
жащем этой области. 

Предположим, например, что фиг. 28 относится к характеристиче¬ 
скому уравнению пятой степени (п — Ь) и что при чѵ — О а это урав¬ 
нение имеет три корня с отрицательной действительной частью. Тогда 
точка в принадлежит области Д(3), т. е. г — Ъ. 

Следовательно, в этом случае г + 2 = 5, и область Д (г + 2) 
является областью устойчивости системы. Принадлежащий этой области 
отрезок действительной оси указывает действительные значения чѵ, при 
которых система устойчива. 

Если бы в этом же случае фиг. 28, б относилась к уравнению не 
пятой, а шестой степени, то область (г +2) уже не была бы областью 
устойчивости. Плоскость чѵ в этом случае вообще не содержала бы 
области устойчивости. 

Часто можно вычислить число корней с положительной действи¬ 
тельной частью полинома, соответствующего какой-либо точке пло¬ 
скости чѵ, если пользоваться формулой 


т — ѵ 


щ + пі ? 

2 2 * ’ 


(58) 
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где т —число корней полинома, имеющих положительную действи¬ 
тельную часть при каком-либо значении = 
ѵ — число корней с положительной действительной частью уравне¬ 
ния (X) = 0; 

ѵ 0 — число нулевых и чисто мнимых корней этого же уравнения 

#(Х) = 0; 

п г — разность степеней полиномов С? (X) (X) и/?(Х); 

© — приращение аргумента вектора, начало которого лежит в точке 
іѵ = щ, а конец скользит по границе Д-разбиения от точки, 
соответствующей со = —оо, до точки, соответствующей 
(О = -(-оо. 

Если граница Д-разбиения состоит из нескольких ветвей, то ср — 
сумма приращений аргументов указанного вектора, подсчитанных 
порознь для каждой из ветвей границы Д-разбиения. 

Эта формула может быть выведена тем же самым приемом, который 
использовался в главе X, посвященной критериям устойчивости для 
доказательства критерия Михайлова. 

Построив Д-разбиение плоскости т и определив число корней, 
соответствующее каждой области, остается выяснить, каким из этих 
областей принадлежат те или иные точки действительной оси. 

Приведем несколько примеров по¬ 
строения Д-разбиения. 

Пример /. Дано характеристическое 
уравнение 

X* + Х2 + X + т = 0. 

Решая его относительно параметра т, 
получим 

да = —ХЗ — Х2 — X 

и, произведя замену X = /со, найдем 

№ = /о)3 0)2 — у*0) = {] ] ѵ, 

где 

и = 0 ) 2 ; у о)3 — о). 



Фиг. 29. Построение области 
устойчивости в примере 1. 


Построим границу Д-разбиения в плоскости ІІі V (фиг. 29), заметив что 
при ш = 0: V — 0 и V~ 0; при со = 1: /У = 1 и I 7 = 0 и при со -> оо: как со, 
так и Ѵ-+со. 

Заштрихуем кривую слева, идя от со = — оо к со = со. Очевидно, что 
областью, соответствующей полиномам, имеющим наибольшее число корней 
слева от мнимой оси, будет область, заштрихованная на фиг. 29. 

Чтобы убедиться, что эта область будет областью устойчивости, возьмем 
граничную точку т = 0. При т = 0 рассматриваемое уравнение сводится к 


Его корни 


Х(Х2 + Х + 1) = 0. 


Хі == 0; Х 23 



3 

4 ; 


т. е. один корень — нулевой, а два лежат слева от мнимой оси. 

Внутри рассматриваемой области число корней, расположенных слева от 
мнимой оси, должно быть на один больше, так как при этом сходим с границы 
Д-разбиения в сторону штриховки. Следовательно, этой области соответствуют 
полиномы, у которых все три корня лежат слева от мнимой оси. 

Существенны только действительные значения т, принадлежащие области 
устойчивости. Они определяются сразу отрезком оси (Л лежащим внутри обла- 

268 



Сти Д(3). Следовательно, условию устойчивости рассматриваемой системы 
будут отвечать значения 0<^<Ь 

Убедиться в этом можно также, воспользовавшись формулой (41). 
Действительно, в рассматриваемом случае (X) — 1, и, следовательно, 
V = Ѵ 0 = 0, Пі *= 3. Выберем точку на оси {] между (/=»0 и V =* 1, напри¬ 
мер т = ~ ; тогда ср = Зл. 

Воспользовавшись формулой (41), получаем 



т. е. точка ^ — принадлежит области устойчивости. 

Пример 2. Рассмотрим характеристическое уравнение 

ХЗ + + X + 1 = 0. 

Решая его относительно ^ 
т, найдем 

—Хз — X — 1 

із —• 

Подставим X = /со. 

Придавая со значения 
от —оо до 4* оо, построим ѵ 
предварительно кривые 

и = Дг и ѵ =- —«. 

О)" со 

Построение показано на 
фиг. 30, а 

После этого нетрудно 
построить границу Д-раз- ' а) 6) 

биения в плоскости хѵ 

(фиг. 30) и найти область. ф иг. 30. Построение области устойчивости 
соответствующую полино- в примере 2. 

мам с наибольшим числом 

корней, расположенных слева от мнимой оси. На фиг. 30, б эта область обозначена 
буквой А . Ни в одной точке плоскости, не принадлежащей области А , не 
может быть такого же или большего числа корней слева от мнимой оси, так 
как, выходя из области А в эту точку, обязательно нужно пересечь границу 
Д-разбиения с заштрихованной стороны на незаштрихованную сторону. 

Определим число корней слева от мнимой оси при т = \. В этом случае 
характеристическое уравнение сводится к виду 

Хз + Х2 + X + 1 = (Х2 + 1) (X + 1) = 0 

и имеет корни 

Хі = — 1; ^2,з == і*/* 

Таким образом, в точке т= 1 один корень расположен слева от мнимой 
оси, а два корня — на ней. Переходя от точки «/ = 1 к любой точке области А, 
сходим с кривой в сторону штриховки, причем в точке т = 1 кривая заштри¬ 
хована дважды (через эту точку проходят две ветви границы Д-разбиения). 
Следовательно, область А соответствует случаю, когда все три корня имеют 
отрицательную действительную часть, т. е. является областью устойчивости 
[областью Д (3)]. 

В этом можно также убедиться, воспользовавшись формулой (58). Теперь 

уже 

Д(Х)-Х*. 

т. е. 

К = 0; К 0 = 2 и Пі = 1. 
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Выберем точку щ в области А , тогда для каждой ветви кривой ср^-^ те и 

для всей кривой ср ** Зтг. 

Следовательно, 


+ 1 




2 


3* 

2т 


О, 


и область Л — область устойчивости. 


3. СВЯЗЬ Д-РАЗБИЕНИЯ С КРИТЕРИЯМИ УСТОЙЧИВОСТИ 

Кривые, которые приходится строить при использовании критерия 
устойчивости Михайлова и амплитудно-фазового критерия устойчивости, 
можно рассматривать как границы Д-разбиения по специально подо¬ 
бранным параметрам и, таким образом, выработать общую точку зрения 
на разные критерии устойчивости. 


а) Амплитудно-фазовый критерий устойчивости 


Пусть уравнение замкнутой цепи автоматического регулирования 
записано в виде 

[Б р (\) + М р (к)]х = О, 
тогда характеристическое уравнение системы 

О р (Х) + М р (Х) = 0. (59) 

Рассмотрим семейство полиномов 

тО р (Х) + М р (Х) = 0, (60) 


где чю —комплексное число. 

Очевидно, уравнение (59) можно получить из уравнения (60), по¬ 
ложив чю = 1. 

Найдем область устойчивости полиномов (60), для чего построим 
Д-разбиение по параметру чю. 

Решаем уравнение (60) относительно чю: 


чю = 


М р (к) 
ОрЫ * 


Полагаем X = ]ы, тогда 


чю = 


М р {і<й) 

О р (» 


= г/(а>)+уі/(ш). 


Придавая о) значения от —оо до +оо, построим границу Д-раз¬ 
биения (фиг. 31). На фиг. 31 кривая построена для случая астатической 
системы. В этом случае полином /) р (Х) содержит множитель X. Кроме 
того, по условию степень О р (X) больше степени М р (X), поэтому при 
со0 кривая уходит в оо, а при а)-*оо кривая подходит к началу 
координат. Заштриховав кривую, определяем область, которая соответ¬ 
ствует полиномам, имеющим больше всего корней слева от мнимой оси 
(на фиг. 31 она заштрихована вертикальной штриховкой). 

Для определения условий, при которых эта область соответствует 
области устойчивости, возьмем граничную точку чю — оо и соответ- 
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ствующий ей полином О р (к) = 0. Его корни и являются корнями поли¬ 
нома (60) при <йУ=оо. 

Предположим сначала, что разомкнутая система устойчива, т. е. что 
все корни уравнения В р { X) = 0 расположены слева от мнимой оси, либо 
предположим, что уравнение В р (к) = 0 имеет один нулевой корень, 
а все остальные его корни расположены слева от мнимой оси. В обоих 
случаях точке плоскости т, лежащей в бесконечности справа, соответ¬ 
ствует полином, у которого в плоскости корней либо все корни лежат 
слева от мнимой оси, либо же слева от мнимой оси лежат все корни, 
кроме одного, расположенного на самой мнимой оси. Поэтому в этих 
двух случаях точке, лежащей в заштрихованной области, соответствует 
полином (60), у которого все корни лежат слева от мнимой оси, т. е. 
заштрихованная область является областью устойчивости 2 . 


На действительной оси выде¬ 
ляется участок, лежащий в этой 
области устойчивости (на фиг. 31 — 
участок оси Ц, расположенный 
в заштрихованной области). 

Очевидно, что если точка 
чю—\, соответствующая характе¬ 
ристическому уравнению (59), 
лежит на этом участке, то си¬ 
стема, имеющая характеристиче¬ 
ское уравнение 



В (X) -|- М 0 (к) — 0, Фиг. 31. Амплитудно-фазовая характе- 

р р ристика системы, 

устойчива. 

Но для этого необходимо и достаточно, чтобы граница Д-разбиения, 
как раз и являющаяся амплитудно-фазовой характеристикой системы, 
не охватывала точки 2 < и/=1. 

Из фиг. 31 легко получить и обобщение амплитудно-фазового кри¬ 
терия устойчивости на случай, когда характеристическое уравнение 
разомкнутой системы содержит любое число, например г, корней с по¬ 
ложительной действительной частью. В этом случае на плоскости *ш 
точке г ш === оо соответствует полином, имеющий в плоскости корней г 
корней справа от мнимой оси, и для того чтобы точка *ш=\ принад¬ 
лежала областй устойчивости, надо, чтобы при передвижении вдоль дей¬ 
ствительной оси из ^ = 00 к ^ = 1 граница Д-разбиения пересекалась 
г раз в сторону штриховки. Надо помнить лишь, что амплитудно-фазо¬ 
вая характеристика должна быть дополнена ее зеркальным отображе¬ 
нием относительно действительной оси. 


1 В случае, когда уравнение О р (X) = 0 имеет один нулевой корень, ветви 
границы Д-разбиения, уходящие в бесконечность, смыкаются в бесконечности 
с осью. Поэтому при = оо находимся на границе Д-разбиения и, переходя 
в область Л (фиг. 31), сходим с этой границы в сторону штриховки. 

2 Здесь критической точкой на плоскости и) является точка т =* 1. Однако 
если вместо семейства полиномов (60) рассматривать семейство полиномов 
—тОр (X) 4- Мр (X) = 0, то в качестве критической точки получилась бы точка 
т = — 1 . 
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б) Критерий А. В. Михайлова 

Пусть характеристическое уравнение рассматриваемой системы 

0(р) = 0 р (р) + М р (р) = 0. (59') 

Введем параметр но и рассмотрим более общий класс уравнений 

йр(Р) + М р (р)-=Ч0, (61) 

частным случаем которого (при ^ = 0) является уравнение (59') . 

Положим в уравнении (61) р—] о) и построим Д-разбиение по пара¬ 
метру *ш (фиг. 32). 

Единственным претендентом на область устойчивости является 
область Л. заштрихованная на фиг. 32 вертикальной штриховкой. Если 

точка ^ = 0 лежит внутри этой 
области и если последняя является 
областью устойчивости, то поли¬ 
ном (61) имеет все корни слева от 
мнимой оси, и система устойчива. 

Воспользуемся формулой (58). 
В данном случае 7? (X) = 1 и V = 
= Ѵ 0 = 0, п 1 = п. Чтобы точка А 
принадлежала области устойчивости, 
необходимо, чтобы т = 0. Поэтому 
в силу формулы .(58) необходимо 

п Ф 

' 2 ~ = ’ 2 ^' или ? = тсАг. 

Если рассматривать изменение а) не от —оо до +оо, а только от 
о) = 0 до о)=-|-оо, то получим ср =п как это и требуется кри¬ 

терием Михайлова. 

Строя Д -разбиение по иным параметрам характеристического урав¬ 
нения, получим любое число иных критериев устойчивости. Среди всех 
таких критериев критерий Михайлова удобен тем, что связанные с ним 
построения наиболее просты. Амплитудно-фазовый критерий удобен тем, 
что амплитудно-фазовая характеристика может быть не только вычис¬ 
лена, но и снята экспериментально. 



Фиг. 32. Годограф Михайлова. 


4. Д-РАЗБИЕНИЕ ПЛОСКОСТИ ДВУХ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ 
ПАРАМЕТРОВ (ДИАГРАММА ВЫШНЕГРАДСКОГО) 

Диаграммой Вышнеградского принято теперь называть плоскость 
каких-либо двух действительных параметров системы с нанесенной на 
ней линией, отделяющей область устойчивости. Диаграмма Вышнеград¬ 
ского может быть получена, следовательно, построением Д-разбиения 
плоскости двух действительных параметров. 
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( 62 ) 


Положим, что в характеристическом уравнении системы 

а ^ п + а^К п ~ г -{-••• + а п-1^ "Ь а п О 

коэфициенты линейно зависят от двух параметров |л и о. 

Ограничимся случаем, когда уравнение (62) можно привести к виду 

р.$(Х) + 8д(Х) + #(Х) = 0. 

Например, уравнение 

([хХ+1)(5Х+1) + 38 = 0 


можно привести к виду 


Здесь 


Х(5Х + 1)(х + 38 + (5Х+ 1) = 0. 


$(Х) = 5Х 2 + Х; 

0(Х) = 3; 
/?(Х)=5Х+1. 


Чтобы отобразить мнимую ось плоскости корней на плоскость [х, о, 
надо подставить в рассматриваемое уравнение X —/ш и для любого —со< 
< а) < со найти [і и 8, при которых левая часть уравнения обращается 
в нуль. Поступим для этого следующим образом. Выполним замену Х = 
= /(о и отделим затем в уравнении действительную и мнимую часть: 

|х5 (/а)) + 8(? (/а>) + Я (/со) = I/ (со) + ]Ѵ (а>). 

В общем случае обе функции Ц (со) и V (со) зависят не только от со, 
но и от двух параметров: от [х и от 8. 

Для построения границы Д-разбиения надо для каждого со опреде¬ 
лить [х и 8, при которых левая часть уравнения обращается в нуль, т. е. 
решить совместно относительно [х и 8 два уравнения: 

1} (о>) = О 
и 

1/(о)) = 0. 


Отделяя в каждом из них члены, содержащие [х и 8, находим: 

Ѵ(*) = \>8і(*) + Ъ<2 1 (") + Я 1 (*)=0; | 

V (си) == (і5 2 (о>) + Ь<Э 2 (ш) + /? 2 (<о) = 0. ) 


чаем 


Решая эту систему из двух уравнений с двумя неизвестными, полу- 


(Х = 


-Яі Оі 
— #2 
$1 Оі 
$2 Ог 


И 8 : 


$1 

<5*2 — ^2 


Оі 

^2 Ог 


Для каждого со можно подсчитать С5 и Я, а значит [х и 8, и найти 
в плоскости [х8 точку, соответствующую этому со. При изменении со 
в плоскости [х8 прочертится кривая. При этом, если в системе (63) 


1 Этими параметрами могут быть, в частности, просто два коэфициента 
уравнения (45). 
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первым является уравнение ІІ (а)) = 0, а вторым V (ю) = 0 и если в обоих 
уравнениях |х — первое, а § — второе по начертанию неизвестное, то си¬ 
стема координат р-8 должна быть правой: ось [х должна служить осью 
абсцисс с отсчетом положительных значений вправо, а ось 8 — осью 
ординат, с отсчетом положительных значений вверх. 

Уравнения V (ш) = 0 и V (ю) = 0 определяют одно значение [х и 8 для 
каждого о) только в том случае, если они совместны и независимы, а для 
этого необходимо, чтобы одновременно не были равны нулю определители 


Д = 


5! 


0 2 


И Д 2 : 




^2 


или 


д 2 = 


$1 

5 . 


-я, 

Я 2 


В противном случае решения неопределенны, и это свидетельствует 
о том, что одно уравнение является следствием второго уравнения. 

В плоскости [х, 8 каждое из уравнений [/(а)) = 0 и 1/(о)) = 0 при 
фиксированном о) = о) 1 определяет прямую. Координаты точки пересе¬ 
чения этих двух прямых и являются решением уравнений і/ ( о))=0 и 
Ѵ('ѵѵ) = 0 относительно |х и 8 при а) = а) г 

Если одновременно Д==Д 1 =0 или Д = Д 2 = 0, то прямые совпа¬ 
дают. Следовательно, всем значениям а>, при которых указанные опре¬ 
делители обращаются в нуль, соответствует в плоскости [х8 не точка, 
а прямая линия. 

Любое из уравнений системы (63) при подстановке значения о), обра¬ 
щающего Д в нуль, является в данном случае уравнением этой прямой. 

Доказывается, что значениям о> = 0 и о) = со всегда соответствуют 
прямые. Их уравнения легче всего получатся, если приравнять нулю 
свободный член и коэфициент при старшем члене рассматриваемого 
характеристического уравнения. Если при этом получается выражение 
вида сопзі = 0, то это свидетельствует о том, что соответствующая 
особая прямая вся лежит в бесконечности и вычерчивать ее не нужно. 

Все указанные прямые называются особыми. 

Укажем без доказательств правила штриховки границы Д-разбиения 
и особых прямых. 

Граница Д-разбиения штрихуется слева в тех точках, для которых 
Д > 0, и справа в точках, для которых Д < 0. Кривая пробегается 
дважды: первый раз при изменении о) от 0 до оо, а второй—при изменении 
а) от — оо до 0, но штрихуется оба раза с одной и той же стороны, 
так как знак Д меняется при а) = 0 или оо. Через эти точки 

чаще всего проходят особые прямые. Они штрихуются в этом случае 
так, как это показано на фиг. 33. 

Вблизи точки пересечения кривой и прямой их заштрихованные и 
незаштрихованные стороны направлены друг к другу. Далее, вдоль пря¬ 
мой направление штриховки не меняется. 

Если знак Д меняется в точке а)==<і) 1 (0<о> 1 <оо), то через эту 
точку также всегда проходит особая прямая. В этом случае она 
штрихуется двойной штриховкой так, как это показано на фиг. 34. 

Может случиться, что с ростом о) в точке а) = о) й обращется в нуль 
определитель Д, но далее с ростом о) он знака не меняет. Если через 
точку со = со! проходит особая прямая, то в этом случае она не штрихуется 
(фиг. 35) и может быть из построения удалена. 
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После того как граница Д-разбиения и особые прямые построены 
и штриховка нанесена, производится разметка областей и область устой¬ 
чивости выделяется так же, как это было выше показано для случая 
построения области устойчивости в плоскости одного комплексного пара¬ 
метра. 


Пример /. Рассмотрим классическую задачу от устойчивости прямого ре¬ 
гулирования, решенную Вышнеградским. Характеристическое уравнение систе¬ 
мы имеет вид 


Аз 4 р,А 2 -|- БА 4 * 1 = 0 . 


Построим Д-разбиение плоскости (л, Б, для чего перепишем его в виде 


и подставим 
получим 

- [Л (1)2 о/(1) -|- 1 


(Д 2 -н БА + (* 3 + 1 ) = о, 

А =уЧ 

уо)3 = О, ИЛИ (— (Л0)2 + 1) 4- у (5о) — 0)3) = О, 



откуда 


{] (ш) = ^ (— о)2) 4- Б*0 -|-1=0; 


]/(о)) = [Л- 0 + 5со 
Определитель этой системы 
>* О 


) + 1 = 0; | 
— 0^=0. | 


а = 


о 


=5 - 0)3 


равен нулю только при о) = 0. 

ДЛЯ ЛЮбОГО (о ф О 
1 

[л = — о ; ° = < 

О)" 


т. е. 


Фиг. 36. Граница Д-разбиения 
для примера 1. 


1 


и кривая Д-разбиения представляет собой 
равнобокую гиперболу (фиг. 27). 

Точка (о = 0 лежит в бесконечности на оси [л, а точки о) = оо и со = — оо 
в бесконечности на оси 5. 

Определитель А меняет знак в точке о> = 0. Поэтому гипербола штрихуется 
дважды так, как это показано на фиг. 36. 

При (о^О и А Ф 0 свободный член характеристического уравнения и коэфи- 
циент при его старшем члене не зависят ни от (л, ни от Б. Следовательно, 
в данном случае особых прямых нет. 

Переход через дважды заштрихованную кривую Д-разбиения соответствует 
изменению знака действительных частей одновременно двух (комплексных сопря¬ 
женных) корней характеристического уравнения. При ^ = Б = 0 уравнение 
обращается в Аз 4 - 1 = 0, т. е. имеет один корень слева от мнимой оси и два 
корня справа. Следовательно, область А является областью устойчивости. 


Пример 2. Определить постоянные времени и коэфициенты усиления одно¬ 
емкостных объектов, которые можно устойчиво регулировать регулятором пря¬ 
мого действия, имеющим постоянную времени Т = 0,45 сек., постоянную времени 
демпфирования Т к = 5 сек. и коэфициент усиления к = 25. 

Уравнение движения: 

объект 

(7\А 4- І)-*! 23 * ~ 

регулятор 

(7' / 2А2 + Т 4- 1) х% *= к?х і, 
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где по условию примера 

Г 2 = 0,452 » 0,2 ск 2; Г Л = 5 ск\ к 2 — 25. 

Обозначим (х— 7^, й — Л 1в Требуется построить область устойчивости 

В ПЛОСКОСТИ (X, Б. 

Характеристическое уравнение 

((хХ + 1) ( 0 , 2 X 2 + 5Х + 1) + 25Ь - 0 
после замены X на /со сводится к виду 

— 0,2(х/а)3 _ 5[хо>2 + ^уо) - 0,2о>2 + 5> + 25Б + 1 = 0. 


Оно разделяется на два уравнения: 

— 5ш2р. + 25$ + (1 — 0,2о>2) в о; | 
со (1 — 0,2о>2) (X + 0-5 + 5со = 0. | 


В данном случае 


поэтому 


(со) = - 5со2; (со) = 25; Я Х (о>) =1 — 0,2со2; 
5 2 (со) = со(1-0,2о)2); <Э 2 (со) = 0; Д 2 (со) = 5о>, 


А = 


— 5 о >2 25 __ 

со(1— 0,2со2) о 

~(1 —0,2со2) 
- 5-0 


25со (1 — 0>2); 


= 125со; 


Д 2 


- 5со2 - (1 

со(1 —0,2со2) 


0,2о>2) 

— 5 со 


= 25соЗ + со(1 -0,2со2)2. 


Следовательно, 

5 

1 - 0,2со2 » 

- 25со 2 - (і _ 0,2 о>2)2 

25(1-0,2(02) 

Определитель А обращается в 
нуль, кроме со = 0 , лишь при 
со = у 5 , но при этом со и Д! = 7 ^= О 
и А 2 ф 0. Следовательно, при со ф О 
и со =+ оо особых прямых нет. 

Приравнивая нулю свободный 
член и коэфициент при старшем 
члене характеристического уравне¬ 
ния, получим уравнение двух особых 
прямых: 

для со = О 

25й + 1 = 0 , или 5 = — ~, 
для со = оо 

0 , 2 (х = 0 , или {х = 0 . 

Построение показано на фиг. 28 
с нанесенной штриховкой по указан¬ 
ным правилам. Область устойчи¬ 
вости на этой фигуре заштрихована. 
Проверять распределение корней для 
какой-либо одной точки области* нет 
нужды, так как наличие в плос- 



Фнг, 37. Граница Д-разбиения для при¬ 
мера 2 . 
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кости [а,Ъ области устойчивости не вызывает сомнений. Если бы, однако, была 
необходимость в такой проверке, то ее можно было бы сделать, например, 
для^ точки В этой точке уравнение имеет один бесконечно боль¬ 

шой корень и два корня с отрицательной действительной частью. Сходя 
с этой точки в заштрихованную область, сходим с особой прямой, соответ¬ 
ствующей со = оо, в сторону штриховки. В плоскости корней из бесконечности 
корень перемещается в конечную часть плоскости слева от мнимой оси. Следо¬ 
вательно, каждой точке заштрихованной области соответствуют полиномы, 
имеющие все три корня с отрицательной частью, т. е. заштрихованная область 
является областью устойчивости. 


Пример 3 . Выясним в общем виде протекание области устойчивости 
в плоскости „постоянная времени чувствительного элемента— постоянная вре¬ 
мени демпфера* для обычного изодромного регулятора. 

Уравнения движения: 

регулируемый объект 

ІХ еР “Ь 1) х ё = К%х е \ 

чувствительный элемент 

( т' г *р* + Т к р + 1) х г = к г х е \ 

сервомотор 

рх е = К с (х г х и )\ 

изодром 

(Тир + 1 ) Х и — Т и рХ е . 

Характеристическое уравнение этой ‘системы 

(V + !) (О 2 + Т к \ + 1) [Г„Х 2 + (X + КсТ„) X] + к е к г к с (Г„х + 1) = 0. 


Перепишем это уравнение так: 


О (X) ( т' г \* + Г К Х + і) + К (Г„х + 1 ) = о, 
где 


О (X) = (7^Х + 1) [Г„Х2 + (1 + К с Т и ) X]; 


Пусть 


К = К е К г К с . 


О (;'ш) = 1} +]Ѵ, 

тогда после замены в характеристическом уравнении X на /о» получим 

(У + ]Ѵ) [(1 - Т'; ш2) + т к у ш ] + КТ и }<* + 1=0 

или два уравнения 

(/ (1 — Т’* <і)2) — ѴшТ к +1=0; 

V (1 - 7->2) + ЦшТ к + КТ и а> = О, 


которые можно переписать так: 

— ЦшЧ” - Ѵ*>Т К = - и— 1; | 

— ѴфЧ';+ №Г л = -К7> — V. \ 


Определитель этой системы 


— 6Го>2 

— Ѵ"о)2 


— Уо) 
Цы 


— 72 о )3 = — о )3 (^2 + V 2 ) 


обращается в нуль только при о> = 0. Но в силу рассматриваемых уравнегий 
особая прямая, соответствующая о> = 0, вся лежит в бесконечности и не ште- 
ресует нас. 

Значению со = оо соответствует особая прямая Т г =0, т. е. ось Т к + 
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Решая полученную систему, находим: 

щ [(Цг + у2) + (ц + КТа о» V )] . 
г “ ~ Ш 3 (Ц2 4- у2) 

<»чикт а о>-ѵ) 

к ~ _< 0 3(і/2 + К2) * 


Обозначим 


ІР-\-Ѵ* = Я2, 


тогда 


т «_ 1 Ѵ + <»КТ и Ѵ . 

''г о>2 о)2^2 > 


т _ — о»КТ в У+Г 

Л 0)Д2 


Выше было обозначено 



Фиг. 38. Кривая 
Г*=/(<о). 


В (X) = (7ѴХ + 1) [Г„Х2 + (1 + К с Т а ) \]. 



следовательно, _ 

в и<°) = /® (Ѵ ш +1) и*/® + (і + к с т и )\ 

и = -<*Чт и + (і + К с т и )т ё у, 
ѵ^(\ + Ъ с т и )ш—т в т а ^ 

Подставляя эти значения 17 и V в вычисленные выражения для т'* и Т к , 

п 1 - КТ 2 и Т е ^ + [кт а + ККсТІ-Т а -Т е -К с Т и Т е ] _ 

1 Г — 0,2 + /^2 ’ 

^ “ 2 [КТа (Т а + т а + к с т и Те) — Т и т а \ + (1 + К с т и ) 

-Д2 ’ 

Кривая Т к =/( со) показана на фиг. 38. 

Если __ 

КТ и (1 + К с Т и ) >Т и + Т е + К с Т и Т„, 

то т'* с изменением о> изменяется в соответствии с фиг. 39, а при обратном 
знаке неравенства — в соответствии с фиг. 40. 

В соответствии с фиг. 38 и 40 на фиг. 41 построено Д-разбиение для 
случая, когда __ 

кт и { 1 + К е Ти) <Т и ( 1 + К с т ё ) + 7> 

Область, являющаяся претендентом на область устойчивости, выделена 
вертикальной штриховкой. 
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В этом случае в первом квадранте 0; заведомо нет точек, 

принадлежащих области устойчивости. Если же 


КТ и ( 1 + К е Т и ) > Та (1 + К е Т е ) + Т е , 


то в соответствии с фиг. 38 и 39 Д-разбиение плоскости Т*, Т к имеет вид, гра¬ 
фически представленный на фиг. 42. 

В этом случае в первом квадранте плоскости Т *, Т к есть точки, принад¬ 
лежащие области устойчивости. Выбором достаточного трения в чувствительном 
элементе можно скомпенсировать вредное действие масс чувствительного эле¬ 
мента. Надо лишь, чтобы Т к было больше некоторого порога, увеличивающе¬ 
гося монотонно с ростом Т г 2 . 



5. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ ОБЛАСТИ УСТОЙЧИВОСТИ 

В ряде случаев, применяя построения областей устойчивости, опи¬ 
санные выше, приходят к выводу, что пространство параметров рассма¬ 
триваемой системы вообще области устойчивости не содержит и что сами 
построения были проделаны поэтому напрасно. 

В некоторых случаях можно по схеме установки или по виду урав¬ 
нений движения установить, содержит ли пространство параметров си¬ 
стемы область устойчивости, и сразу же отбраковать системы, не содер¬ 
жащие областей устойчивости, избегая в таких случаях напрасных 
построений [1]. 

Рассмотрим системы, характеристическое уравнение которых сво¬ 
дится к виду 

п р а) + м р &.) = 0, 

где /) р (Х) — произведение любого числа множителей вида 

™ + п-и ТЧ? + 2СЛХ+1, 7 ^ + 1; 

М р (X) — произведение любого числа множителей вида 

К , Л+ 1, т^*+2Сл,Х+1. 

Здесь Г, Сд., Гд., К у т, и — независимые друг от други положи¬ 
тельные числа (параметры системы). 
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Введем теперь следующие обозначения: ^ — число нулевых, а і — пра¬ 
вых действительных корней у полинома О р (^)\ /— число корней поли¬ 
нома В п (к), расположенных на мнимой оси и справа от нее: г — целая 
р 1 

часть дроби /; п и т —соответственно степени полиномов П р (к) 

и М р (К ), а V = п + т. Тогда условия существования области устойчи¬ 
вости устанавливаются следующей теоремой. 

Для того чтобы в пространстве параметров системы , имеющей 
характеристическое уравнение [7] существовала область устойчи¬ 
вости , необходимо и достаточно , чтобы удовлетворялись два нера¬ 
венствег: 

1 ) неравенство т > <7 + *— і; 

2 ) одно из неравенств , приведенных в табл. 1 и выбираемое в 
зависимости от т и /. 

Таблица 1 



т =* о 

т > 0 четно 

т нечетно 

/ четно 
/ нечетно 

ѵ. ѵ» 

А А 

V > 4г — 1 
ѵ > 4г 

ѵ>4г-2 
ѵ > 4г + 1 


Для частного Случая одноконтурной системы без воздействий по 
производным М р (Х) = К = сопзі, следовательно, т = Оив этом случае 
условия теоремы сводятся к неравенствам 

^ + 7 -< 1 ; 
п > 4 - г. 


Доказательство сформулированной выше теоремы и перечень лите¬ 
ратуры по этому вопросу содержатся в работе [7]. 
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ГЛАВА XII 

АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ 
СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
МЕТОДОМ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 

В настоящей главе рассматриваются некоторые вопросы, связанные 
с применением частотного критерия устойчивости к системам автомати¬ 
ческого регулирования. При этом основное внимание уделено методу 
логарифмических частотных характеристик, существенно упрощающему 
исследование устойчивости как одноконтурных, так и многоконтурных 
систем. 

1. ТЕРМИНОЛОГИЯ И НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ ОБ АМПЛИТУДНО¬ 
ФАЗОВЫХ ХАРАКТЕРИСТИКАХ РАЗОМКНУТЫХ СИСТЕМ 

Как это было показано в главе X, об устойчивости систем автома¬ 
тического регулирования можно судить по виду ее амплитудно-фазовой 
характеристики К в разомкнутом состоянии. 

Амплитудно-фазовая характеристика представляет собой кривую, опи¬ 
сываемую концом характеристического вектора КУРЦы) при изменении а) 
от — оо до -(- со. 

Функция /С ИР (/<*>) есть не что иное, как передаточная функция 
разомкнутой системы КѴР (§) при часто мнимых значениях аргумента 5 , 
т. е. при 5 =уа). 

Как это мы видели в главе VI, выражение для передаточной функции 
КѴР($) разомкнутой системы удобно записывать, если нужно подчерк¬ 
нуть порядок ее астатизма, в следующем виде: 

КѴ7(з) = ^ (8 \ (64) 

$ 

где ѵ — порядок астатизма, равный кратности полюса функции КѴР ($) 
при 5 = 0; 

К — передаточный коэфициент. 

Передаточный коэфициент К не зависит от 5 и выбирается таким 
образом, чтобы имело место равенство ^Г 0 ( 0 )=- 1 . 

Амплитудно-фазовые характеристики статических систем автомати¬ 
ческого регулирования в разомкнутом состоянии — замкнутые кривые, 
исходящие при о) = 0 из точки, находящейся на вещественной оси на 
расстоянии К от начала координат. 

282 



Амплитудно-фазовые характеристики астатических систем состоят из 
двух ветвей, симметричных относительно вещественной оси V и уходя¬ 
щих при іо = 0 в бесконечность под углом ^+ѵ-^ к положительному 

направлению (У, где ѵ — порядок астатизма. 

На фиг. 43 приведены амплитудно-фазовые характеристики статической 
и астатических систем с астатизмом первого, второго и третьего по¬ 
рядков. 



Фиг. 43. Амплитудно-фазовые характеристики: 

а — статической системы; астатических систем с астатизмом; # — первого порядка; 
в — второго порядка; г — третьего порядка. 

Характерной особенностью передаточных функций К'М (5) разо¬ 
мкнутых систем автоматического регулирования является то, что они, по 
крайней мере в случае одноконтурных систем (о многоконтурных си¬ 
стемах см. ниже), состоят из простых сомножителей (см. главу VI) и 
могут быть представлены в виде последовательного соединения неко¬ 
торого числа типовых звеньев: апериодических, колебательных, инте¬ 
грирующих и диференцирующих. 

В соответствии с этим выражение для амплитудно-фазовой характе¬ 
ристики можно представить в виде произведения 

КѴГОи) = (/со) АГ 2 № 2 (/'о ))... К п \Ѵ п (/со), (65) 

где К х ^(/ю)— амплитудно-фазовые характеристики отдельных звеньев. 

Таким образом, полагая 

АГ 1 Г 1 (/<о)=/С 1 Я 1 («)) 6 Л ; 

К 2 \Ѵ 2 0) = К 2 Н г (а>)е* ; 

Кп№ п Ѵ<») = КМа>)</ в п, 
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можем написать: 

КѴ/ (./іо) = К х К г ... К П Н 1 (ш) Н г (а) ... Н п (ш)е' I 6 ' (ш)+(,а (ш)+ • • • в » (Ш) І- (66) 

Выражение (66) показывает, что амплитудно-фазовая характеристика 
АТ№(/о)) всей системы может быть получена из амплитудно-фазовых 
характеристик составляющих ее звеньев при помощи обычного правила 
умножения векторов. Согласно этому правилу модуль вектора, являю¬ 
щийся произведением нескольких векторов, равен произведению их мо¬ 
дулей, а его фаза равна алгебраической сумме фаз перемножаемых век¬ 
торов. 

Мы можем написать: 

/ПР(/(О) = і/ (со)+/!/(«)), (67) 

или 

Ш и*) — КН ((В) е* (ш) . (67а) 

Вещественные функции {/(ю), V (со), КН { ю), Ѳ(а>) называются 
соответственно вещественной , мнимой , амплитудной и фазовой ча¬ 
стотными характеристиками разомкнутой системы и являются не¬ 
прерывными функциями от а), если только функция КѴ7 {$) не имеет 
полюсов на мнимой оси. 

Функции Н (о)), Н(і о) являются четными, а функции V (ю), Ѳ (о>)— 
нечетными функциями от а). Следовательно, 

К\Ѵ(— /ш) = С/(со>— у 1/(о)). (68) 

Сравнивая уравнение (67) с (68), легко видеть, что точки ампли¬ 
тудно-фазовой характеристики, соответствующие равным, но противо¬ 
положным по знаку значениям о), располагаются симметрично относи¬ 
тельно оси Ѵ У вследствие чего амплитудно-фазовая характеристика 
АТТС7(/и)) представляет собой кривую, симметричную относительно веще¬ 
ственной оси V в плоскости КѴР. Поэтому при построении амплитудно¬ 
фазовой характеристики можно ограничиться лишь положительными 
значениями со. 

Интервал положительных частот (0, а) 0 ), в котором следует изме¬ 
нять а), определяется из тех соображений, чтобы модуль функции КѴУ (/со) 
вне этого интервала частот был значительно меньше единицы, т. е. чтобы 
имело место неравенство 

|/<1Г0Ч)|=К//(а))« 1 


при а) > со 0 . 

Критическим значение передаточного коэфициента К назовем то 
его значение, при котором амплитудно-фазовая характеристика прохо¬ 
дит через критическую точку (— 1, у’О) и система находится на гра¬ 
нице устойчивости. 

Амплитудно-фазовые характеристики систем в зависимости от рас¬ 
положения точек их пересечения с вещественной осью относительно 
критической точки к координатами (-— 1, уО) можно подразделить на 
два основных типа: на амплитудно-фазовые характеристики первого 
родау все точки пересечения которых с вещественной осью II, если 
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таковые имеются, расположены справа от критической точки (кривая 1 
на фиг. 44), и на амплитудно-фазовые характеристики второго рода 
точки пересечения которых с вещественной осью II расположены как 
справа, так и слева от критической точки (кривая II на фиг. 44). 

В системах первого типа увеличение передаточного коэфициента Д 
выше его критического значения 
(которое в реальной системе всегда 
существует) приводит к нарушению 
устойчивости, а его уменьшение 
ниже критического значения — к 
стабилизации системы, между тем 
как в системах второго типа воз¬ 
можно обратное, т. е. при увели¬ 
чении передаточного коэфициента 
выше его критического значения 
система может превратиться из не¬ 
устойчивой в устойчивую, а при . .. . . 

м м Фиг. 44. Амплитудно-фазовые харак- 

уменьшении из устойчивой в не- тер истики первого и второго рода, 
устойчивую. 

Введем теперь понятие о запасе устойчивости , применимой для 
амплитудно-фазовых характеристик как первого , так и второго 
рода . 

Мы будем считать у что система обладает требуемым запасом 
устойчивости, если она , удовлетворяя условию устойчивдспШу имеет 
при значениях модуля характеристического вектора , отличающихся 

от единицы не менее 
чем на заданную вели¬ 
чину ± Ну называемую 
запасом устойчивости 
по модулюу угол пово¬ 
рота или фазу , отли- 
^ чающуюся от — тс не 
менее чем на величину 
7 , называемую запасом 
устойчивости по углу 
или по фазе (фиг. 45). 
Легко видеть, что в 

Фиг. 45. К определению понятия о запасе устой- случае амплитудно-фазо- 
чивости. вых характеристик пер¬ 

вого рода величина тс -(- 
+ Ѳ (со) при всех значениях модуля \КѴР\>1 является существенно 
положительной, между тем как в случае амплитудно-фазовых характе¬ 
ристик второго рода она может быть как положительной, так и отри¬ 
цательной, причем фаза характеристического вектора должна отли¬ 
чаться от —тс на величину у не при всех значениях |К 1 ^| > 1 , а лишь 
при значениях модуля, превышающих единицу не более чем на Н. 

Таким образом, амплитудно-фазовые характеристики, обладающие 
требуемым запасом устойчивости, не должны входить внутрь области 
/— І-—ІІ — II на фиг. 45. 
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2. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Построение амплитудно-фазовых характеристик сложных систем, 
состоящих из большого числа звеньев, требует значительной затраты 
времени. 

Исследование устойчивости значительно упрощается, если ввести 
в рассмотрение логарифмические частотные характеристики. 

Кроме того, как мы это увидим в дальнейшем, логарифмические 
частотные характеристики оказываются весьма удобными для синтеза 
корректирующих устройств систем автоматического регулирования, т. е, 
для выбора их схем и значений параметров. 

Логарифмические частотные характеристики определяются следующим 
образом. 

Рассмотрим выражение для передаточной функции какого-либо эле¬ 
мента системы: 

Ц7(/ш) = Я(ш)е'' ѳ М. (69) 

Прологарифмировав его, мы получим 

1п Г(Уа)) = 1пЯ(со)-Ь;0(а)). (70) 

Кривые, соответствующие выражениям 1пЯ(<о) и Ѳ (со), построен¬ 
ные в логарифмическом масштабе частот (1п со), называются натураль¬ 
ными логарифмическими частотными амплитудной и фазовой характе¬ 
ристиками элемента. 

Введем единицу, применяемую для определения величины числа и 
называемую неперОм. Непер определяется соотношением 

1 непер = 1пе. (71) 

Таким образом, если е есть значение в неперах некоторого числа Я, 

то 

е = 1пН. (72) 

На основании сказанного ординаты логарифмической амплитудной 
характеристики можно выражать в неперах. 

Нужно, однако, заметить, что на практике более удобной оказалась 
другая единица измерения числа, принятая в теории связи и называемая 
децибелом (дб). Децибел определяется соотношением 

1 децибел = 20 1§ 10. (73) 

Таким образом, если Ь есть значение некоторого числа Я, выра¬ 

женное в децибелах, то 

і = 201§ Я. (74) 

Кривая, соответствующая выражению 

7. (со) = 201§ Я (со), (75) 

отличающемуся от логарифмической частотной характеристики 1п Я(о>), 
входящей в выражение (70), лишь постоянным множителем, равным 
20 1§ 2, т. е. 

і (со) = (201§е) 1п Я (со) = 20.0,43429 1п Я (ш) = 20 1 §Я (ш) (76) 
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построенная в логарифмическом масштабе частот 1 §(о>), называется 
логарифмической амплитудной частотной характеристикой , или 
характеристикой затухания элемента. 

В теории связи децибел имеет строго определенный смысл и 
является отвлеченным числом. В теории регулирования понятию „децибел" 
придается более широкое значение. В децибелах выражается 20 деся¬ 
тичных логарифмов отношения амплитуды величины на выходе какого- 
либо элемента к амплитуде гармонического воздействия на его входе. 
Таким образом, в децибелах выражается логарифм отношения величин, 
которые могут иметь разные размерности. 

Кривая Ѳ (ш), также построенная в логарифмическом масштабе ча¬ 
стот ( 1 §ю), называется логарифмической фазовой частотной харак¬ 
теристикой элемента. 

Введем еще два термина, которые нам понадобятся в дальнейшем. 
При двукратном изменении частоты условимся говорить, что частота 
изменилась на октаву, а при 10 -кратном изменении — что частота из¬ 
менилась на декаду. Число октав, заключенное в интервале частот 
(ю 2? ), определяется соотношением 


3,3216^ октав, (77) 

а число декад, соответствующее тому же интервалу частот (а) 2 , со 1 ), 
равно 

1 §— декад. 


3. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ТИПОВЫХ ЗВЕНЬЕВ 

Построение логарифмических частотных характеристик элементов, 
входящих в состав систем автоматического регулирования, существенно 
упрощается, если пользоваться приближенным способом, основанным на 
представлении этих характеристик в виде отрезков сопрягающихся друг 
с другом прямых. Поясним этот способ прежде всего на построении 
логарифмических характеристик типовых звеньев. 

а) Апериодическое звено 

Найдем, пользуясь уравнением (40), главы X, логарифмические частот¬ 
ные характеристики апериодического звена, предположив, что К= 1 . 
Имеем 

\Ѵ С/ш) = е ч агсІ8 г ‘ ш , (78) 

У Т\ы2 + 1 


откуда 


1п ѴУ О) — 1п Т\о) 2 -{-1 — ] агсі^ 7>. 


(79) 
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Таким образом, логарифмические амплитудная и фазовая частотные 
характеристики апериодического звена определяются выражениями 


/,(«)) = — 20 \&У 7Іи>*+ 1; 
Ѳ (ш) = — агсі§ Т х ш. 


(80) 

(81) 


Рассмотрим формулу (80) для Ь (са). 

Пренебрегая величиной Гіо> 2 по сравнению с единицей при со < 

и единицей по сравнению с т\ы г при и)>у-, мы приближенно можем 
написать: 


при о)<—; 
при (о > -у-; 


^ (со) = — 201^ у/~ 7 хю 2 -{- 1 ^ 0 
Ь (со) ж — 20 1^ Т х со 
І(ю) = — 3 дб 


(82) 


при О) = — . 

Соотношения (82) показывают, что логарифмическая амплитудная 
характеристика апериодического звена (80) приближенно может быть пред¬ 
ставлена двумя прямолинейными отрезками (асимптотами): 

І(а>)« 0 

1 


при (о < — и 
1 л 

^ 1 
при СО > — 


I (со) = — 20 1 В 


сопрягающимися друг с другом при частоте 

1 

”і —Т7’ 


со. 


называемой сопрягающей частотой, причем максимальная ошибка, 
которую мы при этом допускаем, имеет место при сопрягающей частоте 
и равна — 3 дб. 

Найдем наклон, который имеет асимптота 

І(о)) = — 201^ со (83) 


по отношению к оси частот. При каком-либо значении со / > (о А 


I (а),) == — 20 1& Т х о)^ 

а при со = 

^ (2^.) = — 201^ 27 1 ш., 

и, следовательно, 

І(2со.) — І(со.) = — 201^2== — 6 дб. 

Итак, мы видим, что при двукратном изменении частоты характе¬ 
ристика затухания Л. (со) уменьшилась на 6 дб, или, другими словами, 
асимптота (83) имеет наклон, равный — 6 дб на октаву. 

288 



Если изменить частоту со. на декаду, т. е. положить в уравнении (83) 
со= Юсо^ то мы получим 

Ь( Юсо.) = —20 

и, следовательно, 

1 (10^) — Ь (о.) = —20 дб. 

Таким образом, наклон (—б дб на октаву) эквивалентен наклону 
(—20 дб на декаду). 

На фиг. 46 изображены логарифмические амплитудные характери¬ 
стики апериодического звена, построенные по точной формуле (80) и по 
приближенным формулам (82). 

Легко видеть, что вне интер¬ 
вала, равного двум октавам 
вправо и влево от сопрягаю¬ 
щей частоты, обе характери¬ 
стики — точная и приближен¬ 
ная — практически не отли¬ 
чаются друг от друга. 

Ниже, в табл. 2, приведены 
значения ошибки 8 для различ¬ 
ных которые получаются 

при замене истинной логариф¬ 
мической амплитудной харак¬ 
теристики (80) двумя сопря¬ 
гающимися. 

Таблица 2 


(О 

0)1 

од 

0,25 

0,4 

0.5 

1,0 

2.0 

2,5 

4,0 

10,0 

5 

0,04 

0.32 

0,65 

1,0 

3,01 

1.0 

0,65 

0,32 

0,04 



Фиг. 46. Логарифмические амплитудная 
Ь (о>) и фазовая Ѳ (со) частотные характе¬ 
ристики апериодического звена. 


Кривая зависимости ошибки 8 от 



Фиг. 47. Кривая поправок для логариф¬ 
мической амплитудной характеристики 
апериодического звена в виде двух со¬ 
прягающихся асимптот. 

19 Коллектив авторов 1309 


— показана на фиг. 47. 

0>1 

Рассмотрим теперь фазовую 
характеристику Ѳ (о>) (см. фиг. 46): 

Ѳ (со) = — агсі^ Т г о; 

0(со) = — агсід-^-. (83') 

Легко видеть, что в лога¬ 
рифмическом масштабе частот 
кривая уравнения (83') является 
кососимметричной относительно 

точки о. = ~, в которой Ѳ = 

* і 

= —45°. Другими словами, 
если откладывать вдоль оси 
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абсцисс величину то в точках Т г (й и симметрично располо¬ 

женных относительно точки 1 (так как логарифмы от обеих величин 


равны и противоположны по знаку), значения фазы Ѳ и 9 (~^г) 

9 (і)=т-Ч-?-)- (84) 


связаны соотношением 


Действительно, 


••6)-» [*-•(*)]■ 


(85) 


откуда и следует уравнение (84). 

Построение кривой уравнения (83') можно облегчить, если пользо¬ 
ваться номограммой, изображенной на фиг. 48 [3]. Для того чтобы найти 
сдвиг фазы при какой-либо частоте о>, связанный с наличием сопря- 


Сдвиг фазы б градусах 
06 1 2 4 6 в Ю і $2030405060 70 80 

]■ I, і і і ,і ,.Г І | і I 1,. 1 і І Ц 1і 1,; 1 і ,1 . 

0,07 0/72 0,05 0,1 0,2 0,5 7,0 2 5 

и/сл, 


85868788 89 
Н і —г*- 
70 20 50 


89,4 

Н 

700 


Фиг. 48. Номограмма для построения фазовой частотной 
характеристики апериодического звена. 


гающей частоты при о 1 , необходимо лишь совместить точку 1 на ниж¬ 
ней шкале номограммы с сопрягающей частотой и произвести отсчет 
сдвига фазы, соответствующий интересующему нас значению о по верх¬ 
ней шкале номограммы. При этом, конечно, масштаб вдоль оси частот 

для кривой выражения (83') должен совпадать с масштабом для — на 

о >1 

нижней шкале номограммы. 

Если нас интересует сдвиг фазы, соответствующий сопрягающей 
частоте ю 1 при частотах, находящихся вне интервала 

0,5 <-^-<2,0, 

СОі 


то можно воспользоваться следующими приближенными соотношениями: 

( 86 ) 

при < 0,5 и 

«(.)=-(;_.у (в?) 

при — > 2, полученными при помощи разложения агсі&— в ряд и 

отбрасывания членов выше первого порядка малости. 

Ниже, в табл. 3, приведены значения ошибки 8 в определении сдвига 
фазы по формулам (86) и (87). 
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Таблица 3 


О ) 

”<®1 

0,25 

0.5 

1,0 

2,0 

4,0 

Ь в ° 

0.4 

2 

12,4 

2 

0,4 


Эта таблица показывает, что ошибка при пользовании выраже¬ 
ниями ( 86 ) и (87) вне интервала 0,5 <-^-<2 не превышает 0,4°, 
а внутри этого интервала достигает максимального значения 12,4° при 

О) = о) 1 . 

б) Неустойчивое апериодическое звено 

Передаточная функция (54) неустойчивого апериодического звена 
при К = 1 может быть представлена в виде 

= — — 1 - е~ ( *- агс, е т ' т \ (88) 

У т\ч» + 1 


Из сравнения формул (78) и ( 88 ) ясно, что логарифмическая ампли¬ 
тудная характеристика или характеристика затухания устойчивого и не¬ 
устойчивого апериодического звена совпадают друг с другом, фазовые же 
характеристики отличаются друг от друга. В то время как фазовая 
характеристика устойчивого звена при малых о) стремится к нулю, а при 

достаточно больших о — к ^фазовая характеристика неустойчи¬ 


вого звена при малых о стремится к (— іг), а при достаточно боль¬ 
ших іо — к (— 


Изложенные выше соображения о приближенном построении лога¬ 
рифмических характеристик устойчивого апериодического звена без 
труда могут быть использованы и в случае неустойчивого апериодиче¬ 
ского звена. 


в) Диференцирующее звено первого порядка 

Передаточная функция диференцирующего звена первого порядка 

ѵ?(8)= е*+і), 

и, следовательно, мы можем написать: 

\Ѵ О) = У&оЬ+Те * агс ' 8 (89) 

откуда 

Ь (со) = 20 1 е '|/'«Ао*+ 1 (90) 

И 

Ѳ (о) = агента). (91) 

Сравнивая уравнения (90) и (80), легко видеть, что логарифмические 
характеристики апериодического и диференцирующего звена отличаются 
друг от друга лишь знаком. 

19* 
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Отсюда следует, что логарифмическая амплитудная характеристика 
или характеристика затухания диференцирующего звена приближенно 
может быть представлена в виде двух прямолинейных отрезков: 

і Ь» ((о) ж О 


при о С и 

Ь (со) ж 20 1^ то . (92) 


при о > —, сопрягающихся при 


ІІІ1ІІНІ»ІІІ!!!2ііІ1ІІІІ!І 

іііііішлкмміи!;! 

іііііШііііііімм і 
ііііііюііііііівгіііиіі 
пііішііиіііиімііііі, 
іі>:іінііііп!:жіііі!!! 

шшишшаашшюш 

ііііКміііішінііііР 

іішіімііііііімііііііі,. 

ІІІІІІВВВІІІІІІІВ1ВІІІІІІІ 


,ѵ 0,1 1,0 10 100 ~ причем прямая, определяемая ра- 

. „ . венством (92), имеет наклон. 

Фиг. 49. Логарифмические амплитудная „ , V -ч’ 

и фазовая частотные характеристики равный -(-6 об на октаву или 
диференцирующего звена первого по- -{-20 дб на декаду (фиг. 49). 

рядка. Для того чтобы пользоваться 

в случае диференцирующего звена 
табл. 2 или кривой поправок (фиг. 47), полученных для апериодиче¬ 
ского звена, необходимо лишь изменить знак поправок. 

Все соображения, высказанные выше относительно фазовой характе¬ 
ристики апериодического звена, остаются справедливыми и для фазовой 
характеристики диференцирующего звена первого порядка, если только 
учесть перемену знака. 

г) Интегрирующее звено 

Передаточная функция интегрирующего звена 




откуда 



ПИІІІІІЮШІ 

■иі 


ІНІІІ 

III 


■■III! 

III 

НІІІІІІІМІІІІ 


III 

ІІІІІІІІШІІІ 

ІЮІІІІ 

I» 


\Ѵ (у о) = — е 


и, следовательно. 


Из уравнения (93) ясно, что I- | ЦНІИ | ЦН І И I I І І І І ІІ І 1 I ГНИ» 
логарифмическая амплитудная о,1 1,0 іо 0(со) 

характеристика затухания инте- . гл ^ 

гпиоѵюшего чвеня ппепстявляет Фип 50 - Логарифмические амплитудная и 
грирующего звена представляет фазовая частотные характеристики инте- 

собой в логарифмическом мае- грирующего звена. 

штабе частот прямую линию 

с наклоном (—6 дб) на октаву или (—20 дб) на декаду, пересе¬ 
кающуюся с осью частот в точке со=1 (фиг. 50). 

Сдвиг фазы, создаваемый интегрирующим звеном, не зависит от 

частоты и равен (— 

















д) Колебательное звено 


На основании выражения (42) главы X для амплитудно-фазовой 
характеристики колебательного звена при К — 1 мы можем написать: 


№(/со) 


_ 1 _ 


—/агс(д 


е 




1— Гт 


(95) 


и, следовательно, логарифмические амплитудные частотные характери¬ 
стики колебательного звена определяются выражениями 


и 


I (о)) =—20 \ ё У{і - Т\^)\ (2^7>) 2 (96) 


0(ш) = -агсіг-і^ 
1 - Т к і 02 


(97) 


Семейство кривых і (іо) и Ѳ (со) для различных С и одного и того же 
значения Т к приведено на фиг. 51 и 52. 

Как это ясно из фиг. 51, кривая І*(о)) может иметь существенный 
пик при Г л (о = 1. Поэтому изображение кривой Ь (<о) в виде сопря¬ 
гающих прямолинейных отрезков в окрестности точки Т к ы = 1 может 


быть недопустимо. Однако при значениях о> 


1 

Т к 


и значениях ю - 


характеристики затухания в уравнении (96) могут быть приближенно 
заменены прямыми линиями. Действительно, на основании формулы (96) 
мы можем приближенно написать: 


І(ш)^0 (98) 

при и 

І(ю)ж— 201е(7>)* (99) 

при СО> 

Из выражений (98) и (99) очевидно, что логарифмическая ампли¬ 
тудная характеристика колебательного звена при малых ю асимптоти¬ 

чески стремится к оси частот, т. е. к прямой, имеющей нулевой наклон, 
а при больших іо асимптотически стремится к прямой, имеющей наклон, 
равный (—12 дб) на октаву или (—40 дб) на декаду. 

Найдем частоту о)„ определяющую интервал частот (о, <о,), в пре¬ 
делах которого равенство (98) остается справедливым с точностью 
до +3 дб . Это значение частоты ю І определяется соотношением 


-20 \шѴ{\ -Т \*?) 2 + (2С*7>,)* = ±3 = (±201 е 2), 


откуда 

^=|/ (і-23)+Ѵ(і-аЗ)»+і.о. 

(100) 

или 

^ =1 / 1-2Й —V (1-2в)’ —0,5,' 

(101) 
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< 0 | 

причем из двух выражений (100) и (101) для — следует выбирать 

то из них, которое при данном С Л имеет меньшее вещественное зна¬ 
чение. 

О) 

В приводимой ниже табл. 4 показаны значения , соответствую¬ 
щие различным С Л . 

Таблица 4 



0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

<»к 

0,55 

0,55 

0,58 

0,64 

0,84 

1,0 

1,0 

1,0 

0,87 

0,75 

0,64 


Найдем теперь частоту со п , определяющую интервал частот (ю п , оо), 
в пределах которого равенство (98) остается справедливым с точностью 
до +3 дб. Частота ощ может быть найдена из соотношения 

-20 І ё /(1 - ТІ4) 2 + (2С Й 7>„)2 + 20 1 ё (7>п)* = ±3. (102) 

Решая уравнение (102) относительно соц, получим 

(2С|-і) + і/(2СІ — 1) 2 + 1 ; ( 103 ) 

ИЛИ 

2(і-2СІ)+|/4(і-2СІ)-2, (104) 



Фиг. 53. Области частот, в которых 
ошибка при замене логарифмической ампли¬ 
тудной характеристики колебательного 
звена двумя сопрягающимися прямыми 
превышает 3 дб. В заштрихованных обла¬ 
стях ошибка превышает 3 дб. 


причем из двух получившихся 
выражений (103) и (104) для 

следует выбирать то из 

них, которое при данном С* 
имеет наибольшее веществен¬ 
ное значение. 

В приводимой ниже табл. 5 
<0 П 

даны значения —, соответ- 

ствующие различным С*. 

На фиг. 53 даны области 
частот, в которых ошибка 
при замене логарифмической 
амплитудной характеристики 
колебательного звена двумя 
сопрягающимися прямыми пре¬ 
вышает 3 дб. Эти области 
построены на основании табл. 
5 и 4. 
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Таблица 5 


с* 

0,0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 


0,8 

0,9 

1.0 

0 >ІІ 

<*>к 

1,85 

1,83 

1,74 

1,58 

1,19 

і 

1,0 

1,0 

1,0 

1,15 

1,34 

1,55 


Для облегчения построения логарифмической амплитудной характе¬ 
ристики колебательных звеньев в интервале частот о>і < о> < шц, в кото¬ 
ром они не могут быть заменены прямолинейными асимптотами, могут 



Фиг, 54. Отклонение точных логарифмических амплитудных характеристик 
колебательного звена от асимптотических. 


служить кривые поправок, приведенные на фиг. 54. Эти поправки, выра¬ 
женные в децибелах, должны учитываться при замене точного выраже¬ 
ния (96) для Ь(и>) двумя асимптотами уравнений (98) и (99). 

Итак, можно предложить следующее правило построения логариф¬ 
мической амплитудной характеристики или характеристики затухания 
колебательного звена: 

1 ) отмечаем на оси частот сопрягающую частоту 


и проводим из нее прямую с наклоном (—40 дб) на декаду; в резуль¬ 
тате получаем первое приближение для логарифмической амплитудной 
характеристики в виде прямолинейных асимптот, сопрягающихся в точке 
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2) определяем при помощи формул (100) и (103) частоты <о ь ю п ; 
если при этом окажется, что соі > о) ІЬ то первое приближение, о кото¬ 
ром говорится в предыдущем пункте, будет обеспечивать точность, не 
меньшую 3 дб*\ 

3 ) если о)! < а)ц, то для уточнения вида логарифмической амплитуд¬ 
ной характеристики в интервале частот соі < о < соц пользуемся кривой 
поправок, которой соответствует значение наименее отличающееся 
от рассматриваемого; поправки откладываем от сопрягающихся асимптот. 

Для вычисления фазы Ѳ (<о) часто можно пользоваться вместо точной 
формулы (97) приближенными формулами 


при Гео < 0,4 и 


агсі& 


2^(0 
1 - 7|«2 


:2С Ь 7\ 


агс!§ 


2С*7> 
1 - 


2 С» 

Тк <*> 


(105) 

(106) 


при 7о) > 2,5. 

Ошибка в вычислении фазы по этим формулам при любом С не пре¬ 
вышает 2°. 


е) Диференцирующее звено второго порядка 

Диференцирующее звено второго порядка (см. главу VII) при К — 1 
имеет логарифмические частотные характеристики вида 

М<в) = 201 гі ^(1 -х> 2 ) 2 +(2С^ш)2; (107) 

2С / /т // (о 

Ѳ < ,(ю)==агсі е — Ц-. (108) 

1 — Т^О)2 

Сравнивая формулы (107) и (108) с формулами (96) и (97), легко 
видеть, что логарифмические амплитудные и фазовые частотные харак¬ 
теристики устойчивого колебательного звена и диференцирующего звена 
при Т к — С = ^ к а отличаются друг от друга лишь знаком. Поэтому 
кривые 7(о), Ѳ (о>), определяемые формулами (107) и (108), могут быть 
получены при помощи зеркального отображения кривых, изображенных 
на фиг. 51 и 52, относительно оси частот. То же утверждение спра¬ 
ведливо и для поправочных кривых на фиг. 54. 

ж) Неустойчивое колебательное звено 

В случае неустойчивого колебательного звена, имеющего передаточную 
функцию вида (43) главы X, выражения для логарифмической ампли¬ 
тудной и фазовой частотных характеристик при К = 1 имеют вид 

Ь (со) = -20 1 ё /(1 + 7Ѵ) 2 + (2С*7>) 2 (109) 


* Заметим, что указанная точность обеспечивается при всех для значе¬ 
ний заключенных в пределах 0,38 0,7. 
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Тікп 


Фиг. 55. Кривые отклонений логарифмиче ских амплитудных ча- 
стотных характеристик Ь (<о) = —201д V (1 + Г|со2) 2 + (2С иТи®) 2 
неустойчивого колебательного звена, имеющего передаточную 


функцию =» 


трр + ХьТьЗ-І 


от асимптотических. 


0,6 0,4 


Фшѵ 56. Фазовые частотные характеристики 
0/ ч 4 2СГсо 

Ѳ((о) = агсі2 ухТад. 
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и 


(ПО) 


0 (<і>) в агсі^ 


Я*7> 

1 + * 


Кривые отклонений точных амплитудных характеристик от асимпто¬ 
тических и семейство фазовых характеристик, определяемых форму¬ 
лами (109) и (ПО), приведены соответственно на фиг. 55 и 56. 

В случае неустойчивого колебательного звена, имеющего переда¬ 
точную функцию вида (45), выражения для логарифмической амплитуд¬ 
ной и фазовой частотных характеристик при К = 1 имеют вид 

І к («О) = -201 г /(1 - гИ + (2С*7» 2 ; (111) 

Ѳ А (со) = агсі & ^^. (112) 

Сравнивая уравнения (96) и (108) с уравнениями (111) и (112), 
легко видеть, что характеристики затухания Ь (со) рассматриваемого 
неустойчивого колебательного звена совпадают с характеристиками 
затухания устойчивого колебательного звена, а его фазовые характе¬ 
ристики совпадают с фазовыми характеристиками диференцирующего 
звена второго порядка. 

Таким образом, при построении логарифмических амплитудных 
характеристик (111) мы можем пользоваться фиг. 51, а при построении 
фазовых характеристик (112)—фиг. 52, зеркально отобразив последние 
относительно оси о. 


4. ПРИБЛИЖЕННЫЙ СПОСОБ ПОСТРОЕНИЯ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ 
ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ОДНОКОНТУРНЫХ СИСТЕМ 

Выражение для передаточной функции КѴР (з) разомкнутой одно¬ 
контурной системы (устойчивой в разомкнутом состоянии) определяется 
формулой (335) главы VI. Поэтому общее выражение для логарифми¬ 
ческой амплитудной характеристики или характеристики затухания І (со) 
такой системы, если ввести обозначение 

20 1^/= , (ю) = іт/ 7 (со), 
можно представить в следующем виде: 

р _ 

Ь (со) = ЬтК — ѵілго) — 2 + 1 — 

- І Іт /(!-^)Ч(Ѵ № )Ч 

+ 2^'«у Г х2(і) 2 + 1-|- ^ Ьт у (1 — т> 2 ) 2 (2Смт м и>) 2 . (ИЗ) 

Выражение (113) показывает, что логарифмическая амплитудная 
характеристика или характеристика затухания I (со) одноконтурной 
системы может быть получена в результате простого сложения ординат 
рассмотренных нами выше характеристик затухания типовых звеньев, 
входящих в ее состав. 
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Пример . Построим логарифмические частотные Характеристики Системы, 
имеющей передаточную функцию вида 


КѴР(з) 


100(1,255+1)2 

5 (55 + 1)2 (0,025 + 1) (0,0055 + 1) 


(114) 


Прежде всего определим сопрягающие частоты, которые обратны по вели¬ 
чине коэфициентам при 5 (постоянным времени) в уравнении (114). Имеем 



частоты о>і, <о 2 , о) 3 . (о 4 на 
оси частот (фиг. 57) и по¬ 
строим характеристики за¬ 
тухания отдельных звеньев 
системы. Из уравнения (114) 
ясно, что система состоит 


Фиг. 57. Логарифмические амплитудная и фазовая 
частотные характеристики системы с передаточ¬ 
ной функцией 


К1Р(5) = 


100(1,255 + 1)2 

5 (55 + 1)2 (0,025 + 1) (0,0055 + 1) 


из одного интегрирующего, 

четырех апериодических, двух диференцирующих звеньев первого, порядка 
(с одинаковыми постоянными времени) и одного усилительного звена. 

Характеристика затухания интегрирующего звена представляет прямую 
с наклоном —20 дб на декаду, пересекающую ось частот при а> =* 1. 

Характеристикой затухания двух апериодических звеньев с одинаковыми 
постоянными времени Т г = 5 является прямая с наклоном —40 дб на декаду, 
сопрягающаяся с осью частот при — 0,2. Точно так же характеристиками 


затухания двух остальных апериодических звеньев являются прямые и с накло¬ 
ном —20 дб на декаду, сопрягающиеся с осью частот при о> 3 = 50 и <о 4 = 200. 

Характеристикой затухания двух диференцирующих звеньев с одинаковой 
постоянной времени т = 1,25 является прямая с наклоном +40 дб на декаду, 
сопрягающаяся с осью частот при <*> 2 = 0*8. Логарифмическая амплитудная 
характеристика усилительного звена представляет собой прямую, удаленную от 
оси частот на расстояние 201 &К = 40. 

Произведя алгебраическое сложение ординат логарифмических амплитудных 
характеристик отдельных звеньев, подучим результирующую логарифмическую 
амплитудную характеристику системы I (<*>) в виде сопрягающихся друг с другом 


прямолинейных отрезков. 

Вид I (о>) можно уточнить, воспользовавшись кривой поправок на фиг. 47 
для каждой из сопрягающих частот. При этом необходимо учитывать, что 


в случае наличия двух одинаковых постоянных времени ординаты кривой 


поправок должны удваиваться. 

Легко видеть, что логарифмическая амплитудная характеристика системы 
Ь (оз) может быть получена непосредственно по виду передаточной функции 
КѴР (5) без необходимости построения логарифмической амплитудной характе¬ 


ристики отдельных звеньев. 

Для этого необходимо лишь учесть, что при частотах, меньших первой 
сопрягающей частоты ш 1 , логарифмическая амплитудная характеристика си¬ 
стемы Ь (о) — это прямая с наклоном, равным наклону логарифмической ампли¬ 
тудной характеристики интегрирующего звена, т. е. —20 до на декаду, так как 
логарифмическая амплитудная характеристика всех остальных звеньев при 
имеет нулевой наклон. Эта прямая должна быть проведена так, чтобы 
при (о = 1 ее ордината равнялась 20 1 % К = 40. 
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При о = о»! = 0,2 на характеристику затухания интегрирующего звена, 
имеющую наклон —20 дб на декаду, накладывается характеристика затухания 
двух апериодических звеньев с одинаковыми постоянными времени, имеющая 
наклон — 40 дб на декаду. Поэтому Ь (о) в интервале имеет уже 

наклон —60 дб на декаду. 

При о = ш 2 = 0,8 начинает сказываться эффект двух диференцирующих 
звеньев с одинаковыми постоянными времени. Благодаря им наклон Ь (ш) в ин¬ 
тервале <о 2 < о < оз 3 делается равным —20 дб на декаду. При о> = 50 наклон 
вследствие влияния апериодического звена с постоянной времени Т = 0,02 = 

= ^ возрастает до —40 дб на декаду и при о> > ш 4 = 600 наклон I (<о) вслед¬ 


ствие влияния апериодического звена с постоянной времени Т = 0,005 = 


1 

200 


возрастает еще на —20 дб на декаду и делается равным —60 дб на декаду. 

Фазовая характеристика Ѳ (о>), изображенная на фиг. 57, получена при по¬ 
мощи сложения ординат фазовых-характеристик отдельных звеньев. 


Таким образом, можно сформулировать следующее правило построе¬ 
ния логарифмической амплитудной характеристики 7. (о>) одноконтурной 
системы. 

1. Определяем сопрягающие частоты о 1 , со 2 ,. . . и отмечаем их вдоль 
оси частот. 

2. Проводим низкочастотную асимптоту логарифмической амплитудной 
характеристики 7. (со), представляющую собой при о < прямую 
с наклоном — 20 ѵ дб на декаду, где ѵ — порядок астатизма системы. 
Эта прямая при о =1 должна иметь ординату, равную 201 
где К — передаточный коэфициент. 

3. После каждой из сопрягающих частот изменяем наклон харак¬ 
теристики затухания Ь (о) по сравнению с тем наклоном, который она 
имела до рассматриваемой сопрягающей частоты со., в зависимости от 
того, какому звену эта сопрягающая частота соответствует. 

Наклон изменяется на —20 дб на декаду в случае апериодического 
звена, на —40 дб на декаду в случае колебательного звена, на +20 дб 
на декаду в случае диференцирующего звена первого порядка и 
на +40 дб на декаду в случае диференцирующего звена второго порядка. 

4. Пользуясь кривыми поправок на фиг. 47 и 54, уточняем вид 
полученной таким образом характеристики затухания системы і(о). 

Примечание. Высокочастотная асимптота характеристики зату¬ 
хания Ь (со), т. е. ее часть при частотах, больших наивысшей сопрягающей 
частоты, должна иметь наклон, равный —20 (п — т) дб на декаду, 
где п —порядок знаменателя, а т — порядок числителя передаточной 
функции К\Ѵ(з). 


Сделаем теперь несколько замечаний относительно фазовых харак¬ 
теристик. 

Выражение для фазовой частотной характеристики Ѳ (со), соответ¬ 
ствующей логарифмической амплитудной характеристике (113), имеет вид 

Ѳ (ш) = — ѵ у - 2 атсі§Т — 2 агс *2 + 

/=1 і=1 № 

+2 агс4 & ѵ » +2 агс4 & • ( 1 15 > 

ы 1=1 1 - Ѵ >2 
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Выражение (115) показывает, что фазовые характеристики, так же 
как и логарифмические амплитудные характеристики одноконтурных 
систем, могут быть получены в результате простого сложения ординат 
фазовых характеристик типовых звеньев, входящих в их состав. 

При построении фазовых характеристик апериодических звеньев и 
диференцирующих звеньев первого порядка удобно пользоваться номо¬ 
граммой на фиг. 48. Можно также пользоваться шаблоном, изготовленным 
в соответствии с кривой Ѳ («>) на фиг. 46. Для приближенного построе¬ 
ния фазовых характеристик колебательных звеньев и диференцирующих 
звеньев второго порядка удобно располагать серией номограмм или 
шаблонов, соответствующих различным значениям С. 

Часто при вычислении фазовых характеристик полезными оказыва¬ 
ются приближенные формулы (86), (87) и (105), (106). 

5. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ ОДНОКОНТУРНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ ПО ИХ ЛОГАРИФМИЧЕСКИМ 
ЧАСТОТНЫМ ХАРАКТЕРИСТИКАМ 

Пользуясь критериями устойчивости для обычной амплитудно-фазовой 
характеристики, данными в главе X, легко сформулировать требования, 
которым должны удовлетворять логарифмические частотные характери¬ 
стики разомкнутой системы для того, чтобы она была устойчива 
в замкнутом состоянии. 

Рассмотрим прежде всего простейший случай, когда амплитудно¬ 
фазовая характеристика системы, устойчивой в разомкнутом состоянии, 
не имеет точек пересечения с отрезком действительной оси (— оо, —1 ) 
(амплитудно-фазовая характеристика первого рода) (см. фиг. 44). 

Легко видеть, что в рассматриваемом случае система является устой¬ 
чивой в том, и только в том, случае, если всем точкам амплитудно¬ 
фазовой характеристики вплоть до точки ее пересечения с окружностью 
единичного радиуса соответствуют значения фазы Ѳ большие, чем 

(— 1Г). 

Но точке пересечения амплитудно-фазовой характеристики с окруж¬ 
ностью единичного радиуса соответствует точка пересечения логариф¬ 
мической амплитудной характеристики 7. (со) с осью частот (так как 
1^1 = 0). Поэтому можно высказать следующее утверждение: 

Для того чтобы система , устойчивая в разомкнутом состоянии 
и имеющая амплитудно-фазовую характеристику первого рода , 
была устойчива в замкнутом состоянии , необходимо и достаточно , 
чтобы при всех частотах , при которых логарифмическая ампли¬ 
тудная частотная характеристика неотрицательна , т. е. I. (<о) > 0 , 
значения фазы Ѳ («>) превосходили (—тс). 

Для иллюстрации на фиг. 58, а изображены логарифмические харак¬ 
теристики устойчивой, а на фиг. 58, б — неустойчивой системы. 

Рассмотрим более общий случай, когда амплитудно-фазовая харак¬ 
теристика системы, попрежнему предполагаемой устойчивой в разомкну¬ 
том состоянии, имеет точки пересечения с отрезком действительной 
оси (— с», —1) (амплитудно-фазовая характеристика второго рода) 
(см. фиг. 44). 
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В данном Случае, как это было показано в главе X, система устойчива 
в замкнутом состоянии в том, и только в том, случае, если разность 
между числом положительных (сверху вниз) и отрицательных (снизу 
вверх) переходов амплитудно-фазовой характеристики отрезка (— со , 
—1) равна нулю. 

Но в точках пересечения между амплитудно-фазовой характеристикой 
и отрезком (— оо , —1) логарифмическая амплитудная характеристика 
Ь (о)) положительна, а фазовая характеристика Ѳ (<о) пересекает прямую 
(—тс) снизу вверх или сверху вниз в зависимости от того, соответ¬ 
ствует ли рассматриваемая точка пересечения положительному или отри¬ 
цательному переходу. Поэтому если условиться называть точку, в которой 



Фиг. 58. Логарифмические характеристики устойчивой 
и неустойчивой системы. 


фазовая характеристика пересекает прямую (—тс) снизу вверх, положи¬ 
тельным переходом, а точку, в которой она пересекает эту прямую сверху 
вниз, отрицательным переходом, то критерий устойчивости примени¬ 
тельно к логарифмическим частотным характеристикам можно сформу¬ 
лировать следующим образом: 

Для того чтобы система , устойчивая в разомкнутом состоянии , 
была устойчива также и в замкнутом состоянии, необходимо и 
достаточно , чтобы разность между числом положительных и 
отрицательных переходов между фазовой характеристикой Ѳ (со) и 
прямой (—тс) при тех значениях о, при которых логарифмиче¬ 
ская амплитудная характеристика Ь( со) неотрицательна , равня¬ 
лась нулю . 

Так, например, если логарифмические частотные характеристики 
разомкнутой системы имеют вид, графически изображенный на фиг. 59, 
и разомкнутая система устойчива (или нейтрально устойчива, т. е. 
имеет полюс в начале координат), то замкнутая система будет также 
устойчивой. 
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Последнее вытекает из того, что при Ь (а)) > 0 фазовая характери¬ 
стика имеет, как это ясно из фиг. 53, один положительный и один 
отрицательный переход. 

Теперь остается обоб- Ш) 1 Ѳ(и) 
щить этот критерий на ^ ра ° 
более общий случай, 
когда система в разо¬ 
мкнутом состоянии не¬ 
устойчива и характери¬ 
стическое уравнение ра- 0 
зомкнутой системы имеет 
Р корней в правой полу¬ 
плоскости. 

Так как в этом слу¬ 
чае условие устойчиво¬ 
сти для обычной ампли¬ 
тудно-фазовой характе¬ 
ристики заключается в 

том, чтобы разность ф иг> 59 . Логарифмические частотные характе- 
между числом положи- ристики разомкнутой системы, устойчивой в 
тельных и отрицательных замкнутом состоянии (Р = 0). 

переходов амплитудно¬ 
фазовой характеристики отрезка (—со, — 1 ) равнялась , то можно 

высказать следующее утверждение: 

Для того чтобы система , характеристическое уравнение кото¬ 
рой в разомкнутом состоянии имеет Р корней в правой полупло * 

скости , была устойчива в за - 
Ци)іѲ(и) мкнутом состоянии , необходимо и 

\ достаточно , чтобы число положи - 

\ тельных переходов между фазовой 

цц характеристикой Ѳ (со) и прямой 

X/ р 

(— іг) превышало на величину 

\ и число отрицательных переходов 

\ [ [ \ при тех значениях со, при которых 

\ і і \ логарифмическая амплитудная ча- 

и А стотная хаѵактеѵистика I М 

-гХу неот рицательна . 

Пример применения критерия 

Фиг. 60. Логарифмические частотные приведен на Ф иг * 60. 
характеристики неустойчивой разом- Если система должна быть не 
кнутой системы (Р = 2), неустойчивой только устойчивой, но и обладать 

в замкнутом состоянии. требуемым запасом устойчивости 

по модулю и по фазе Ѳ, то, кроме 
удовлетворения только что сформулированного критерия, требуется 
выполнение еще следующих дополнительных условий: 

1 ) при тех значениях а>, при которых 

— X < I (о) < X, 
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отрицательные значения фазы Ѳ (ю) должны удовлетворять неравенству 

|* + Ѳ(а>)|>7; 

2 ) при тех значениях о)> при которых 

— тс — 7 < Ѳ (о>) < — тс -|- у, 

логарифмическая амплитудная характеристика Ь (со) должна удовлетво¬ 
рять одному из неравенств 

— Х<І(со); 

І(о)) < — X. 

Итак для анализа устойчивости по логарифмическим характеристикам 
следует построить логарифмические амплитудную и фазовую характе¬ 
ристики; найти интервалы частот, в которых логарифмическая ампли¬ 
тудная характеристика Ь (со) > 0 ; сосчитать в найденных таким образом 
интервалах частот число пересечений фазовой характеристики Ѳ (со) 
с прямой (—тс) снизу вверх (плюс) и сверху вниз (минус). 

Если при этом окажется, что разность между числом точей пере¬ 
сечения, отмеченных знаком плюс, и числом точек пересечения, отме¬ 
ло 

ченных знаком минус, равна у, то система устойчива, если же по какому- 

либо другому числу, то система неустойчива. 

Заметим, что в случае астатических систем при подсчете числа 
точек пересечения необходимо учитывать точку пересечения амплитудно¬ 
фазовой характеристикой отрезка ( —оо, —1 ), получающуюся при бес¬ 
конечно малых значениях о>. 

6 . УСТОЙЧИВОСТЬ МНОГОКОНТУРНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Причины, по которым системы регулирования имеют не один, 
а несколько контуров обратной связи, могут быть самыми различными. 
Так например, кроме обратной связи через чувствительный элемент, 
в системах регулирования часто имеются внутренние обратные связи, 
вводимые в усилительные элементы для понижения уровня шумов, 
уменьшения выходного сопротивления, обеспечения линейности и т. д. 
Введение внутренних обратных связей является одним из важнейших и 
наиболее распространенных способов коррекции динамических свойств 
систем автоматического регулирования (см. главу XVI). 

Системы с несколькими регулируемыми величинами также относятся 
к классу многоконтурных систем регулирования. Наконец, с многокон¬ 
турными системами приходится иметь дело при анализе сложных систем 
автоматического управления, состоящих из нескольких взаимодейству¬ 
ющих друг с другом следящих систем и систем стабилизации. 

Анализ устойчивости многоконтурных систем обычно значительно 
более сложен, чем одноконтурных. Одной из основных причин этого 
является то, что передаточные функции многоконтурных систем с разо¬ 
мкнутой главной обратной связью через чувствительный элемент уже 
не являются произведением простых сомножителей [см., например, выра¬ 
жения (339) и (344) для передаточных функций, полученных в главе VI]. 
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Часто анализ устойчивости многоконтурных систем можно суще¬ 
ственно упростить, преобразовав структурную схему рассматриваемой 
системы, например, при помощи одного из приемов, рассмотренных 
в главе VI. 

К анализу устойчивости многоконтурных систем можно применить 
по существу любой из известных критериев устойчивости. 

Выбор того или иного критерия в значительной мере зависит от 
особенностей структурной схемы конкретной системы. Так, например, 
если система содержит ряд параллельных цепей обратной связи, охва¬ 
тывающих одну и ту же последовательность звеньев (см. фиг. 56 
главы VI), может оказаться удобным применение критерия устойчивости 
для обратной амплитудно-фазовой характеристики. Действительно, 
в этом случае обратная амплитудно-фазовая характеристика опреде¬ 
ляется выражением 

кЩР) г= ~кЖТ& + (5) + (5) + • • * + ^ (5) ’ 

которое является удобным для оценки влияния на устойчивость каждого 
из контуров обратной связи в отдельности. 

В случае более сложных систем, имеющих, например, структурную 
схему вида, изображенного на фиг. 57 главы VI, оказывается удобным 
применение логарифмических частотных характеристик, основанное на 
методике, рассматриваемой ниже. 

Для исследования устойчивости сложных многоконтурных систем 
с успехом может применяться критерий устойчивости Михайлова. Чтобы 
воспользоваться этим критерием, предварительно необходимо найти 
передаточную функцию всей системы (здесь опять-таки весьма полезными 
окажутся способы преобразования структурных схем, рассмотренные 
в главе VI) и построить кривую Михайлова, соответствующую знаме¬ 
нателю этой передаточной функции. 

7. ОБОБЩЕНИЕ ЧАСТОТНОГО КРИТЕРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ 
НА МНОГОКОНТУРНЫЕ СИСТЕМЫ 

В главе X был изложен критерий устойчивости, позволяющий судить 
об устойчивости системы в замкнутом состоянии по виду ее амплитудно¬ 
фазовой характеристики при условии, что число полюсов передаточной 
функции (или число корней характеристического уравнения) разомкнутой 
системы, находящееся в правой полуплоскости, известно. Непосред¬ 
ственное применение этого критерия в случае многоконтурных систем 
может вызвать затруднения, так как передаточные функции таких систем 
в разомкнутом состоянии (когда разомкнута одна из обратных связей, 
а все остальные обратные связи замкнуты) не являются произведениями 
простых сомножителей, и поэтому число полюсов этих функций, нахо¬ 
дящихся в правой полуплоскости, нельзя рассматривать как заданную 
величину, а следовательно, нельзя применить и упомянутый частотный 
критерий. По указанной причине при анализе устойчивости многокон¬ 
турных систем частотным методом приходится вначале размыкать все 
обратные связи, имеющиеся в системе, а затем включать их после¬ 
довательно одну за другой. 
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Такого рода подход к анализу устойчивости многоконтурных систем 
даожет быть обоснован следующим образом. 

Рассмотрим общий случая я-контурной системы автоматического 
регулирования, имеющей произвольную структуру. 

Обозначим левую часть характеристического уравнения системы 
в том случае, когда все обратные связи разомкнуты, через /) 0 ($) и 
предположим для определенности, что все нули функции О р (з) распо¬ 
ложены в левой полуплоскости. Перенумеруем теперь точки, в которых 
производится сравнение сигнала от обратной связи с входным сигналом, 
в произвольном, но фиксированном порядке и обозначим левую часть 
характеристического уравнения системы при включенной первой точке 
сравнения через О х ($), при включенной первой и второй точках 
сравнения через /) 2 ( 5 ) й т. д. и, наконец, через О (з) — левую часть 
характеристического уравнения всей системы в целом, в которой замкнуты 

все п цепей обратной связи. Составим теперь отношение . Очевидно, 

Ѵр ( 5 ) 


мы можем написать: 


или 


В (3) А (5) В 2 (5) А (5) В ( 5 ) 

Ор (*) О р (5) ’ А (5) * В 2 (5) • • • Аі-і (8) ’ 


В(з) _ Г В р (з) + М г (з) 1 Г В р (з) + М г (з) + М 2 ( 5 )] 
Я*(*> I. Ор(з) 1 I. В р (8) + Мг(з) \ 

Ор(*) + 2^і(*) 

1 

Л-1 

: _ і 


(116) 


(117) 


где через М х ( 5 ) обозначен полином, который добавляется к характе¬ 
ристическому уравнению полностью разомкнутой системы при включении 
первой обратной связи, через М 2 (з) — полином, который добавляется 
к характеристическому уравнению системы с замкнутой первой обратной 
связью при включении второй обратной связи и т. д., или 

[і + к 2 изд] ••• іі+/с л іг„(*)Ь О 18 ) 


где 


К^із) 


Мі(в) . 

Ор(*) ’ 


К&ш (*) 


іИ 2 (5) . 
Оі(5) ’ 


(119) 


Учитывая, что согласно предположению функция О р (з) не имеет 
полюсов в правой полуплоскости, легко видеть, что число нулей 
функции О(з) в правой полуплоскости равно числу оборотов 2 век- 
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Р О) 

Р р (/<“) 


вокруг начала координат при изменении <о от -|- оо до 
„ „ и (/<о) 

плпл агчлпл^лп VI пдт/тлпл __'_ лпАОітил п<іпѵтл 


Но полное число оборотов 2 вектора ^ , очевидно, равно сумме 

* Г>л Е>о о 

чисел оборотов векторов тг » тг * • • • “п-* а число оборотов каждого 

и Р и і и п -1 

из этих векторов равно разности между числом нулей и полюсов соот¬ 
ветствующей функции 7 7 - ^? \ в правой полуплоскости, т. е. 

и і—і {$) 

% = №і-Рі) + {Ы % -Р 2 )+ . . . +№ п -р л ), (120) 

причем условие устойчивости заключается в том, чтобы 2 = 0. Заметим, 
что в формуле (120) Р г = 0 согласно предположению, число же нулей ІѴ 2 
можно определить, сосчитав число оборотов вектора К х ѴР г (уш) относи¬ 
тельно точки (—1, /0). Определим теперь разность ІѴ 2 — Р 2 . 

Легко видеть, что Р 2 — Ы ѵ так как знаменатель функции - 5- - ^ • 

О 

представляет собой числитель функции ^ , число же нулей ІѴ 2 можно 

определить, сосчитав число оборотов вектора /С 2 1 Г 2 ($) относительно 
точки (—1,уО). Точно так же, сосчитав число оборотов вектора К в ]Ѵ в (з) 
относительно точки (—1,у0), мы можем определить ІѴ 3 и, имея в виду, 
что Р д = ІѴ 2 , найти Ы 3 — Р 3 и т. д. 

Определив указанным способом каждое из чисел ІѴ 2 — Р г , ІѴ 2 — 
— Р 2 , ... ІѴ Л — Р п у входящих в уравнение (120), и найдя их сумму 2> 
мы установим, является ли система устойчивой или нет, в зависимости 
от того, будет ли эта сумма 2 Р авна нулю или будет отличаться от 
нуля. При помощи аналогичных рассуждений легко показать, что если 
характеристическое уравнение полностью разомкнутой системы 


я„(Х) = о 

имеет Р корней в правой полуплоскости, та полностью замкнутая 
система будет устойчива лишь в том случае, если сумма полного числа 
оборотов 2 всех амплитудно-фазовых характеристик будет равна — Р. 

Таким образом, можно сформулировать следующий критерий устой¬ 
чивости многоконтурных систем: 

Для того чтобы многоконтурная система автоматического регу* 
лирования , характеристическое уравнение которой в полностью разо¬ 
мкнутом состоянии содержит Р корней в правой полуплоскости , 
была устойчива , необходимо и достаточно , чтобы полное число 
оборотов в отрицательном направлении вокруг критической точки 
(—7, /0) всех амплитудно-фазовых характеристик , получаемых 
при последующем включении каждой из цепей обратной свят в про¬ 
извольном порядке , за исключением какой-либо одной из них> при 
изменении о> от +оо до — оо равнялось Р. Если разомкнутая 
система устойчива и Р=0, то указанное число оборотов также 
должно равняться нулю. 

Важно заметить, что обратные связи могут включаться последова¬ 
тельно одна за другой в самом различном порядке. Если система 
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содержит п точек сравнения, то последующее включение обратных связей 
можно произвести п\ различными способами. 

Необходимо также подчеркнуть, что вполне возможны случаи, когда 
ІѴ Л =0 и в то же время 


(ІѴі-Л) + № 2 -Р 2 ) + • • • + №-Р к ) Ф О 

при некотором к < п. Это означает, что система может быть устойчивой 
в своем окончательном рабочем состоянии и неустойчивой, когда неко¬ 
торые из ее внутренних обратных связей разомкнуты. 


8. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ МНОГОКОНТУРНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ ПРИ ПОМОЩИ 
ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 

Практическое применение критерия устойчивости многоконтурных 
систем, сформулированного выше, значительно упрощается, если вместо 
амплитудно-фазовых частотных характеристик пользоваться логарифми¬ 
ческими частотными характери¬ 
стиками. 

Применительно к логарифми¬ 
ческим характеристикам этот 
критерий может быть, очевидно, 
сформулирован следующим обра¬ 
зом: 

Для того чтобы многокон¬ 
турная система , характери¬ 
стическое уравнение которой 
в полностью разомкнутом со¬ 
стоянии содержит Р корней в 
правой полуплоскости , была 
устойчивой , необходимо и до¬ 
статочно , чтобы разность ме¬ 
жду числом положительных и 
отрицательных пересечений пря¬ 
мой ( — ъ) всеми фазовыми час¬ 
тотными характеристиками , получаемыми при последующем включе¬ 
нии каждой из цепей обратной связи, для положительных значений 
соответствующих логарифмических частотных характеристик равня- 
Р 

лась 2 • 

В качестве примера рассмотрим систему на фиг. 61 и предположим, 
что эта система является устойчивой в разомнутом состоянии (фиг. 61, а). 

Для того чтобы проверить устойчивость этой системы в замкнутом 
состоянии, построим логарифмические характеристики, соответствующие 
произведению ]Ѵ 2 (/со) (/со), и сосчитаем разность между числом 

положительных и отрицательных пересечений прямой (—тс) фазовой 
характеристикой 


о) 



ѴѴ 7 VI2 


V/, 


б) 

Фиг. 61. Двухконтурная система автома¬ 
тического регулирования. 
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аг §[№ 2 (І<»)2і О'®)] 


при положительных значениях соответствующей логарифмической ампли¬ 
тудной частотной характеристики 

Ьт\ѴГ 9 2 1 \>0. 


Пусть эта разность равна (—2). Затем построим и сосчитаем раз¬ 
ность между числом положительных и отрицательных пересечений 
прямой (— іг) фазовой характеристикой 


аг& 


1 + ѴГ& ] 


при положительных значениях соответствующей логарифмической ампли¬ 
тудной характеристики 

I 


Ь т 


1 + Щ7. х 


Пусть эта разность равна (+2). Тогда согласно приведенному 
выше критерию система на фиг. 61, б является устойчивой. 

Из рассмотренного примера ясно, что при исследовании устойчи¬ 
вости многоконтурных систем необходимо уметь быстро определять 
логарифмические частотные характеристики, соответствующие выражению 

ИМ» __ 1 Г 2|(/®) Г,(/со) 1 П2П 

1 + Щ (» 2/ (» (У®) 1.1 + 2, (;<о) щ (/аз) ] • 1 ' 


Этой цели могут служить специальные номограммы, позволяющие 
определять логарифмические амплитудную и фазовую частотные харак¬ 
теристики выражения 


ф (ум) 


Г(/ш) 

1 + НГО®) 


( 122 ) 


по логарифмическим характеристикам, соответствующим ѴГ(уа)). 

Заметим, что выражение в квадратных скобках в уравнении (121) 
можно привести к виду (122), положив 


и 


Г(ум)= ВДсо)7Д/м). 

Рассмотрим способ построения указанных номограмм. Пусть 
№(/«>) = //(о>)#®Н 


Имеем 


Ф (ум) = 


1+ НГО®) 


= А (м) е’ѵ Н. 


Ае& 


Не’ 4 

1 + Не’ 4 ’ 


ИЛИ 


Не’ 4 = - 

1 —Ае’ч > 


1 


А 


е~Н—\ 


ИЛИ 


Не&-- 


С05 <р 


-1-7 


8ІП <р ’ 

Л 
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откуда 


следовательно. 


и 


1 _у0 С05 <р — А .8ІП <р 

~Н 6 — А ] А 1 

Я(ш) 


/ 2 С05 «р , 1 

V А + 

Ѳ(со) = аге^[ со ;‘ П ^ л ] . 


(123) 

(124) 


Пользуясь уравнениями (123) и (124), мы можем, задаваясь различ¬ 
ными значениями А и ср, находить соответствующие значения Н и Ѳ. 
Если теперь условиться откладывать по оси ординат значения ЬтН, 
вдоль оси абсцисс значения Ѳ в градусах и соединить точки, которым 
соответствуют одни и те же значения А, а также одни и те же значе¬ 
ния ср, плавными кривыми, то в результате мы получим интересующую 
нас номограмму. На фиг. 62а, 626 и 62в изображена требуемая номо¬ 
грамма (см. [3]) для определения амплитудной А (со) и фазовой ср (со) 
частотных характеристик, соответствующих передаточной функции 


Ф 0' ш ) = 


1 + 


по амплитудной Ьт\ѴР\ и фазовой Ѳ (ю) частотным характеристикам, 
соответствующим передаточной функции ИР(/со); значения модуля |ф| 
в дб даны без скобок, а в относительных единицах — в скобках. 

Значения ІтА и ср, для которых построены кривые, составляющие 
номограмму, отмечены на фиг. 62 соответствующими цифрами, называе¬ 
мыми индексами. 

Пользоваться номограммой можно следующим образом. 

Построим в координатах логарифм модуля — фаза, в которых по¬ 
строена номограмма, кривую Ь (Ѳ), представляющую зависимость Ь (<*>) = 
= іт |№(/а>)| от Ѳ (со) = аг^ [ИР(/а>] для исследуемой системы, рас¬ 
сматривая угловую частоту со как параметр и отмечая значения а) вдоль 
кривой Ь (Ѳ). 

Если кривая /,(Ѳ) пересекает одну из кривых номограммы, имеющую 
индекс = ЬтА х при некотором значении со = о> 1 , то отсюда следует, что 
при этом значении со логарифмическая амплитудная частотная характери¬ 
стика А (со), соответствующая выражению (122),имеет значение, равное ІѴ Г 

Точно так же если при ( 0 = 0 ^ кривая I (Ѳ) пересекает одну из 
кривых номограммы, имеющую индекс ср 2 , то из этого следует, что 
при (0 = 0 ^ фазовая частотная характеристика ср (со), соответствующая 
выражению (122) имеет значение, равное ср!. 

Таким образом, логарифмические характеристики А (со) и ср (<о) 
могут быть построены, если вдоль оси частот откладывать значения со, 
соответствующие точкам пересечения кривой Ь(6 ) с кривыми, из кото¬ 
рых сострит номограмма, а вдоль оси ординат — значения индексов для 
указанных точек пересечения. 

Предположим, например, что логарифмические характеристики для 
\Ѵ (/со) имеют вид, графически изображенный на фиг. 63. 
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Фиг. 626. Часть номограммы для значений фазы от 0 до —180° 
в укрупненном масштабе. 
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Фиг. 62в. Часть номограммы для значении фазы от —90 до — Ш 
и для значений | И^| от +32 до,—6 дб в укрупненном масштабе. 
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Кривая Ь (б), соответствующая этим характеристикам, изображена 

I Ш I 

на фиг. 64, а логарифмическая характеристика Ьт | у + , найден¬ 

ная изложенным способом, — на фиг. 65. 

Заметим, что номограммой на фиг. 62 обычно следует пользоваться 
лишь при значениях Ьт\ѴР\, лежащих в пределах 

— 20^Ьт\ №|§ 20 , 
так как с точностью до 1 дб 


при Ьт\ №|2^20 и 


Ьт 


\Ѵ 

1 + \Ѵ 


^0 


Ьт 


ѴГ 

1 + \Ѵ 


^Ьт\ Щ 


при Ьт | | ^—20. 

Итак, располагая номограммой, изображенной на фиг. 62, логариф¬ 
мические частотные характеристики выражения (122) можно найти сле¬ 
дующим образом: 

1) строим обычным методом, изложенным выше, логарифмические 
амплитудную и фазовую частотные характеристики, соответствующие 
передаточной функции 2^ (/со) и произведению передаточных функций 

2/0); 

2) откладывая на номограмме фиг. 62 вдоль оси ординат значения 

Ьт\ а вдоль оси абсцисс значения аг^(1Г^), находим изложен¬ 

ным выше способом характеристики 


Ьт 


1 + ХГ&і 


и аг& 


ѴіЪ 1 . 
1 + ѵта ’ 


3) вычитая из ординат кривых 


Ьт 


ѴГі2і 
1 + Щ%і 



Ѵ&і 1 
1 + 


соответствующие ординаты кривых Ьт \2 1 \ и аг^ (2 { ), получим иско¬ 
мые логарифмические частотные характеристики для выражения. 

Примеры анализа устойчивости многоконтурных систем приведены 
в главе XIII. 
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ГЛАВА XIII 


АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

Динамические свойства систем автоматического регулирования иногда 
существенным образом зависят, не только от сосредоточенных, но и 
распределенных параметров, и поэтому при исследовании устойчивости 
и переходных процессов приходится прибегать к математическому аппа¬ 
рату диференциальных уравнений не только в полных, но и в частных 
производных [1]. 12]» [3]. 

С точки зрения анализа устойчивости своеобразие систем автомати¬ 
ческого регулирования с распределенными параметрами заключается 
в том, что левая часть характеристического уравнения представляет не 
полином, а трансцендентную функцию от комплексного переменного 5, 
имеющую не конечное, а бесконечное число корней. 

Исследование устойчивости систем регулирования с распределенными 
параметрами, так же как и с сосредоточенными параметрами, сводится 
к определению знаков корней характеристического уравнения. 

В математической литературе по этому вопросу сравнительно недавно 
были опубликованы существенные материалы, но, к сожалению, при 
решении технических задач они не всегда оказываются эффективными. 

Практически гораздо более удобными здесь оказываются не анали¬ 
тические, а графо-аналитические методы исследования, основанные на 
частотных представлениях [1], [4], [5]. 

Простейшим классом систем регулирования, имеющим характери¬ 
стические уравнения в виде трансцендентных функций от 5, являются 
системы с так называемым запаздыванием. Анализу систем с запазды¬ 
ванием посвящен ряд работ Я. 3. Цыпкина. 

К понятию запаздывания часто прибегают в тех случаях, когда тре¬ 
буется хотя бы грубо, в первом приближении оценить влияние волновых 
явлений в трубопроводах и линиях передачи, а также других сложных 
явлений, строгое математическое описание которых затруднительно. 

Мы не ставим здесь задачу дать полное изложение вопроса об 
анализе устойчивости систем с распределенными параметрами и ограни¬ 
чимся лишь показом того, каким образом частотный метод анализа 
устойчивости и метод выделения областей устойчивости могут быть 
применены к анализу простейшего класса систем с распределенными 
параметрами, т. е. к системам с постоянным запаздыванием. 
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1. ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ И ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ С ПОСТОЯННЫМ 

ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

Рассмотрим систему, в состав которой входит звено с постоянным 
запаздыванием (фиг. 66). 

Запаздывающим звеном называется элемент системы регулиро¬ 
вания , в котором величина на выходе воспроизводит без искаже¬ 
ний (фиг. 67) изменения величины на входе , но с некоторым посто¬ 
янным запаздыванием т. 

Согласно данному определению между величиной на входе х г и 
величиной на выходе х 2 запаздывающего звена существует соотношение 

х 2 (і) = х 1 (і — х), (125) 

где т — постоянная величина, называемая запаздыванием. 



Фиг. 66. Структурная схема системы Фиг. 67. Характеристика звена 
с постоянным запаздыванием. с постоянным запаздыванием. 


Применяя к обеим частям равенства (125) преобразование Лапласа, 
получим 

М* 2 (0] = *“ ад М*і (*)Ь (126) 

и, следовательно, передаточная функция запаздывающего звена имеет 

вид 

= (127) 

Обозначим передаточную функцию всей остальной части системы, 

за исключением запаздывающего звена, через 

( 128 > 


Передаточная функция КУР(з) всей системы в разомкнутом состоя¬ 
нии может быть получена в результате перемножения левых и правых 
частей равенств (127) и (128): 

/СГ(5) = ^^|. (129) 

Для передаточной функции замкнутой системы получим 


Ф( . Л К\Ѵ(8) е~™М р (8) 

К ’ 1 + К\Ѵ (з) п р ( 5 ) + е~™М р (5) 


(130) 
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Выражение для амплитудно-фазовой характеристики разомкнутой 
системы можно найти из уравнения (129), заменив 5 через у со: 



(131) 

полагая 


к Г (/(О) = КН (ш)е +;е (а>) , 

(132) 

можем также написать: 


КѴР (/(В) = КН (со) ^ 19 (ш) “ т< " 1 . 

(133) 


Рассмотрение амплитудно-фазовой характеристики КН (/а>) приводит 
к заключению, что амплитуда установившихся колебаний КН ( о>) на 
выходе системы с запаздыванием равна амплитуде системы без запаз¬ 
дывающего звена, а фаза установившихся колебаний получает дополни¬ 
тельный сдвиг на угол тсо по сравнению с системой без запаздывающего 
звена. 

Следует подчеркнуть, что системы с запаздыванием не относятся 
к числу минимально-фазовых систем. Системы, отличающиеся друг от 
друга лишь величиной запаздывания, имеют, как это ясно из фор¬ 
мулы (133), одинаковые амплитудные и различные фазовые характе¬ 
ристики. Следовательно, в таких системах не существует однозначной 
связи между амплитудными и фазовыми частотными характеристи¬ 
ками. 

2. УСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМ С ПОСТОЯННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

Характеристическое уравнение системы с запаздыванием 

О р (*) + М р (з)е- Х3 = 0 (134) 

определяет корни X, системы с постоянным запаздыванием. 

Свободные колебания в системе определяются формулой 

00 х і 

*і(0 = 2<^' . (135) 

где с 1 — постоянные, определяемые из начальных условий. 

Свободные колебания затухают и система устойчива в том случае, 
если при оо выражение (135) стремится к 0. 

Последнее, очевидно, имеет место тогда, когда все корни характе¬ 
ристического уравнения обладают отрицательной действительной частью. 

Таким образом, необходимым и достаточным условием устойчивости, 
так же как и в случае отсутствия запаздывания, является требование, 
чтобы вещественные части всех корней уравнения (135) были отрица¬ 
тельными, т. е. 

я,(*і)<:о. (ізб) 

Заметим, что при т = 0, Х = Х /( где X,— корни характеристического 
уравнения системы без запаздывания, 

О р ( 5 ) + М р (5) = 0. 
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(137) 



Характеристическое уравнение (134) системы с постоянным запаз¬ 
дыванием отличается от характеристического уравнения системы без 
запаздывания тем, что левая его часть является не полиномом, а транс¬ 
цендентной функцией от 5. 

В случае системы без запаздывания устойчивость системы может быть 
определена обычными способами и, в частности, при помощи опреде¬ 
лителей Гурвица. При наличии запаздывающего звена уравнение (134) 
трансцендентно, и для него определение устойчивости с помощью опре¬ 
делителей Гурвица практически не применимо. 

Наиболее целесообразно в этом случае воспользоваться частотным 
критерием устойчивости, применимым к системам с распределенными 
параметрами и, в частности, к системам с постоянным запаздыванием. 

Доказательство частотного критерия устойчивости для систем с за¬ 
паздыванием может быть сделано при помощи принципа аргумента (см., 
например, [4] и [5]) и по существу ничем не отличается от доказа¬ 
тельства аналогичного критерия для систем без запаздывания. 

Остается прежней также и формулировка критерия, а именно: 

Для того чтобы система с постоянным запаздыванием , устой¬ 
чивая в разомкнутом состоянии , была устойчивой также и в за¬ 
мкнутом состоянии, необходимо и достаточно, чтобы амплитудно¬ 
фазовая характеристика /С1Г(/со) не охватывала точку — 1, /0. 

Как было указано выше, фаза вектора системы с запаздыванием 
по сравнению с системой без запаздывающего звена имеет отрицатель¬ 
ное приращение, пропорциональное частоте о>. Коэфициентом пропор¬ 
циональности является время запаздывания т. 

Благодаря увеличению отрицательного приращения фазы в системе 
с возрастанием о> возможно нарушение устойчивости системы, устой¬ 
чивой при т = 0. 

Если амплитудно-фазовая характеристика, проходя через точку 
(—1, уО) не охватывает ее, то характеристическое уравнение будет 
иметь два корня, действительная часть которых равна нулю. Остальные 
корни будут иметь отрицательные действительные части. 

Назовем времена запаздывания т 0/ и соответствующие им частоты о) 0/ , 
при которых амплитудно-фазовая характеристика проходит через 
точку (—1, уО), критическими. 

Критические времена запаздывания и частоты определяются равен¬ 
ствами ([4], [5]) 

|К1Р(Уа>)|=1; 

Ѳ (со)— ТО) = -}-7с(2 п 1). 



Определяя из уравнения (138) о) 0/ , легко определить критические 
времена запаздывания т 0і . 

Действительно, если определено со 0/ на основании уравнения (138), 
критическое время запаздывания равно 


т о/ = 


А 

<*>о/ 


(139) 


Указанное решение весьма просто выполнить графически (фиг. 68). 
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Условие | КѴ7 (/со) = 1 | легко найти путем пресечения годографа 
КѴУ (/со) единичной окружностью с центром в начале координат. Точка 
пересечения определит одновременно со 0/ и угол Ѳ (<о 0 ), который, будучи 
разделен на со 0 , даст критическое время запаздывания т 0і . 

Рассмотрим ряд случаев, вытекающих из рассмотрения указанного 
приема: 


1 ) пусть /С1Г(со)<1 при 0< 
частоты отсутствуют, и система бу; 



Фиг. 68. Определение критического 
времени запаздывания на плоскости 
к Г (». 


о) оо; в этом случае критические 
ет устойчива при любом т (фиг. 69); 

2 ) пусть (/со) > 1 (фиг. 68) 
в некотором диапазоне частот; в 
этом случае имеется несколько кри¬ 
тических частот ю 0/ . 



Фиг. 69. Амплитудно-фазовая характери¬ 
стика абсолютно устойчивой системы. 


Рассмотрим в порядке убывания последовательно критические ча¬ 
стоты ю 0/ . 

Очевидно, для частоты угол Ѳ 2 будет наименьшим. Следова- 

Ѳ / ^ ч 

тельно, начиная с == —, система с временем запаздывания т(т>т 1 ) 

будет неустойчивой. 

Система с постоянным запаздыванием т > будет неустойчивой 
до тех пор, пока величина— не будет превышать величину т 2 : 


При значениях т 2 , равных и больших т 2 , система автоматического 
регулирования с запаздыванием будет устойчивой, ибо в диапазоне 
частот о> 2 -(- о) 3 амплитудно-фазовая характеристика по модулю будет 
меньше 1. Очевидно, что при любых значениях т в пределах х 2 <т< 

где т 3 = , система (с запаздыванием т) будет устойчивой. В дальней¬ 

шем при т > т 3 система становится опять неустойчивой. Чередование 
явлений устойчивости и неустойчивости системы при непрерывном из- 
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менении т, а также других параметров является характерной особен¬ 
ностью многих систем с постоянным запаздыванием. 

Если система автоматического регулирования с запаздыванием 
неустойчива, то возникающие в ней колебания могут иметь частоты 
определяющиеся частотами амплитудно-фазовой характеристики, лежа¬ 
щими вне единичной окружности. 

В заключение необходимо сделать следующие замечания: 

1 ) в системах автоматического регулирования в целях увеличения 
быстродействия и точности время запаздывания т стремятся уменьшить, 
поэтому часто критерий устойчивости формулируется лишь для мини¬ 
мального времени запаздывания; 

2 ) система автоматического регулирования устойчива, если время 
запаздывания т меньше минимального граничного времени запазды- 

Вания *0 ЩІП" 

Пример . Устойчивость системы автоматического регулирования давле¬ 
ния , содержащей длинную линию [4], [5]. 

Рассмотрим систему автоматического регулирования давления, содержащую 
длинную линию от чувствительного элемента к исполнительному механизму 


Р 



Фиг. 70. Принципиальная схема регулирования давления. 


(фиг. 70). Длинная линия, передающая импульс к исполнительному механизму, 
вносит заметное запаздывание в реагировании сервомотора на подаваемый 
импульс. 

Система регулирования состоит из датчика давления в виде мембранного 
чувствительного элемента, управляющего дросселированием сжатого воздуха, 
подаваемого из внешней сети. Воздух после дросселирования подается 
по длинной пневматической линии к мембранному сервомотору, перемещающе¬ 
муся пропорционально величине давления в пневматической сети. Перемещение 
мембранного сервомотора 5 вызывает перекладку клапана на выходном трубо¬ 
проводе из объекта регулирования и тем самым изменение в нем давления. 

Пусть из-за наличия длинной линии перемещение регулирующего органа 
совершается с запаздыванием т. Если передаточный коэфициент регулятора 
обозначить через а = сопзі *, время запаздывания — через т, перемещение 

* Инерционностью регулятора в данном рассмотрении пренебрегаем. 


21 * 
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регулирующей заслонки — через & и давление — через <р, то уравнения процесса 
регулирования получаются следующими: 


уравнение объекта регулирования 

(Гвг + ЗіЖа) =-*(*); 

уравнение регулятора 

& (5) = ае т,У <р (5). 


(140) 


Амплитудно-фазовая характеристика рассматриваемой системы КѴ7 (уш) 

принимает вид 



Т а № + ^1 
Переходя к безразмерной частоте % 


—у ТО) 

е . (141) 


(142) 


Фиг. 71. Амплитудно-фазо¬ 
вая характеристика системы, 
имеющей критическое время 
запаздывания. 


и обозначая статический коэфициент передачи 7 
а 


7 = 




(143) 


можно представить амплитудно-фазовую характеристику в виде [4] и [5] 


у ——/ТОО 

или окончательно в виде 


К ши?.) = 


Т 

Ух 2+1 


—у[агсі§х-{-т(о] 

е 


~К г ѴГи*)е 


(144) 

(145) 


где 

ѵ — /агсія* 


Исследование влияния параметров системы на устойчивость процесса регу¬ 
лирования особенно наглядно произвести указанным выше графическим способом. 

Заметим, что годограф Кі \Ѵ (у*) представляет полуокружность. Для опре¬ 
деления критической частоты % 0 и критического времени запаздывания т 0 имеем 
следующее выражение: 


т о 


8 <К) 2 тс (п — 1 ) 

($1 Ы} 


(147) 


или для безразмерной величины Т 0 , соответствующей т 0 , 


Т’о = т о 


г 

Т а 



(2 п + 1 ) я 




( 2 «— 1 ) _ 
- ТС. 


Найдем пересечение этой полуокружности с единичным кругом и проследим 


влияние параметров Т и 7 на устойчивость системы (фиг. 71). Величина — 

определяет критическое время запаздывания Т 0 . Для данной системы регули¬ 
рования это единственное значение критической постоянной времени запазды¬ 
вания. Таким образом, если время запаздывания системы Т < Т 0 , процесс 
регулирования устойчив, в противном случае (7 1 >7' 0 ) неустойчив. 

Влияние параметра 7 — статического передаточного коэфициента — на устой¬ 
чивость системы легко установить из того факта, что при 7 < 1 весь годограф 
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КіУРЦъ) располагается внутри единичной окружности и пересечения с ней не имеет 
Следовательно, если 7 < 1 , то система будет устойчивой при любом времени 
запаздывания т. При 7>1 система будет устойчивой, если постоянная времени 
запаздывания Т<^Т 0 . Из построения фиг. 71 легко видеть, что чем больше 
статический коэфициент передачи, тем при меньшей постоянной запаздывания 
система теряет устойчивость. В случае нахождения системы на границе устой¬ 
чивости (Т = Т 0 ) в системе возникнут 
колебания частотой 

Т а 

о) = %0 — . 


Построим границу устойчивости в 
областях параметров Т и 7 (фиг. 72). 

Значения критических частот % 0 и 
времени запаздывания Т 0 определяются 
по формуле 

•*о= Ѵі г — і; 

т я — агсід Уі 2 — 1 У (148) 

1 0 - г- ■■ • 

Ѵт а — і 

На фиг. 72 представлена граница 
устойчивости в области параметров Т 
и 7 . Область, лежащая ниже этой гра¬ 
ницы, соответствует параметрам устойчивой системы, так как при неизменном 
граничном значении статического коэфициента передачи постоянная времени 
системы для данной области всегда меньше граничного времени запаздывания. 



Фиг. 72 Область устойчивости 
в параметрах Т 9 7 . 


3. РАЗБИЕНИЕ ПЛОСКОСТИ ПАРАМЕТРОВ ДЛЯ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

Как было указано ранее, при наличии запаздывания характеристи¬ 
ческое уравнение систем автоматического регулирования имеет вид 


/> р (*)+К/И р ( в )*- ,, ==0. 


Д-разбиение по одному комплексному или паре действительных пара¬ 
метров строится аналогично правилам, изложенным ранее (см. главу XI). 
Особенности Д-разбиения в случае систем с запаздыванием- разберем 
на следующих случаях [6]. 

Рассмотрим Д-разбиение по передаточному коэфициенту К . 

Уравнение для построения кривой Д-разбиения, которую мы 
будем обозначать через ІѴ, в параметрической форме имеет следующий 
вид: 


К = 


Л* (АО . 
О О*) ’ 


агс/С = агс{-ЩтЗ} + ™. 


(149) 


При пробегании со от 0 до оо переход корней уравнения (134) через 
мнимую ось слева направо соответствует переходу точки К через 
кривую N. 

Правило штриховки кривой N остается прежним (штрихуем левую 
сторону кривой Ы), Переход корня через мнимую ось слева направо 
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соответствует в плоскости К переходу через N с левой стороны кривой 
на правую. Особенность кривой Д-разбиения по К в данном случае 
состоит в том, что кривая N с изменением о от —с» до +оо со¬ 
держит участок, в котором она сматывается с некоторой окружности, 
а потом вновь на нее наматывается (фиг. 73). 

Уравнение указанной окружности получается, если приравнять нулю 
коэфициенты при старших степенях уравнения (149): 


|/С| = # = 1іт 


Л4(&) 

0 ( 8 ) 

$-►00 



(150) 


где п — наибольшая из степеней полиномов М и О; 
т и Яп — коэфициенты при п -й степени 5 у этих полиномов. 


Области Д-разбиения здесь 
Плоскость К 



Фиг. 73. Д-разбиение плоскости К. 


соответствуют разбиению на области 
с разным числом корней на правой 
полуплоскости. Внутренность окруж¬ 
ности К соответствует наличию 
бесконечного числа корней справа 
от мнимой оси, ее внешняя область 
будет представлять области Д. 

Для определения значения К, 
при котором система устойчива, 
следует сперва найти область, в 
которой определяется, сколько кор¬ 
ней справа имеет соответствующее 
ей уравнение 

п (8) + КМ ($) е~ п = 0. (151) 


Для этого используют точку о = со , т. е. полином Е> (8), и, если 
известно, Д-разбиение для системы без запаздывания (т = 0). 

Рассмотрим Д-разбиение плоскости двух параметров: ѵ и времени 
запаздывания т, представляющих существенный интерес. 

Несмотря на нелинейность вхождения параметра т, уравнения границ 
Д-разбиения получаются относительно простыми. 

Характеристическое уравнение представим в следующем виде: 


М (5) + ѵЛ (5) е* = 0. 


(152) 


Уравнения границ Д-разбиения: 


т 


(О 


{ 


агс 


М (/о) 
О (/“) 



, МЦь>) 

— о О) 


(& = 0,1,2...). 


(153) 


Штриховка на кривой N наносится согласно общим правилам; 
она определяется знаком выражения — мт. 
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Кроме- кривой IV, следует нанести три прямые, соответствующие 
особому значению со = 0: 

ѵ== _/т . 

\О/ш=0’ 


И 0) : 


: ОО І 


I = + Ііш 


ЛІ 

О 

со >оо 




(154) 


Последние две прямые выделяют область т, ѵ, соответствующую 
бесконечному числу корней с положительной действительной частью. 

Для определения областей т, ѵ, для которых может быть известно 
число корней с положитель¬ 
ной действительной частью, 
следует, как и ранее, перейти 
к предельной системе (т=0), 
для которой уже по обыч¬ 
ным правилам следует найти 
точки, соответствующие 
определенному числу кор¬ 
ней с положительной дей¬ 
ствительной частью. 

Область устойчивости 
Л (0) тогда находится по 
числу переходов через кри- 

В у Ю дг Фиг. 74. Д-разбиение плоскости ѵ, т. 

Пример . Пусть характеристический полином системы имеет вид 



Уравнения кривой ІѴ: 


ѵ (5 — 1)е т,у — 


±/Зтт ; х = ^г{ агс ‘2 


0)2 


2 + о) 2 


+ 2А *+7 + т}- 


Уравнения прямых: 

ѵ = 2; ѵ = +1. 

Штриховка кривой N определяется знаком — о>ѵ. 

Для определения области Д (0) определим вначале область Ді с известным 
числом корней справа от мнимой оси. Точка т = 0, ѵ — оо соответствует обла¬ 
сти Д (1). Тогда область Д (0) определяется одним переходом через границу N 
(фиг. 74). 
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ГЛАВА XIV 

ПРИМЕРЫ АНАЛИЗА УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В главе XII был изложен метод анализа устойчивости однокон¬ 
турных и многоконтурных систем, основанный на использовании лога¬ 
рифмических частотных характеристик. В этой главе даются конкрет¬ 
ные числовые примеры применения указанного метода. 

В качестве примеров взяты системы автоматического регулирова¬ 
ния, рассмотренные в главе III. Диференциальные уравнения и переда¬ 
точные функции этих систем были составлены в главе VIII. 


1. СИСТЕМА АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
СКОРОСТИ ГИДРОТУРБИНЫ 

Передаточная функция разомкнутой системы автоматического регу¬ 
лирования скорости гидротурбины в соответствии с формулами (438) 
и (441) (см. главу VIII) может быть записана в виде 

_ А?і&2^3^4 _ 


К ѴГ(з) 


8 (Т а $ + 1) (?ѵ + 1) (Тъ 8 + 1) ( ту + 26x7-18 + 1) 


1 +- 


&2&3&4&5 (Т %8 + 1) 


(155) 


или 


где 


К в ^ в (з) = 


8 (Т2 8 + 1) (Та 5 + 1) 4 5 + 1) 

КШ _ К в ]Ѵв ($) 

КѴ ( $ >—\ + КаѴГ а (8)' 


* ( Т а 8 + 1) (7-25 + 1) (Т й 8 + 1) (ГУ + %7і* + 1) 

и 

К Ш /'е'І __ ^2^3^4^5 (Гб«У 4“ 1) _ 

* ^ 8(Т 2 8 + \)(Т г 8 + \)(Т 4 8 + \) * 

Примем, что передаточные коэфициенты и постоянные времени, 
входящие в формулы (154) и (155), имеют следующие значения: 

к г — 15; Т г = 0,5 сек. = ~ сек.; 


&2 = Ь0; 7 2 = 0,25 сек. = сек.; 
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к г = 0,75; Т 3 = 0,05 сек. = ^ сек.; 

^4 = 5,0; Г 4 = 7,0 сек. = ^-щ сек.; 

к 5 = 0,97; Т ь = 20,0 сек. = ^ сек.; 

5 = 1,25; Т а = 8,0 сек -=(Ц 25 сек. 

Для того чтобы произвести анализ устойчивости этой системы, 
построим прежде всего способом, изложенным в предыдущей главе, 
логарифмические амплитудную и фазовую частотные характеристики, 
соответствующие передаточной функции К а ѴР а ($). Эти характеристики 
изображены на фиг. 75. 



Фиг. 75. Логарифмические амплитудные и фазовые частотные характеристики 
разомкнутого внутреннего контура системы автоматического регулирования 
скорости гидротурбины [КсМ'а (/<«>)]• 

Так как передаточный коэфициент к а = к 2 к г к А к ь равен 3,63 или 
11,0 дб , то логарифмическая амплитудная частотная характеристика 
ип | К а Ѵ7 а | получается из Ігп \ \Ѵ а \ путем переноса ее вверх на 11,0 дб. 

Фазовая частотная характеристика разомкнутого внутреннего контура 
определяется по формуле 

К (<») [град] = — -| + аг<% -щ- агсід — ап% — 

— агс1&^, (156) 

из которой ясно, что Ѳ а (<о) изменяется от —90° при а> = 0, до —270° 
при ю = со. Фазовая частотная характеристика В а (ш) построена на фиг. 75. 
Как видно из этой фигуры, сдвиг фазы при частоте среза <о ср1 = 6,0 1 /сек, 
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т. е. при частоте, соответствующей точке пересечения Ьт\К а ѴР а \ с осью 
частот, составляет —156°. Это означает, что внутренний контур системы 
в замкнутом состоянии устойчив и обладает запасом устойчивости по 
фазе или избытком фазы, равным 24°. При увеличении передаточного 
коэфициента внутреннего контура к 2 к ъ к^к ь с 3,63 до 10 возрастает 
частота среза а)^ р2 = И>0 1/сек 2 , и так как избыток фазы при этом 
примерно равен 0°, то внутренний контур в замкнутом состоянии при 
значении к 2 к в к А к ъ = 10 оказывается на границе устойчивости. 

Чтобы обеспечить надежную работу системы автоматического регули¬ 
рования, необходимо иметь некоторый положительный избыток фазы 
в частоте среза (иначе говоря, запас устойчивости внутреннего контура 
по фазе). На практике обычно принято брать для внутренних контуров 
избыток фазы при относительно небольших частотах среза, не превы¬ 
шающих 20 1/сек, не менее 15°. Как мы видим, для к 2 к в к А к ъ — 3,63 и 
выбранных постоянных времени это условие получения требуемого 
запаса устойчивости соблюдается. На устойчивость внутреннего контура 
влияет не только передаточный коэфициент, но и постоянные времени. 
Так, при уменьшении постоянных времени сервомоторов Т 2 и Т в увеличи¬ 
вается частота среза, соответственно с этим уменьшается запас устой¬ 
чивости внутреннего контура по фазе. 

Установив, что внутренний контур системы устойчив, перейдем 
к анализу устойчивости всей системы автоматического регулирования, 
имеющей передаточную функцию К определяемую формулой (155). 
Для этого построим логарифмические амплитудную и фазовую частотные 
характеристики в соответствии с этой формулой. 

Мы можем написать: 

Ьгп | КШ (/со) I = Ш I К в Ч7 й (» | + 1* | і+к!\Ѵ а (Н I ( 1 57 > 
И 

аге/^О) = аг е К в Ѵ в (» + аг е . (158) 


Как видно из формул (157) и (158), необходимо построить отдельно 
логарифмические амплитудные и фазовые частотные характеристики для 

функций К в 1Г в (уа>) и т -- ^ \ ( . г- , и только произведя их алгебраи- 

I Т а ИР а и 10 / 

ческое сложение, мы получим результирующие характеристики для функ¬ 
ции КѴР (/со). 

Для построения логарифмических амплитудной и фазовой частотных 
характеристик Ьгп 


1 


иаг& [т+кжш] воспольз У емся 


1 +К а ѴГ а и«) 

номограммой, приведенной на фиг. 62 главы XII. Для этого не¬ 
обходимо выражение - г - \ • преобразовать к виду 

кѵги<*) 


Легко видеть, что 


ф (/<«)= 


і 


1+КГ(У») 

1 




1 +Ка№аО'о) 


1 +• 


1 


(159) 
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Таким образом, для получения логарифмических характеристик, соот¬ 
ветствующих уравнению (159), необходимо наносить на указанную 
выше номограмму зависимость логарифма амплитуды и фазы не для пе¬ 
редаточной функции К а № а (/со), а для обратной ей, т. е. ^ - Л° га " 

рифмические частотные харак¬ 


теристики для обратной пере¬ 
даточной функции 1 


Ѳ\іт х 

т\ 



С0[і/сек] 


40' 


4 6 0,1 2 4 610 2 4610 2 4610 * 


Ка^аО*) 

получаются путем одновремен- Щ 
ного изменения знаков ординат 
логарифмических амплитудной 
и фазовой частотных характе¬ 
ристик, соответствующих функ¬ 
ции К а Ѵ7 а (і со). Другими сло¬ 
вами, обратные логарифмиче¬ 
ские амплитудные и фазовые 
частотные характеристики пред¬ 
ставляют собой зеркальное ото¬ 
бражение относительно оси 
абсцисс обычных логарифмиче¬ 
ских частотных характеристик. 

Обратные логарифмические амплитудная и фазовая частотные характери¬ 
стики, полученные изложенным способом, приведены на фиг. 76. 

Воспользуемся теперь ука¬ 
занной выше номограммой. 
Беря значения амплитуды и 

фазы функции * 


Фиг. 76. Обратные логарифмические 
амплитудная и фазовая частотные характе¬ 
ристики разомкнутого внутреннего контура 
системы автоматического регулирования 

скорости гидротурбины Г г . / -; -г 1 . 

ік а \у а и<*)\ 


Ѳ' 

Щ 

200 

1 щ 

100 

■ 25 

0 

щ 

100 

Щ 

-200 

Щ 

-300 

■-75 \ 


т 


т 


м 


я. 


И3 

фиг. 76, перенесем их в виде 
I СОВ/с&Ц точек на номограмму, как это 
показано на фиг. 77. Соединяя 
эти точки плавной линией, по¬ 
лучим обратную логарифмиче¬ 
скую амплитудно-фазовую ча¬ 
стотную характеристику для 
внутреннего разомкнутого кон¬ 
тура,которая показана штрихами 
на фиг. 77. По точкам пересече¬ 
ния этой кривой со сплошными 
кривыми номограммы можно най¬ 
ти значения амплитудной харак¬ 
теристики замкнутого контура. 
Перенеся эти значения, на полулогарифмическую сетку, получим 

логарифмическую частотную характеристику для функции ^ + ^ ^ г ^ у • 
Это построение выполнено на фиг. 78. По точкам пересечения характери¬ 
стики ^ ^. --у с пунктирными кривыми на фиг. 77 можно найти 
значения фазовых углов для замкнутого контура. 


0 } 012 4 60,1 2 А 61,0 2 4 610 2 4 6 ІО 2 

Фиг. 78. Обратные логарифмические ампли¬ 
тудная и фазовая частотные характери¬ 
стики замкнутого внутреннего контура 
системы автоматического регулирования 

скорости гидротурбины Г 


11 +К 


_ ' 

с№ а (У 00 ). 
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Фиг. 77. Обратные логарифмические амплитудно-фазовые характеристики разомкнутых внутренних контуров систем. 


- система автоматического регулирования скорости гидротуроины 

— электронный регулятор напряжения 


- следящая система копировально-фрезерного станка 
следящая система СЦР-584 
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Фазовая частотная характеристика, соответствующая функции 
^ ^ ■, также приведена на фиг. 78. 

Из построенных на фиг. 78 амплитудной и фазовой частотных 
характеристик функции 1 ^ \ у/ ( уг т легко видеть, что при боль- 

I і“ 1\а ™ а \з' й ) 


ших значениях амплитуды (свыше 



4 6 0,1 2 4 61,0 2 4 610 2 4 6 ІО 2 


Фиг. 79. Логарифмические амплитудная и 
фазовая частотные характеристики, соответ¬ 
ствующие функции К в \Ѵ в О' 0 *) 


Произведя 
для функций 


алгебраическое 

«О) 


сложение 

1 


1 + К а ѴГ а Ѵ<») 


16—18 дб) эти характеристики 
совпадают с амплитудными 
и фазовыми характеристи¬ 
ками функции г > * , . ■ г . 

^ Ка^аО*) 

При малых значениях 
амплитуды (порядка 2—8 дб) 
\Шеей эти характеристики сильно 
отличаются друг от друга. 

В передаточной функции 
^в^вСА 0 ) трехчлен 0,255 2 + 
+ 1,0255 + 1 имеет ^ > 1 
и распадается на два дву¬ 
члена вида (0,45+1) и 
(0,6255 + 1). Положив, 
как обычно, 5 =/о), по¬ 
строим логарифмические 
амплитудную и фазовую 
частотные характеристики 
для передаточной функ¬ 
ции (/<*>). Это по¬ 

строение выполнено на 
фиг. 79. 

ординат амплитуд и фаз 
, получим амплитудную и фа¬ 


зовую частотные характеристики для функции К 1Г(уа>). Результирующие 
логарифмические амплитудная и фазовая частотные характеристики 
построены на фиг. 80. Здесь же для сравнения вверху приведена обычная 
амплитудно-фазовая характеристика системы. Как видно из этих кривых, 
при частоте среза а)^ = 0,73 1/сек избыток фазы равен 45°. Такой 
положительный избыток фазы является достаточно большим для 
системы автоматического регулирования, и при изменениях параме¬ 
тров, вызванных производственными допусками, система будет всегда 
устойчива. 

Из фиг. 80 видно, что рассматриваемая система имеет запас устой¬ 
чивости по модулю — 10 дб. Рассмотрим, как влияют некоторые 
параметры системы на ее устойчивость. При увеличении передаточного 
коэфициента к г запас устойчивости системы уменьшается, так как воз¬ 
растает частота среза амплитудной характеристики, причем фазовая 
характеристика системы не изменяется. При к 1 = 79дб избыток фазы 
уменьшается до 30°, и дальнейшее увеличение коэфициента к х нецеле- 
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сообразно. Необходимо также иметь в виду, что при увеличении к х 
происходит уменьшение положительного запаса устойчивости системы 
по модулю. 

Для того чтобы не изменился запас устойчивости системы по модулю, 
необходимо одновременно с увеличением коэфициента к х увеличить 
передаточный коэфициент обратной связи. Уменьшение постоянных 
времени объекта регулирования и гидравлических сервомоторов позво¬ 
ляет увеличить частоту среза системы без ухудшения условий устойчи¬ 
вости системы по фазе и по модулю. 



Фиг. 80. Логарифмические амплитудная и фазовая частотные характеристики 
для разомкнутой системы автоматического регулирования скорости гидротур¬ 
бины [ЮѴ (у‘о>)]. 


2. электронный регулятор напряжения 

В главе VIII была получена передаточная функция для электронного 
регулятора напряжения в разомкнутом состоянии [см. главу VIII, 
формулу (455)]. 

Эта передаточная функция, так же как и в предыдущем примере, 
может быть приведена к виду 

КѴ(з)= , У.І -777 . (160) 


где 


К в № в (з) = 


1+К а 1^ а (5)' 
к^кцк^Т С Р$ 


( Г 0‘ ?2 + 2?о^о 5 + і) {Тс 8 + 1) 
к т кфъкікьС 


[ТУ + 2? 0 7'о« + 1) { Т /8 + 1) { Т г8 + 1) 


(161) 

( 162 ) 
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Допустим, что числовые значения параметров, входящих в уравне¬ 
ния (161) и (162), имеют следующие значения: 

к т , = 1,26; Т е = 0,5 сек. = сек.; 
к 2 = 2,0; Т г = 0,4 сек. = сек.; 
к г = 20; Т 0 — 0,25 сек. = і сек.; 

к^ в = 5,0; Т; = 0,07 сек. = ^-сек.; 

Р = 0,8;$ = 0,7; с — 1,0. 

Рассмотрим условия устойчивости внутреннего контура электронного 
регулятора напряжения (см. фиг. 76), т. е. условия, при которых функ¬ 
ция КѴР (з) не имеет полюсов и, следовательно, функция 1 -\-К а ^ а {8) 


Ѳ° ітШ] 



Фиг. 81. Логарифмические амплитудная и фазовая частотные характери¬ 
стики разомкнутого внутреннего контура электронного регулятора напряжения 

[К а \Ѵ а (»]. 

не имеет нулей в правой полуплоскости. Для этого необходимо по¬ 
строить логарифмические амплитудную и фазовую частотные характери¬ 
стики, соответствующие передаточной функции К а \У а О'ы). Эти харак¬ 
теристики приведены на фиг. 81. При передаточном коэфициенте 
К а — = 39,8 (32 дб), внутренний контур в замкнутом состоянии 

будет устойчив, так как избыток фазы на высокой частоте среза 
со с/? = 36 1/сек немного больше 15°. При увеличении передаточного 
коэфициента К а за счет увеличения (3 или возрастании коэфициента 
усиления электронного усилителя частота среза увеличивается и избыток 
фазы понижается. 

Заметим, что уменьшение постоянных времени обмоток возбуждения 
генератора переменного тока и возбудителя позволяет несколько уве¬ 
личить частоту среза при почти неизменяющемся избытке фазы внутрен¬ 
него контура. 

Уменьшение же постоянной времени корректирующего устройства Т с , 
с одной стороны, увеличивает сопрягающую частоту амплитудной 
характеристики, а с другой — уменьшает передаточный коэфициент К а , 
что в свою очередь приводит к уменьшению частоты среза. Однако 
влияние увеличения сопрягающей частоты на частоту среза будет 
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большим, а следовательно, при уменьшении Т с запас устойчивости вну¬ 
треннего контура уменьшается. 

Проведя анализ устойчивости внутреннего контура, перейдем к анализу 
устойчивости всей системы. По аналогии с рассмотренным ранее первым 
примером построим обратные логарифмические амплитудную и фазо¬ 
вую частотные характеристики. На фиг. 82 приведены логарифмиче¬ 
ские амплитудная и фазовая частотные характеристики для функ- 

ции 1Г \Ѵ/ / - ч . 

К а № а (/“) 

Откладывая значения фазовых углов по оси абсцисс и значения 
амплитуд по оси ординат номограммы, построим амплитудно-фазовую 

характеристику для функции ур * Последняя построена штрих- 
пунктиром на фиг. 77. 

На фиг. 83 построены логарифмические амплитудная и фазовая ча¬ 
стотные характеристики для функции — . , * ,. ч , найденные при 

і + Кд іѵ а (/и) 

помощи номограммы на фиг. 77. 

Как видно из графиков на фиг. 77, внутренний контур имеет избыток 
фазы на частоте среза порядка 15° при максимальном затухании, при¬ 
близительно равном 14 дб. 

На фиг. 84 построены логарифмические амплитудная и фазовая 
частотные характеристики для функции К в № в У<й) при передаточном 
коэфициенте А 7 ',й 2 й 3 й 4 А б с = 252, т. е. 48 дб. Логарифмическая амплитуд¬ 
ная и фазовая частотные характеристики для всей разомкнутой системы 
(см. фиг. 85) определяются путем алгебраического сложения ординат 
амплитудной и фазовой характеристик для функции К в ѴР в ( уш) с ордина¬ 
тами амплитудной и фазовой характеристик для функции ■ - - . . 

I Ка а 

Из фиг. 85 видно, что частота среза системы & ср ^8 1/сек, а из¬ 
быток фазы в частоте среза составляет 60°. Следовательно, электронный 
регулятор напряжения является системой с большим запасом устойчи¬ 
вости по фазе. Небольшие изменения передаточных коэфициентов эле¬ 
ментов системы к 2 , к % , & 4 и к ъ почти не влияют на запас устойчивости 
системы по фазе, так как в частоте среза фазовая характеристика имеет 
горизонтальный участок в интервале от а> —5 1/сек до (о == 10 1/сек. 

При увеличении коэфициента усиления кт г до 3 частота среза возра¬ 
стает до «)^ = 30 1/сек, а избыток фазы падает до 0°, и система 
становится практически неустойчивой. 


3. СЛЕДЯЩАЯ СИСТЕМА КОПИРОВАЛЬНО-ФРЕЗЕРНОГО 

СТАНКА 

Передаточная функция (485) (см. главу VIII) следящей системы 
копировально-фрезерного станка с разомкнутой главной обратной связью 
может быть представлена в виде 


КЪ 00 = 


К й уг.(8) [1 + К е 1Гс(8)] 
1 + КЛ00 


(163) 
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где 


К а Ж а { 8 ) 

К в Ж в {5) 


— (Г/8+1)(Г*8 + 1)(Г Л 8 + 1)(Г е 8 + 1) * 
_ к^кфък^къкъкчкфъ _, 

“в(Г/8 + 1) (Гав + ІМГлв + І)’ 


К с \Ѵ е (8) = 


Тщ 8 
(Т е 8 + 


к 9 4 


( 164 ) 


Предположим, что 1 7^ = 0,25 сек., 7 ав = 0,11 сек., Т т — Ы0“ 5 сек., 
к г к 2 — 77 1 вісм ; 6 д =1,0; к А к ъ к 6 к 7 = Ю0; Т к — 0,038 сек.; Т е — 

=0,166сек., 7^=0,008сек.,& 8 =9,6 об/в*мин ;6 9 =4• 10 -4 см • мин!сек• об, 
к п = 0,0156 в-мин!об. 

Для того чтобы исследовать устойчивость рассматриваемой системы 
в замкнутом состоянии, предварительно определим, является ли она 
устойчивой в разомкнутом состоянии. Последнее будет иметь место, 
если функция 1 + не имеет нулей в правой полуплоскости 

или, другими словами, если устойчив внутренний контур следящей 
системы. Для исследования устойчивости внутреннего контура построим 
логарифмические амплитудную Ьт | и фазовую аг §К а ѴР а частотные 

характеристики (фиг. 86). 

Как видно из этих графиков, при передаточном коэфициенте обратной 
связи К а = к ѣ к А к ъ к & к 7 к д к п Т с = А і 5 или 13,6 дб второй внутренний 
контур в замкнутом состоянии устойчив, так как избыток фазы при 
частоте среза составляет 20°. При увеличении коэфициента К а до 9 
или 19 дб внутренний контур в замкнутом состоянии теряет устой¬ 
чивость (см. пунктирную кривую на фиг. 86). При этом значении К а 
избыток фазы при частоте среза становится отрицательным (примерно 
равным —20°). 

Теперь можно перейти к анализу устойчивости всей системы. Для 
этого необходимо построить ее логарифмические характеристики, опре¬ 
деляемые согласно уравнению (163) выражениями 

Іш | К 1Г (/<*>) I = Іт I К в 1У в Ош) | + іт | 1 + К с \Ѵ С (/«) | + 


и 


+ Нт + КМ») 

ггеКѴѴ») = а геК'Ѵ, (/ш) + аг§[1 + К С ѴР С (/а.)] + 

+ аге [тттадат] • 


(165) 


(ібб) 


Логарифмические характеристики, определяемые последними членами 
в правой части формул (165) и (166), найдем при помощи номограммы. 


і Основные передаточные коэфициенты и постоянные времени элементов 
следящей системы взяты из книги лауреатов Сталинской премии Т. Н. Соколова, 
И. А. Дружинина, И. И. Верина, А. И. Разыграева и А. Г. Назарова „Элек- 
трокопировально-фрезерный полуавтомат, модель 6441А системы Т. Н. Соколова", 
Машгиз, 1951. 
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Для этого предварительно, так же как и в предыдущем примере, 
преобразуем выражение [1 + К а № а СА 0 )]"* 1 к ВИ ДУ 

1 ^ [Ка\Ѵ а Ц<»)Г 1 

1 + к а №а (М 1 + [КаУ/а ООГ* * 

Обратные логарифмические амплитудная и фазовая частотные харак¬ 
теристики для функции ^ у/ ( ] &) п Р иведены на Ф иг - 88, а соответ¬ 
ствующая амплитудно-фазовая характеристика нанесена на номограмму 


Ѳ° ітШ 



Фиг. 86. Логарифмические амплитудная и фазовая частотные 
характеристики второго контура следящей системы копиро¬ 
вально-фрезерного станка [КаУ^а (/«)]• 


фиг. 77 пунктиром. Логарифмическая амплитудная и фазовая частотные 

характеристики для функции . ч , найденные при помощи 

1 + КаПаО* 0 ) 

фиг. 77, приведены на фиг. 88. 

Логарифмические характеристики, соответствующие выражению 
[IК С ѴР С (]&)], могли бы быть определены аналогичным образом. 
Однако ввиду того что в рассматриваемом примере функция К с Ѵ^ с (з) 
имеет весьма простой вид, удобнее поступить следующим образом. При¬ 
нимая во внимание последнюю из формул (164), мы можем написать: 

1+^д*) = --. (167) 

Логарифмические характеристики, соответствующие формуле (167), 
изображены на фиг. 89. 

Логарифимические характеристики Ьт\К й Ѵ7 в \ и аг§/С в 1^ в (уа)), по¬ 
строенные обычным способом при помощи второй из формул (164), 
приведены на фиг. 90. 

Логарифмические амплитудная Ьт]КѴР 1 и фазовая Ѳ (со) ча¬ 
стотные характеристики для всей системы в разомкнутом состоянии, 
вычисленные по формулам (165) и (166), представлены графиками 
на фиг. 91. 
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Фиг. 87. Обратные логарифмические амплитудная и фа¬ 
зовая частотные характеристики разомкнутого второго 
контура следящей системы копировально-фрезерного 

станка [ >> ■ т ѵ } Л . 

І.К 0 ІР в О)і 



Фиг. 88. Обратные логарифмические амплитудная и фазовая частот¬ 
ные характеристики второго замкнутого контура следящей системы 


1 + К а Ш а СМ 


гит 

Щ Юі - 


-10 


Фаза 


и 


Амплитуда 


СО [і /сек] 


6 д ю 


20 


40 60 


Фиг. 89. Логарифмические частотные характеристики функции 

[1 +к с ѵ с и<*)]- 


22 * 
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Как видно из последней фигуры, замкнутая система электрокопиро- 
вального фрезерного станка является устойчивой, так как избыток фазы 
при частоте среза составляет 60°. Запас устойчивости по модулю 



Фиг. 90. Логарифмические амплитудная и фазовая частотные характеристики 
для функции К в ХР в и ш ) следящей системы копировально-фрезерного станка. 

равен — 10 дб . Фиг. 91 позволяет исследовать поведение системы 
в случае изменения некоторых ее параметров. Относительно неболь¬ 
шое изменение коэфициентов усиления элементов системы, хотя 



Фиг. 91.''Логарифмические амплитудно-фазовые частотные характеристики разо¬ 
мкнутой следящей системы копировально-фрезерного станка [К йР (/<«>)]. 

и приводит к увеличению или уменьшению частоты ее среза, однако 
вследствие пологости фазовой характеристики в области частоты среза 
не оказывает существенного влияния на избыток фазы. Это указывает 
на высокую стабильность следящей системы при выбранных параметрах. 
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4. ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ СЛЕДЯЩЕЙ СИСТЕМЫ 
ДЛЯ УПРАВЛЕНИЯ АНТЕННОЙ (СЦР-584) 

Как было ранее показано (глава VIII), передаточная функция разо¬ 
мкнутой следящей системы для управления антенной может быть пред¬ 
ставлена в виде 

К\ХЧ^ КеѴГеі*) 

К]Ѵ ( 8 )—1 + Ка№а(з) ’ 


(168) 


где К в ѴР в (з) и К а \У а (з) передаточные функции, определяемые фор¬ 
мулами 

к Ж ,($) =- 7 -,-^-,( 169 ) 

в О ' ' / т і < \ I пгіі — О і с\* Т* ~ . Ч \ / 'Г» _ . ч \ / _ • 1 \ /Ті _ ■ і \ ' ' ' 


где 

и 


; (Т г 8 + 1 ) ( 7 ^ 5 * + 2Ь 0 Т& + 1 ) (Т/8 + 1 ) (Пз + 1 ) ( Т дв 8 + 1 ) 
К в = к г к^к^к^к^к^к^к^ 

КаѴ а (*) = 

_ *«ЙК^)* № + 1)(7 *>* + 1) _ 

(Г/* +1) (Г** + 1) (7а«* + 1) (7> + 1) (Т п $ + 1) [(і)*+25 я і-+і] 


(170) 


Здесь К а = кгкукзк^к^к^ — передаточный коэфициент обратной связи 
системы. 

Числовые значения параметров системы приведены ниже [2]: 

Т п = 0,558 сек. = ~-сек.; 7^ = 0,002 сек. =^~сек.; 

Т ь — 0,253 сек. = ^~сек.; 7^ = 0,0017 сек. =сек.; 

7^ = 0,11 сек. = сек.; Т два — 0,022 сек. = сек.; 

7„ = 0,02 сек. =-^ сек.; Т 3 = 0,013 сек. — у? сек.; 

Г,, = 0,01 сек. = г=сек.; <і>„ = 3,8 рад/сек; 


К в = 200 1/сек; к а = 20; 
$ 0 = 0,35; $„ = 0,608. 


Найдем логарифмические амплитудные и фазовые частотные харак¬ 
теристики і т |ЛГ а 1Г а (/(о)|, Ь т | К в Ш в О) |, аг & [К а ѴѴ а Ц<ь)\ [град] и 
аг§[АГ в Г в (/о))1 [град]. 

Логарифмические характеристики І т \К а ѴР а \, аг§- [(К а \Ѵ а (До)] , по¬ 
зволяющие исследовать устойчивость внутреннего контура следящей 
системы, приведены на фиг. 92, где видно, что избыток фазы в нижней 
частоте среза о> г/ ,„ = 0,57 1/сек составляет немного больше 15°. Сле¬ 
довательно, внутренний контур в замкнутом состоянии является устой- 
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200Ѵ 50 Н 180 


-бОО^-ЮО 1 


Дмплитида 


III 

ІІПНІІ 


г ь 6 і.о 2 и 6 т 2 и 6 ю 2 2- и ею 3 


Фиг. 92. Логарифмические амплитудная и фазовая частотные 
характеристики разомкнутого внутреннего контура следящей 
системы [К а ѴР а (./<*>)]. 
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МП 
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МП 
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Фиг. 93. Обратные логарифмические амплитудная и фазовая 
частотные характеристики разомкнутого внутреннего кон¬ 
тура следящей системы Г „ .у} .. г 1 . 

Ѵ*\а ѵ* а и 0 *) 3 
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чивым. При увеличении передаточного коэфициента обратной связи К 
до 53 дб избыток фазы в частоте среза становится отрицательным, 
контур в замкнутом состоянии становится неустойчивым. 

На фиг. 93 построены обратные логарифмические амплитудная и 
фазовая частотные характеристики разомкнутого внутреннего кон- 

[к а )У а Ѵ<»)] • 

Ѳ° іт№ 


тура 



Фиг. 94. Обратные логарифмические амплитудно¬ 
фазовые частотные характеристики замкнутого 
внутреннего контура следящей системы 


[і + К а Г а (»] * 


Построив по этим характеристикам на номограмме (фиг. 77) сплошной 
линией логарифмическую амплитудно-фазовую характеристику для функции 

К Ой ) ’ можно оп Р е Д елить логарифмические характеристики, соот¬ 
ветствующие функции і ц. ^ ^ (фиг. 94). 


е\ 

А 1 _1_ 



0 

щ 

-100 

щ 

-200 

щ 

-300 

ш 

-100 

-100' 

Фиг. 95. , 



и[і/секІ 


2 4 6 1,0 2 4 6 10 2 4 6 Ю 2 2 4 


частотные характеристики, соответствующие функции 
КвѴГвіП Д ля следящей системы. 


Теперь построим логарифмические амплитудную и фазовую частотные 
характеристики для функции К в ѴР в (/и>) при К в = 200. Соответствующее 
построение выполнено на графиках фиг. 95. Результирующие логариф- 
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мические частотные характеристики всей разомкнутой системы полу¬ 
чаются при помощи алгебраического сложения ординат кривых, приве¬ 
денных на фиг. 94 и 95. 

На фиг. 96 приведены частотные характеристики, соответствующие 
функции /С 1^0). 

Как видно из кривых, изображенных на этой фигуре, в частоте среза 
о) г/7 =10 1/сек следящая система обладает избытком фазы порядка 40°. 



Фиг. 96. Логарифмические амплитудная и фазовая частотные 
характеристики разомкнутой следящей системы КѴР Ц&). 


При небольших изменениях передаточных коэфициентов и постоянных 
времени элементов системы избыток фазы остается почти неизменным. 

Заметим, что увеличение коэфициента К в приводит к увеличению 
частоты среза и уменьшению запаса устойчивости системы по фазе. 
При одновременном увеличении коэфициентов К в и К а в одинаковом 
отношении запас устойчивости системы по фазе не изменяется. 
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РАЗДЕЛ III 


АНАЛИЗ КАЧЕСТВА И СИНТЕЗ КОРРЕКТИРУЮЩИХ 
УСТРОЙСТВ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ. 
ОСНОВЫ ТЕОРИИ ИМПУЛЬСНОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 


Системы автоматического регулирования обычно находятся под влия¬ 
нием воздействий двух типов: управляющих, определяющих требуе¬ 
мые законы изменения регулируемых величин, и возмущающих, 
мешающих осуществлению этих законов. 

Характерная черта этих воздействий заключается в том, что обычно 
заранее нельзя предугадать с полной определенностью закон их изме¬ 
нения во времени. Поэтому вопрос о правильном учете и выборе воз¬ 
действий при анализе и расчете систем автоматического регулирования 
следует решать, исходя из рассмотрения реальных условий их работы. 

Методы, излагаемые в настоящем разделе, исходят из предположе¬ 
ния, что среди всего многообразия воздействий оказалось возможным 
выбрать такое, которое являлось бы типичным для реальных условий 
работы системы. 

Кроме того, ниже предполагается, что воздействия можно рассмат¬ 
ривать как заданные функции времени, вызывающие переход системы 
из одного установившегося состояния в другое или в прежнее. 

Таким образом, методы настоящего раздела направлены на решение 
проблемы анализа, расчета и синтеза систем автоматического регулиро¬ 
вания при определенных требованиях к характеристикам переходного 
процесса, вызываемого воздействием в виде заданной функции времени. 
Эту проблему мы условимся называть проблемой качества. Про¬ 
блему анализа качества можно охарактеризовать как проблему при¬ 
ближенного определения или установления верхних границ для тех или 
иных характеристик переходного процесса , называемых показателями 
качества , при помощи исследования свойств некоторых функций или 
характеристик (косвенных характеристик качества), которые мо¬ 
гут быть найдены из уравнений системы без необходимости их не¬ 
посредственного решения . 

Показатели качества, характеризующие процесс, должны выбираться 
в зависимости от требований, предъявляемых к системе, и свойств рас¬ 
сматриваемого класса воздействий. 

Наиболее часто применяемые показатели качества были рассмотрены 
в главе И. 

Решение проблемы качества в приведенной постановке, после 
того как выбрано типовое воздействие, требует ответа на следующие 
вопросы. 
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1. Каким образом выбрать косвенные характеристики качества так, 
чтобы их определение было связано со значительно меньшими трудно¬ 
стями, чем непосредственное решение диференциальных уравнений системы? 

2. Каким образом установить связь между косвенными характеристиками 
качества и самими показателями качества, с одной стороны, и косвен¬ 
ными характеристиками качества и интересующими нас параметрами 
системы, с другой? 

В настоящем разделе излагаются три основных метода решения про¬ 
блемы качества, получившие в настоящее время существенное развитие 
и форму, пригодную для практических расчетов, но в основном лишь 
применительно к системам автоматического регулирования, описываемым 
линейными диференциальными уравнениями. 

Этими методами являются: 

1) частотный метод, излагаемый в главе XV; 

2) метод распределения полюсов и нулей передаточной функции, 
излагаемый & главе XIX; 

3) метод интегральных оценок, излагаемый в главе XX. 

Содержание перечисленных глав не ограниченно лишь изложением 

методов анализа, в них уделено также значительное внимание и вопросу 
о выборе параметров систем регулирования по заданным требованиям 
к качеству. 

Одним из важнейших вопросов теории автоматического регулирова¬ 
ния является вопрос о синтезе корректирующих устройств. Этому во¬ 
просу посвящены главы XVI — XVIII. В главе XVI рассматриваются 
некоторые из наиболее широко применяемых методов коррекции дина¬ 
мических свойств систем автоматического регулирования. В главе XVII 
излагается метод синтеза корректирующих устройств, основанный глав¬ 
ным образом на частотных представлениях. Примеры применения этого 
метода приведены в главе XVIII. 

Наконец, в главе XXI, являющейся последней главой раздела, даны 
основы теории систем импульсного регулирования, представляющей 
собой своего рода аналог теории непрерывного регулирования, кото¬ 
рой в основном было посвящено содержание предыдущих глав книги. 
В главе показано, каким образом идеи и методы, связанные с решением 
вопросов устойчивости и качества систем регулирования непрерывного 
действия, могут быть с помощью преобразования Лапласа для ступенча¬ 
тых функций использованы, развиты и применены для решения анало¬ 
гичных вопросов в случае систем импульсного регулирования. 



ГЛАВА XV 


ЧАСТОТНЫЙ МЕТОД АНАЛИЗА КАЧЕСТВА СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Математической основой частотного метода анализа качества систем 
автоматического регулирования является преобразование Фурье. 

Преобразование Фурье позволяет получить на основании диферен- 
циальных уравнений с учетом начальных условий и приложенных к си¬ 
стеме воздействий или на основании экспериментальных данных неко¬ 
торые вещественные функции, называемые обобщенными частотными 
характеристиками . 

Обобщенная частотная характеристика переходного процесса, сводя¬ 
щаяся в простейшем случае (см. далее) к обычным частотным харак¬ 
теристикам системы, так же как и преобразование Лапласа для иско¬ 
мого переходного процесса, полностью его определяет. 

Одно из основных различий между прямым методом анализа качества, 
основанным на обратном преобразовании Лапласа, и частотным мето¬ 
дом анализа качества заключается в том, что первый является аналити¬ 
ческим, требующим вычисления корней характеристического уравнения 
системы, а второй (так же как и частотный метод анализа устойчиво¬ 
сти) является графо-аналитическим, не требующим вычисления корней. 

Существенная особенность частотного метода анализа качества, 
составляющая одно из его основных преимуществ, заключается в том, что 
исходными данными для него могут служить те же самые частотные 
характеристики, которые применяются при анализе устойчивости. 

Таким образом, частотный метод анализа качества [2] — [7] представляет 
собой естественное продолжение и развитие частотного метода анализа 
устойчивости [1] и образует вместе с ним единый метод анализа дина¬ 
мики систем автоматического регулирования в отличие, например, от 
алгебраических методов анализа устойчивости, не требующих вычисле¬ 
ния корней и имеющих мало общего с прямым методом анализа каче¬ 
ства, требующим знания корней. 

Метод применим к системам, содержащим не только сосредоточен¬ 
ные, но и распределенные параметры [2], [3]. 

Следует подчеркнуть, что хотя общие частотные представления 
заимствованы теорией регулирования из теории электрических цепей, 
однако их развитие в теории регулирования пошло своим собственным 
пугем. Это объясняется тем, что в теории электрических цепей вплоть 

347 



до сравнительно недавнего времени частотными представлениями поль¬ 
зовались в основном лишь для анализа установившихся, а не переход¬ 
ных режимов, а также и тем, что постановка задач анализа и синтеза 
в теории регулирования существенно отличается от постановки анало¬ 
гичных задач в теории цепей. 

Одной из характерных особенностей частотного метода анализа ка¬ 
чества систем автоматического регулирования является то, что он, 
в отличие от методов расчета электрических цепей, основывается на 
рассмотрении главным образом вещественной, а не амплитудной и фазо¬ 
вой частотных характеристик. 

Основная причина, объясняющая предпочтение, оказываемое в обыч¬ 
ных методах расчета электрических цепей амплитудной и фазовой 
частотным характеристикам по сравнению с вещественной и мнимой 
частотными характеристиками, заключается в том, что первые имеют 
более простой физический смысл и обычно легко могут быть опреде¬ 
лены экспериментально. Вследствие указанного обстоятельства анализ 
установившихся процессов, несомненно, удобнее производить при по¬ 
мощи амплитудной и фазовой частотных характеристик, чем при помощи 
вещественной и мнимой. Однако при анализе переходных процессов, 
основанном на первой паре характеристик, мы сталкиваемся с извест¬ 
ными трудностями. Эти трудности заключаются в том, что оказывается 
невозможным в общем случае представить в достаточно удобной для 
анализа форме связь между переходным процессом и одной из частот¬ 
ных характеристик, амплитудной или фазовой, а необходимо одновремен¬ 
ное введение в рассмотрение обеих характеристик. 

В то же время, если пользоваться вещественной и мнимой частот¬ 
ными характеристиками, то переходный процесс можно представить 
только через одну из них. 

Действительно, рассмотрим, например, выражение для импульсной 
переходной функции (см. главу V) в виде интеграла Фурье: 

00 

к(() = ~ (а) 

—СО 

79 ( ш ) 

Ѵ(І*) = А у {ф)е*У { \ 

Интеграл (а) легко преобразовать к следующей вещественной форме: 

оо 

= а у С08 1“* + Ь ( щ )1(б) 

—оо 

В то же время, если положить, что 

у (/(о) = Р у (ш) +^^ у (<о), 

то вместо формулы (а), как это показано ниже, можно написать: 

ОО 

к (/) = -і- (со) соз /со (в) 
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или 


*(<)-V 


со 

^ Ру (со) 8ІП /со (/(О. 


со 


Мы видим, что в выражение (б) входят одновременно как ампли¬ 
тудная, так и фазовая частотные характеристики, между тем как ка¬ 
ждое из выражений (в) и (г) содержит только одну частотную характе¬ 
ристику— вещественную или мнимую — и является более удобным для 
анализа, чем выражение (б). Кроме того, нужно иметь в виду следую¬ 
щее. При исследовании устойчивости систем автоматического регулиро¬ 
вания обычно исходят из их частотных характеристик в разомкнутом 
состоянии. Вследствие этого обстоятельства оказывается удобным, как 
это мы увидим ниже, при полном анализе динамических свойств систем 
автоматического регулирования в качестве исходных данных пользо¬ 
ваться амплитудной и фазовой частотными характеристиками разомкну¬ 
той системы, а для проверки результатов, получающихся при том или 
ином выборе указанных характеристик, пользоваться вещественной 
частотной характеристикой замкнутой системы. Таким образом, мы полу¬ 
чаем возможность, с одной стороны, в качестве исходных данных поль¬ 
зоваться частотными характеристиками, имеющими наиболее простой 
физический смысл и легко определимыми экспериментально, и, с дру¬ 
гой— применять формулы, наиболее удобные для исследования связи 
между свойствами частотных характеристик и переходных процессов. 


1. ОБОБЩЕННЫЕ ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ. СВЯЗЬ МЕЖДУ 
ОБОБЩЕННЫМИ ЧАСТОТНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
И ПЕРЕХОДНЫМ ПРОЦЕССОМ [4], ]5] 


Рассмотрим выражение для переходного процесса х{і) в виде инте¬ 
грала 


С-Н/ОО 


где 


= ± ^ Х(з)е*‘сіз, 

С —/ОО 

Л" (5) = у е- 5І х{і) йі 


( 1 ) 


и с — абсцисса абсолютной сходимости функции л:(/)(см. главу V). 

Представим функцию Х($) в виде суммы из двух слагаемых. Одно 
из этих слагаемых Х г ($), содержащее все полюсы X ( 5 ), расположенные 
в левой полуплоскости, назовем регулярной частью функции Х(з). 
Второе из слагаемых Х п (з ), содержащее все полюсы Х(з), располо¬ 
женные в правой полуплоскости и на мнимой оси, назовем нерегуляр¬ 
ной частью функции Х(з). Итак, 

Х(8) = Хг(8)+Х п (8). ( 2 ) 
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Подставляя формулу (2) в (1), получим 

с-\-іоо с-\-;оо 

х (^) ~ " 2^7 ^ Хт (5) е$Ы8+ 2 Ч I х " (5) е$І а$ • ( 3 ) 

С—/оо С—/со 


Заметим, что в первом интеграле в правой части уравнения (3) можно 
положить с = О, так как все полюсы функции Х г (з) расположены в 
левой полуплоскости. 

Введем обозначения 

-Іуоо 

Хг № — ~ѣ$) Хг{8)е«а 8 (4) 


Х п(*) = -Щ$ (5) 

с —/оо 


На основании равенств (3)-—(5) мы можем написать: 

* (0 =-МО+ *„(*)• (6) 

Регулярная часть х г {і) функции х(і) в силу того, что все полюсы 
ее преобразования Лапласа Х г (з) расположены в левой полуплоскости, 
является затухающей функцией от і\ 

1ітл>(0 = 0. (7) 

со 

Наоборот, нерегулярная часть х п {І) функции х{І) является при 
і -* оо либо расходящейся, либо периодической функцией, либо, 
наконец, постоянной величиной. 

Предположим, что все полюсы Х п (з) нам известны и что, следова¬ 
тельно, функция х п (і) может быть найдена способом, изложенным 
в главе V. Полюсы же функции Х г ($) мы будем считать неизвестными, 
но, как уже об этом говорилось, расположенными в левой полупло¬ 
скости. 

Преобразуем выражение (4) для х г (і) к виду, имеющему основное 
значение для всего дальнейшего изложения. 

Полагая в уравнении (4) $=уо), найдем 

ж г(*) = -&§Х,Ои)еІ°*аи. ( 8 ) 

—СО 

Отделим в выражении для Х Г (;Ъ) вещественную часть от мнимой: 

= (9) 

и назовем Ц г (ы) обобщенной вещественной, а 5 г (а>) — обобщенной 
мнимой частотными характеристиками процесса . 
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Подставляя выражение (9) в (8), найдем 

со 

х г (І) — ^ [Кг («>) С05 Ы — 5 Г (со) 8ІП 0 )^] ^(0 + 

—с» 
со 

+ ^ [/? г (ю) 8ІП юг+5г (со) СОЗ ю/] Й?Ю. (10) 

—со 

Так как выражение 

Кг (со) зіп юг -[- 5 Г (со) соз Ы 

представляет нечетную функцию от со, то второй интеграл в правой 
части уравнения (10) равен нулю, и мы можем написать: 

со 

х г (0 = Г [/? г (со) СОЗ юг — 5, (ю) 8ІП юг] */со. ( 1 ] ) 


Если воздействие приложено в момент времени г = 0, то 

х г ( 0 = 0 ; г<о, 

и выражение (11) упрощается. 

Действительно, учитывая равенство (12), получим 

оо 

^ [/? г (ю) соз юг—5, (со) зіпюг] ^ю = 0; г<0. 

—со 

Заменяя в уравнении (13) і через — г, получим 

со 

^ [Кг ( а) ) СОЗ (ю) г + 5 Г (ю) 8ІП юг] Й?Ю = 0. 

—оо 

Складывая уравнение (11) с (14), будем иметь 

ОО 

Х Г (І)=~ ^ Кг (со) СОЗ со/^ю, 


или 


х г (г)=-~ ^ Кг (<*>) соз юг й?ю. 
о 

Вычитая уравнение (14) из (И), найдем 

со 

х г (і) — — і ^ 5 Г (ю) ЗІП со/Ао = 

—со 
оо 

= — ~ Г $ Г («))8ІП ч>Ыч>. 


( 12 ) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 
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Таким образом, на основании уравнений (6), (15) и (16) можем 
написать: 


или 


х (/) = Х п (/) + Нг (<*>) СОЗ 0)^0), 
о 

оо 

х ({) = Х п (0-5 Г (со) 8ІП (оМо). 


(17) 

(18) 


Выражения (17) и (18) определяют изменение обобщенной коорди¬ 
наты х(і) для широкого класса воздействий как при нулевых, так и 
при ненулевых начальных условиях. 

Рассмотрим, какой вид принимают формулы (17) и (18) в несколь¬ 
ких практически наиболее часто встречающихся случаях. 


2. СЛУЧАЙ, КОГДА ФУНКЦИЯ X (з) НЕ СОДЕРЖИТ ОСОБЕННОСТЕЙ 
ВО ВСЕЙ ПРАВОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ И НА МНИМОЙ ОСИ 

В этом случае 

Ііт зХ(з) — Ііт х(і) = 0, (19) 

5 -*- 0 /-*• оо 

и функция X (з) имеет только регулярную часть, откуда следует, что 
обобщенная частотная характеристика /? г (а>) совпадает с вещественной 
частью #(о>) выражения Х{](л). Поэтому выражения (17) и (18) сво¬ 
дятся к виду 

оо 

х(і) = (о) соз 0 )^ 0 ); />0, (20) 

о 

или 

оо 

х(і) = — 5(и>) зіп ю/^а). (21) 

о 

Например, если х(і) представляет отклонение регулируемой вели¬ 
чины и необходимо учесть эффект управляющего воздействия и началь¬ 
ных условий, то согласно главе V 

Х(з) = ф(з)0(з) + У н (8). ( 22 ) 

В этом случае функции /? (со), 5 (<о), входящие в уравнения (20) и 
(21), можно найти следующим образом. 

Пусть 

О (» = Р е (со) + (а>) 

УЛМ=Рн(*)+Ш*). (23) 

Функции Р^(а>) и (2 е (и>) мы будем называть соответственно веще¬ 
ственной и мнимой частотными характеристиками воздействия, а функ- 
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ции Я л ((о) и <2 л (о>) — вещественной и мнимой частотными характери¬ 
стиками начальных условий. 

Полагая в уравнении (22) $=/о) и учитывая равенства (23), по¬ 
лучим 

Я ((*)) = р (<0) Р е (о) - О. (о) Яг (<■>) + Р н (о); 

5 (О)) = Р (со) (со) + 0 (со) Р е ((О) + <3 Н (со). (24) 

3. СВЯЗЬ МЕЖДУ ЧАСТОТНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
И ИМПУЛЬСНОЙ ПЕРЕХОДНОЙ ФУНКЦИЕЙ 

Посмотрим, какой вид принимают формулы (20) и (21), если воздей- 
ствием является дельта-функция и начальные условия нулевые. 

Полагая в равенстве (22) 

0(5) = 1; 

К„(5) = 0, 

найдем 

*,(5)=*(«) = Ф($). 


и, следовательно, в рассматриваемом случае 

Кг (о>) = К (о>) =р (“); 

5,(о)) = 5(а>) = 0(а>), (25) 

т. е. обобщенные частотные характеристики процесса К г (ѵ>), сов- 

падают с собственными частотными характеристиками системы 

На основании равенства (25) выражения (20) и (21) принимают вид 


оо 


к ( і ) = У Р(со) созсоМо); / > 0; 

(26) 

оо 

& (О = -~ Г С} (ю) 8ІЛ юМо); 0. 

(27) 


о 


Формулы (26) и (27) имеют существенное значение, так как они уста¬ 
навливают связь между импульсной переходной функцией к(і) и соб¬ 
ственными частотными характеристиками системы Р(о>), (?(а>). 

4. СЛУЧАЙ, КОГДА ФУНКЦИЯ X ($) МОЖЕТ ИМЕТЬ ПОЛЮС 
В НАЧАЛЕ КООРДИНАТ [7] 

Найдем, какой вид приобретают общие формулы (17) и (18) в том 
случае, когда функция Х(з) может иметь простой полюс в начале коор¬ 
динат. Этот же вид формул остается справедливым и в только что рас¬ 
смотренном менее общем случае, когда такого полюса не имеется. 

Итак, предположим, что функция Х(з) не имеет никаких особенно¬ 
стей во всей правой полуплоскости и на мнимой оси за исключением 
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может быть простого полюса в начале координат, т. е. что она может 
быть представлена в виде 

х (28) 

где функция Х 0 (з) не имеет особенностей во всей правой полуплоскости 
и на мнимой оси, включая начало координат. 

В этом случае 

Ііш л; (0 — Ііш зХ(з) = Ііш Х 0 (з) — Х 0 (0), (29) 

оо 3-+0 5-+0 

и функция х(і) при достаточно больших значениях і стремится к нулю 
или к постоянной величине, отличной от нуля, в зависимости от того, 
имеет или нет функция ^(5) нуль в начале координат. 

В случае наличия полюса при 5 = 0 функция Х(з) имеет нерегуляр¬ 
ную часть Х п (з), которая определяется формулой 

Х„(з) = -*р- (30) 

[если полюса при 5 = 0 не имеется, то очевидно, что Л г л (5) = 0]. 

Подставляя уравнение (30) в формулу (2), для регулярной части ЛѴ($) 
получим 

Х г (5) = *о ($) — Л~° (0) _ * (31) 

Пусть 

*о(/») = Я 0 («>)+/5 0 (<■>). (32) 

Полагая в уравнении (31) $=уи), найдем 

И г (м) + А (<■>) ~ + І (0) - ~ - ^ о( - ) . (33) 


Итак, в рассматриваемом случае обобщенные вещественная и мнимая 
частотные характеристики /? г (о>), ^(оз) определяются соотношениями 

К,(»)=^М; 


5 Г (0)) = 


Во (0) — ( а 


Подставляя найденные выражения для Ц г (<*>), 5 г (со) в уравнения 
(17) и (18) и учитывая, что 

со 

Г 5ІП О >{ , 71 

3 -^- ат =-2> ( > 0 ’ 


получим следующие формулы для вычисления переходного процесса х(1): 


:(/) = — і — ° - ^ зіп ц)Мо); 0 
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или 


х (/) = Я„ (0) + \ | зіп юМш; і > 0. (36) 

о 

Легко видеть, что если функция Х(з) не имеет полюса при 5 = 0, 
то формулы (35) и (36) сводятся к формулам (20) и (21). 
Действительно, в этом случае 

*о(0) = Яо(0) = 0; 

*„(*) = 0; 

Х Г ($) = Х($) = ^- 


И 


*(/«>) = Я («>) +У$ (со) = 


$о(“) 


«С) = ^; 

$(»)=- . (37) 

Подставляя соотношения (37) в (35) и (36) и учитывая, что /? 0 (0) = 0, 
получим уравнения (20) и (21). 

Итак, формулы (35) и (36) можно рассматривать как более общую 
форму выражений (20) и (21), справедливую не только в тех случаях, 
когда функция Л"(5) имеет полюс при 5 = 0 и 

Пт* (0 = сопзі^О, 

і-+оо 


но и в тех случаях, когда такого полюса нет и 

Нт* (/) = 0. 

І-+ со 


5. СВЯЗЬ МЕЖДУ ЧАСТОТНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
И ПЕРЕХОДНОЙ ФУНКЦИЕЙ [2], [3], [5] 

Простейшим воздействием, приводящим к формулам вида уравнений 
(35) и (36), является единичное ступенчатое воздействие. 
Действительно, предположим, что 

*(0=Ш 

и начальные условия нулевые. Тогда преобразование Лапласа Х{$) для 
переходной функции *(/), характеризующей изменение во времени от¬ 
клонения регулируемой величины *(0> в рассматриваемом случае сво¬ 
дится к виду 


23* 


5 


( 38 ) 
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Сравнивая уравнения (38) с (28), мы видим, что в данном случае 

*о(*) = Ф(*). (39) 

и, следовательно, функциями Р 0 С 05 )» С 10 )» входящими в формулы (35) 

и (36), являются собственные частотные характеристики системы Р( а)) 1 

0(<о). 

Таким образом, для отклонения регулируемой величины при единич¬ 
ном ступенчатом управляющем воздействии формулы (35) и (36) прини¬ 
мают вид 

сю 

д:(/) = -|-|-^^-зіпа)/йГо); ^>0 (40) 

о 


или 

оо 

х(/) = Я(0)4--|-|-^^-со5(0М(о; />0. (41) 

0 

Если рассматривается не управляющее воздействие I ), а возму¬ 

щающее воздействие /(/): 

/(0= [1], 

то выражения (38) и (39) принимают вид 

(42) 

Х 0 (8) = У(з), (43) 

и функции Р( ю), (3(ш) в равенствах (40) и (41) необходимо заменить 
функциями Р у (м), С2 у (о>), представляющими соответственно веществен¬ 
ную и мнимую части передаточной функции К(/о)): 

у С/ш) = Р у (О)) +ІСІ У (0)). 

Итак, для отклонения регулируемой величины при единичном сту¬ 
пенчатом возмущающем воздействии получим 

о Г Р ѵ 0°) 

х(і) = — \ —-— 8іп Ысіо) (44) 

о 


или 

сю 

9 С 0ѵ С 03 ) 

х (/) = Р у (0) + — \ — соз о)Мсо . (45) 

о 

Наконец, если нас интересует ошибка е(^), а не отклонение х{і) 
при единичном ступенчатом управляющем воздействии, то в формулах 
(40) и (41) функции Р(о)), <3(оз) необходимо заменить функциями Р 8 (<*>), 
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(З с (ш), являющимися соответственно вещественной и мнимой частями 
передаточной функции ошибки (см. главу VI): 

Фз О) = р . (<*>) +;<З е (<*>). 

Итак, для ошибки г{і) при единичном ступенчатом управляющем 
воздействии получим 

9 ГР Е (о>) 

3 (I) = — 1 --- 8ІП 0)Мо) (46) 

о 

или 

2 РО.С) 

е (*) = Р. (0) + -М соз и>Л/а> . (47) 

о 

Напомним, что передаточные функции У (з) систем астатических по 
отношению к возмущающим воздействиям имеют нуль в начале координат, 
и, следовательно, для них 

Р у (0) = 0. 

Точно так же имеют нуль в начале координат передаточные функции 
ф 8 ($) систем астатических по отношению к управляющим воздействиям, 
и, следовательно, для них 

Ф.(0) = 0. 

Однако все приведенные выше формулы остаются, конечно, спра¬ 
ведливыми как для статических, так и для астатических систем. 

6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕЩЕСТВЕННОЙ И МНИМОЙ ЧАСТОТНЫХ 

ХАРАКТЕРИСТИК ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЫ ПО ЕЕ АМПЛИТУДНО¬ 
ФАЗОВОЙ ХАРАКТЕРИСТИКЕ В РАЗОМКНУТОМ СОСТОЯНИИ [5], [6] 

Первый шаг при вычислении переходного процесса по любой из 
приведенных выше формул, очевидно, должен заключаться в нахождении 
функций Р( со), (3(:о) *. 

Эти функции, конечно, всегда могут быть определены путем отде¬ 
ления вещественной части от мнимой в выражении для передаточной 
функции замкнутой системы. 

Однако обычно Определение функций Я(ю), (?(«>) в виде аналити¬ 
ческих выражений излишне, так как вычисление интегралов (17) и (18) 
в общем виде оказывается нисколько не проще, чем вычисление х{і) 
при помощи общей формулы (1). 

Преимущество введения формул (17) и (18) по сравнению с (1), 
по крайней мере поскольку дело касается определения вида функции 
х{і), заключается, как это мы увидим, в удобстве использования этих 


* Заметим, что во всех тех случаях, когда функция О (/о>) имеет либо 
только вещественную, либо только мнимую часть для определения переходного 
процесса, достаточно цайти только одну из функций Р («>) или (2 (о>). 
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формул для приближенного нахождения картины переходного процесса 
графо-аналическим методом, требующим задания лишь графиков функций 
Р(со), 0 (со). 

Ниже излагается способ определения графиков функций Р{ ю), (?(а>), 
основанный на использовании амплитудно-фазовой характеристики разо¬ 
мкнутой системы, построение которой, как мы видели, необходимо при 
исследовании устойчивости. 

Графический способ нахождения частотных характеристик замкнутой 
системы по амплитудно-фазовой характеристике может быть основан на 
том, что в плоскости характеристического вектора КѴР Ц аі) строится 
сетка кривых, позволяющая привести в соответствие каждой точке этой 
плоскости (в случае прохождения через нее амплитудно-фазовой харак¬ 
теристики) определенное значение той или иной частотной характеристики 
замкнутой системы. 

Рассмотрим прежде всего спрсоб построения сетки кривых, позволя¬ 
ющей найти по амплитудно-фазовой характеристике вещественную частот¬ 
ную характеристику Р (а)) замкнутой системы. Эту сетку кривых мы 
условимся называть вещественной круговой диаграммой . 

Для получения правила построения вещественной круговой диаграммы 
найдем на плоскости /СІ^(Уо)) геометрическое место точек, соответству¬ 
ющее заданному значению Р с вещественной частотной характеристики: 

Р(и)=Р с (48) 


замкнутой системы. Уравнение этой кривой может быть найдено при 
помощи соотношения 


ф (» 


КѴ (/«) 
1+/СЮЧН* 


(49) 


связывающего (см. главу VI) передаточную функцию Ф (усо) замкнутой 
системы (относительно управляющего воздействия) и передаточную 
функцию /С№(уа>) разомкнутой системы. 

Отделяя в уравнении (49) справа и слева вещественные части от 
мнимых, получим 


Р Гт ч _ КЩ») [1 + КЩ*)} + К>ц* (со) . 

^ } [1 +КЩсо)]2 + К 2 Ѵ 2 М ’ 


(50) 


<?(«) = 


КѴ(*) 

[1+/О/(0>)]2+К 2 К2(ш) » 


и, таким образом, уравнение кривой (48) принимает вид 

ки(і + кц) + к*ѵ* р 

(1+КЦ)* + К*У* _ И с- 


(51) 


После несложных преобразований на основании формулы (51) 
получим 


1 

4(1 -Р с ) г ' 
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[ И/ +2ДЭД' + * ,1/І 


(52) 



Это — уравнение окружности в прямоугольных координатах КІІ , КѴ 
с центром, расположенным на расстоянии 


1-2 Р с 




2 (1 — Рс) 


(53) 


от начала координат, и радиусом 



(54) 


Построим семейство окружностей (52), задаваясь различными зна¬ 
чениями Р с . 

Это семейство окружностей (фиг. 1) мы и условимся называть веще¬ 
ственной круговой диаграммой. Значения Р с , отмеченные на вещественной 
круговой диаграмме, называются в дальнейшем индексами. 

Предположим теперь, что построена амплитудно-фазовая характери¬ 
стика КѴѴЦ о>) исследуемой системы в тех же координатах /СІ/, КѴ , и 
рассмотрим какую-либо точку А (фиг. 2), находящуюся на амплитудно¬ 
фазовой характеристике К1У (/ю) и в то же время принадлежащую 
окружности вещественной круговой диаграммы с индексом Р с (в данном 
случае Р с = 0,6). 

Для того чтобы найти Р(о)) при а), соответствующем точке А 
на /С 1^0), не располагая вещественной круговой диаграммой, нужно 
было бы подставить значения прямоугольных координат Кі/, КѴ этой 
точки в формулу (50) и произвести соответствующие вычисления. Но 
для всех точек рассматриваемой окружности результат этих вычислений 
уже известен и равен ее индексу Р с . Отсюда ясно, что если амплитудно¬ 
фазовая характеристика пересекает при некоторой частоте о> л одну из 
кривых (52) вещественной круговой диаграммы, то это означает, что 
ордината частотной характеристики Р( со) при этой частоте равна 
тому значению индекса Р с в формуле (52), которому эта кривая соот¬ 
ветствует. 

В этом и заключается простое правило построения вещественной 
частотной характеристики замкнутой системы по амплитудно-фазовой 
характеристике. 

Заметим, что все окружности (52) пересекают вещественную ось КѴ 
в критической точке (—1, /0), причем прямая, в которую они 
вырождаются при Р с = 1, проходящая через эту точку параллельно 
оси ординат (она отмечена на фиг. 1 жирной линией), делит всю пло¬ 
скость К\Ѵ на две области, из которых правая область соответствует 
значениям Р 0 меньшим единицы, а левая — значениям Р с , большим еди¬ 
ницы. 

Область, в которой индексы Р с являются отрицательными, ограни¬ 
чивается окружностью, проходящей через начало координат и крити¬ 
ческую точку (—1, /0). Уравнение этой окружности, для которой 
Р с — 0, очевидно, имеет вид 

(ш+і) 2 +^ 2 =|. 

Эта окружность отмечена на фиг. 1 жирной линией. 
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Аналогичным образом может быть найдена сетка кривых, позволяю¬ 
щая определить по амплитудно-фазовой характеристике мнимую частотную 
характеристику (2(а>) замкнутой системы. 



Фиг. 2. Определение вещественной частотной характе¬ 
ристики Р(ш) по амплитудно-фазовой характеристике 
К)Ѵ (/о>) при помощи вещественной круговой 
диаграммы. 


Для получения правила построения этой сетки кривых найдем на 
плоскости КѴ7 геометрическое место точек, соответствующее заданному 
значению мнимой частотной характеристики замкнутой системы: 

Я О») = я с - 

Уравнение этой кривой, имеющее вид 

КУ -о 

(1 + Кі/) 2 + К 2 Ѵ 2 

после несложных преобразований можно привести к виду 

с+^+^-жУ-здГ' <55) 
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Это — уравнение окружностей с центрами, расположенными на пря¬ 
мой, параллельной мнимой оси КѴ, проходящей через критическую 
точку (— 1, у*0). Центры окружностей, имеющих радиус 

г== 2ГоТг (56) 


располагаются вдоль этой прямой на расстоянии 


а = 


1 

2 Ос 


(57) 


от вещественной оси КІ У. 

Сетка окружностей, соответствующая равенству (55) и изображен¬ 
ная на фиг. 1, может быть названа мнимой круговой диаграммой. 

Значения С} с , для которых построены окружности мнимой круговой 
диаграммы, условимся называть индексами этой диаграммы. 

Построив на листе прозрачной бумаги рассмотренные выше круговые 
диаграммы и наложив его на амплитудно-фазовую характеристику, легко 
найти собственные частотные характеристики замкнутой системы Я (со) 
и (2(со). 


7. ГРАФИЧЕСКИЙ СПОСОБ НАХОЖДЕНИЯ ВЕЩЕСТВЕННОЙ 
И МНИМОЙ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ПО ОБРАТНОЙ 
АМПЛИТУДНО-ФАЗОВОЙ ХАРАКТЕРИСТИКЕ [3], [4] 

В главе X был изложен критерий устойчивости систем регулирова- 
ния, основанный на построении обратной амплитудно-фазовой характе¬ 
ристики. 

Согласно уравнению (49) связь между функцией ф (/со) и функцией 
■ ;, ТѴ Д • ч ‘ имеется вид 

К Ѵѵ (Усо) 

ф(/о>) = — Ц-, (58) 

Полагая 

ЩГЩ - = ±и(ф)+;±-ѵ(ш). (59) 

подставляя уравнение (59) в (58) и отделяя вещественную часть от 
мнимой, получим выражения 


1 + дг и (со) 


Р ( (0^ — 



I- - 

С)( (1)') : - , 

(“)] 2 + -^2 Ф И 

-—«(со) 

(60) 
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определяющие вещественную и мнимую частотные характеристики замкну¬ 
той системы по ее вещественной и мнимой обратным частотным харак¬ 
теристикам -~й((о) и — 'У(а)) в разомкнутом состоянии. 

Рассуждая так же, как и выше, легко показать, что геометрическое 
место точек на плоскости обратного характеристического вектора ^ ^ , 

соответствующее заданному постоянному значению Р с вещественной 
частотной характеристики Р(о>) замкнутой системы, определяется урав¬ 
нением 

%Р~\ +1^ г ( 0) ) == '^2'’ ( 61 ) 


являющимся уравнением окружности с центром, расположенным на рас¬ 
стоянии 

^ 2Р е -\ 

йага -2 Р~ (62) 

от начала координат, и с радиусом 

Г== 2\Р е \ ' (63) 

Сетка такого рода окружностей изображена на фиг. 3. 

Точно так же геометрическое место точек на плоскости - г/г}/, ♦ ч , 

К Іѵ(уо)) 

соответствующее заданному постоянному значению () с мнимой частотной 
характеристики замкнутой системы, определяется уравнением 

[х«( < °) + 1 ]‘+ (64) 

представляющим уравнение окружности с центром, расположенным 
в точке с координатами 

( _1, _ ^20Г) 

и с радиусом 

1 

Г ~ 2Юс I • 


Отметим здесь весьма простое правило построения вещественной и 


мнимой круговых диаграмм на плоскости 


1 

ЮѴ (усо) 


соответственно по 


вещественной и мнимой круговым диаграммам на плоскости К 1Г(/о>) 
(фиг. 1). 

Для того чтобы найти вещественную круговую диаграмму на 
плоскости по вещественной круговой диаграмме на плоско¬ 

сти /С^(/о)), необходимо лишь , не изменяя вида самой диаграммы , 
заменить отмеченные на ней значения индексов Р с индексами у рав¬ 
ными 1 — Р с . 
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Мнимая круговая диаграмма на плоскости 


1 

К\Ѵ (уо>) 


может быть 


получена из мнимой круговой диаграммы на плоскости КѴѴ (] о)) при 
помощи простого изменения знака индексов . 

Это следует из сравнения выражений (52), (55) и (61), (64). Дей¬ 
ствительно, легко видеть, что выражение (52) сводится к уравнению (61), 

если в нем заменить КѴ, КѴ через и, ѵ и величину Р с через 


1 -Рс- 

Точно так же уравнение (55) сводится к формуле (64), если КТ/, КѴ 
заменить через -^й, -о, а заменить через — С} с . 


8. ГРАФИЧЕСКИЙ СПОСОБ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ Р (со), <2 (со) 
ПО ЛОГАРИФМИЧЕСКИМ ЧАСТОТНЫМ ХАРАКТЕРИСТИКАМ 
РАЗОМКНУТОЙ СИСТЕМЫ 

Ранее мы видели, что при исследовании устойчивости часто удобно 
пользоваться не амплитудно-фазовой характеристикой разомкнутой си¬ 
стемы (прямой или обратной), а логарифмическими частотными харак¬ 
теристиками разомкнутой системы. 

Ниже дается способ построения диаграммы, позволяющей находить 
функции Р{ а)), (2(о)) по логарифмическим частотным характеристикам 
разомкнутой системы [9]. 

Полагая 

К\Ѵ О) = КН ((О) е іЬ (ш) (65) 


и подставляя уравнение (65) в (49), получим 

Ф(: г \ _ КН сов Ѳ + ]КН 8іп Ѳ 

^ 4 } 1 + КН сов Ѳ + ]КН зіп Ѳ * 


( 66 ) 


Отделяя в правой части выражения (66) вещественную часть Я (со) 
от мнимой С? (со), будем иметь 


Р(<л— К 2 Н 2 + КН сов Ѳ 
^ > К 2 Я2 + 2КН сов Ѳ + 1 


(67а) 


и 


<3(со) = 


КН сов Ѳ 

/С2//2-Н 2К//С05Ѳ+ \ 9 


(676) 


Геометрическое место точек 

Я (со) — сопз1 = Р г 

дается уравнением 

К 2 // 2 + КН С05 Ѳ _ 
К 2 // 2 + 2 КН сов Ѳ —1 


или 
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КН соз Ѳ (1 — 2 Р с ) = к 2 № (Р с —1) + Р с . 


( 68 ) 



Точно так же геометрическое место точек 

(?(а>) = С0П5І— С} с 


дается уравнением 


КН 

К 2 // 2 + 2 КН сов Ѳ + 1 




( 69 ) 


Пользуясь формулами (68) и (69), можно построить искомые диа¬ 
граммы следующим образом. 

Условимся откладывать вдоль оси ординат значения 

Т(ю) = 20 1 в КН (и). 


а вдоль оси абсцисс значения Ѳ (со). Тогда, задаваясь, например, фикси¬ 
рованным значением Ѳ и беря различные значения Р 0 С} с , можно вычи¬ 
слить, пользуясь уравнениями (68) и (69), значения і в соответствующих 
точках прямой, параллельной оси абсцисс. 

Повторив такого рода вычисления для ряда значений Р с , ($ с и со¬ 
единив точки, соответствующие одним и тем же значениям индексов Р с , С? с , 
плавными кривыми, получим искомую сетку кривых (фиг. 4), позволяю¬ 
щую найти вещественную Р( со) и мнимую С2(со) частотные характери¬ 
стики замкнутой системы по ее логарифмической Ь (ю) и фазовой Ѳ (о)) 
частотным характеристикам в разомкнутом состоянии. 

Общее представление о структуре диаграммы для определения Р (со) 
можно получить, задавшись в выражении (68) некоторыми значениями Р с . 

Если Р с — — , то КН = 1 для всех Ѳ ; если Р с Ф -і- , то 


соз 


/С2//2 (Р е -1)+Р е 

КН(1-2Р е ) 


(70) 


Наконец, если 

Р<=\+с, 


то 


соз Ѳ = 


К»№(С-І) + (С+1) 

-2 КНС 


(71) 


Заменим в равенствах (70) и (71) КН через и С через —С, 
В результате получим 


соз Ѳ 


или 


соз 0 — 


ют(с~і-) + (с + і.) 

-2 КНС 


(72) 
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в(и)[г раф-Ж -320 -300 -230 -260 -240 -220 -200 -180 -160 -140 -1 20 -100 -80 -60 Ж в (и) [град] 



Я ей,® I 
0.8 : 
^ * Я8 1 

і « >я О 1 
О 3 § I і 

к 8 * 8 і 
. &8 * • 

^ О й_і 

<и\© \ 

и, „ я" ^ 

«КЗ < 
А ч « < 

Ѵ ЧМ 5 ! 


Коллектив авторов 


Из выражений (71) и (72) следует, что если вдоль оси абсцисс 
откладывать значения Ѳ(и>), а вдоль оси ординат значения Х,(о)), то 
геометрические места точек на плоскости (I, Ѳ), соответствующие раз¬ 
личным значениям Я с , будут симметричны относительно линии, соот¬ 
ветствующей Ь. =ав 0. 

9. ДИАГРАММЫ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ АМПЛИТУДНОЙ И ФАЗОВОЙ 
ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЫ 
ПО АМПЛИТУДНО-ФАЗОВОЙ ХАРАКТЕРИСТИКЕ 
РАЗОМКНУТОЙ СИСТЕМЫ 

Иногда, например при исследовании резонансных свойств системы, 
а также при изучении многоконтурных систем, представляет интерес 
задача определения амплитудной Л (со) и фазовой <р(о>) частотных харак¬ 
теристик замкнутой системы 

ф (/(0)== А (ш)е^ (,0) 

по ее прямой или обратной амплитудно-фазовой характеристике. 

Правила построения этих диаграмм могут быть получены при помощи 
рассуждений, аналогичных тем, которыми мы пользовались при выводе 
правил построения вещественной и мнимой круговых диаграмм. 

Пусть 

А (ш) = сопзі = А с \ (73) 

іё <р = сопзі = Ы с , (74) 

тогда можно показать, что геометрические места точек, соответствую¬ 
щие равенствам (73) и (74) на плоскостях КѴ7 {] о)) и > опре¬ 

деляются данными, приведенными ниже, на стр. 372. 

Диаграмма для определения А (о>) и ср (о>) по логарифмической ампли¬ 
тудной Ь( со) и фазовой Ѳ(о>) частотным характеристикам разомкнутой 
системы была рассмотрена в главе XII. 

10. ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ НОМОГРАММ В БОЛЕЕ ОБЩИХ СЛУЧАЯХ [3] 

Выше нами был изложен способ определения частотных характери¬ 
стик замкнутой системы Р (со), ($ (ю) по частотным характеристикам 
системы в разомкнутом состоянии, в основе которого лежит формула (49), 
устанавливающая связь между передаточными функциями системы в за¬ 
мкнутом и разомкнутом состоянии. 

Необходимо, однако, напомнить, что формула (49) справедлива лишь 
в том случае, когда в качестве передаточной функции замкнутой системы 
рассматривается отношение преобразования Лапласа X ( 5 ) для отклонения 
регулируемой величины к преобразованию Лапласа О (з) для управляю¬ 
щего воздействия, обозначаемое нами через Ф($). 

Управляющее воздействие, как мы знаем, характеризуется тем, что 
оно прикладывается к чувствительному элементу системы автоматического 
регулирования. В более же общем случае, когда представляет интерес 
эффект возмущающего воздействия /(/), которое может быть прило- 
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Фиг. 6. Амплитудная 
и фазовая круговые 
диаграммы для обрат¬ 
ной амплитудно-фазо¬ 
вой характеристики. 


Плоскость КѴУ (/со) 


Плоскость 


1 

КѴУ (/со) 


Л с — контуры представляют собой 
окружности 


(ки+ 



-і- к*ѵ 2 = 



А с — контуры представляют 
собой концентрические окруж¬ 
ности 

(ки+ і) 2 +к 2 ѵ 2 = -V 

4 


с центрами в точках (фиг. 5) 


с центрами в точках 


( 



(-1; 70), 


с радиусами 


А 


А 

2 


с 


пересекающими ось КѴ вблизи начала 
координат в точке 


Ае 


А с - 1 * 


Ы с — контуры 
окружности 


представляют 




с центрами в точках 



с радиусом 


і, V 1 

2 ‘ Ы с 


собой 

’4+1\ 

, 4 ) 


с радиусами 


_1_ 

Ас ’ 


пересекающими ось вблизи 
Ки 

начала координат в точке 
1 -Ае 

А с 


N с — контуры представляют 
собой прямые линии, про¬ 
ходящие через критическую 
точку (— 1; /0) и пересекаю¬ 


щие ОСЬ уггг в 
К V 


точке, располо¬ 


женной на расстоянии Ы с от 
начала координат (фиг. 6). 
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жено к любой точке системы, связь между передаточными функциями 
замкнутой Х($) и разомкнутой К \Ѵ (з) системы выражается уже не 
формулой (49), а формулой 


Ѵ{*) 


Ѵ(8) 

1 + КѴГ(8) 


(75) 


(сМ. главу VI). 

Однако и в этом случае приведенные выше диаграммы оказываются 
полезными. 

Предположим, например, что необходимо найти графики веществен¬ 
ной (со) и мнимой <Зу(со) частотных характеристик замкнутой системы, 
определяемых выражением 

Г0)=/у<о)+;сг,(а>). 

Представим функцию У (/со) в виде произведения двух множителей: 
V (уо)) и [1 КИ7 (/со)] - 1 . Тогда амплитудную и фазовую частотные 
характеристики, соответствующие функции У (/со), можно найти по лога¬ 
рифмическим характеристикам для V (/со) и /СТС7(у со), представив выра¬ 
жение [1 + /СІ^С/со)]-* 1 в виде 

і+кѵги*) і + [кш о)] -1 ^ ' 

и воспользовавшись номограммой на фиг. 62, гл. XII. 

Располагая амплитудной А у ( со) и фазовой ср у (о>) характеристиками, 
легко найти вещественную Р у { со) и мнимую 0 у (со) частотные харак¬ 
теристики. 

Можно также воспользоваться номограммой на фиг. 4 для опреде¬ 
ления вещественной Р е (со) и мнимой (? е (со) части выражения (76) и 
затем найти искомые частотные характеристики Ру(со) и С2 у (<*>) при 
помощи формул 

Ру (“) — Рѵ (со) Ре (<*>) — ) <3 :(а>) 

И 

<3у (со) = Рѵ (со) д е (СО) + (Зѵ (со) Р 6 (со), (77) 

где через Я ѵ (<о), (ЗДсо) обозначены соответственно вещественная и 
мнимая части выражения V (у со). 

Заметим, что преобразование Лапласа для ошибки 

е <‘>“ттіЙЪі- < 78 > 

(см. главу VI), преобразование Лапласа для свободных колебаний 
при ненулевых начальных условиях 


1+КГ(5) ’ < 79) 

(см. там же) и преобразование Лапласа для отклонения регулируемой 
величины, вызываемого возмущающим воздействием, 


Х(з) = 


Ѵ(з)Р(8) 

1 + К\ѵ (5) 


(80) 
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(см. там же) имеют такой же вид, как и формула (75). Поэтому спо¬ 
собы определения вещественной и мнимой частотных характеристик для 
уравнения (75) остаются справедливыми и для обобщенных частотных 
характеристик, соответствующих всем трем последним формулам. 

Наконец, укажем на возможность использования номограмм для 
построения частотных характеристик замкнутой системы по заданной 
границе области устойчивости в плоскости любого параметра *. 

Положим в формуле (49) 

"0) = тЩ-- (81) 


Подставляя формулу (81) в (49), получим 


ФО) 


М(М 

Р О) + М (» 


(82) 


Предположим теперь, что мы интересуемся некоторым параметром т, 
входящим линейно в знаменатель передаточной функции Ф (/<©) и не 
входящим в ее числитель, так что вместо уравнения (82) можно 
написать 


Ф О) 


лцм 

Ру (/'») + іМі Цо>) 


М (/со) 
01 (/<■>) 


1 +т 


Му см 

0і {]<*>) 


(82а) 


Но уравнение границы области устойчивости по параметру т имеет 
вид (см. главу XI) 


т* О) 


Му (До) 
01 (/<■>) * 


(83) 


Подставляя формулу (83) в (82а), найдем: 


Ф О) 


М (/<о) 

Р) (» 


’ !+*[-** (У»)]- 


(826) 


Из формулы (826) вытекает следующий способ использования задан¬ 
ной границы области устойчивости для определения вещественной и 
мнимой частотных характеристик замкнутой системы: 

1) зеркально отображаем кривую (83) границы области устойчивости 
относительно мнимой оси и изменяем ее масштаб в т раз; 

2) используя вещественную й мнимую круговые диаграммы для об¬ 
ратной амплитудно-фазовой характеристики (см. п. 7), находим веще¬ 
ственную Р т (а>) и мнимую С2 т (и>) части выражения 

Г+Т[ітеі = (іо) + & (ш); 


1 На возможность построения частотных характеристик замкнутой системы 
по заданной границе области устойчивости обратил внимание М. В. Мееров. Им 
же был предложен способ такого построения, не требующий применения 
номограмм (см. [10]), 
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3) полагаем 


М (М 

ш 


Р г ((!)) -{- (со) 


и находим Я(о>) и (2 (со) при помощи формул 

Р (0)) = Р 1 (0)) Д (ш) — <3 1 (о) <2, (со); 
<3 (со) = Р г (со) <3 Т (со) + <Э г (о) Р х (со). 


11. ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ КАРТИНЫ ПЕРЕХОДНОГО 
ПРОЦЕССА ПРИ ПОМОЩИ ТИПОВЫХ ТРАПЕЦОИДАЛЬНЫХ 
ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК [5], [8] 

Рассмотрев способы построения собственных и обобщенных частот¬ 
ных характеристик, перейдем к изложению графо-аналитического метода 
вычисления переходных процессов, основанного на формуле 

х(і)= зіпсо/с/со; />0. (35а) 

о 

Формула (35), как это мы видели выше, применима для вычисления 
переходных процессов, стремящихся при достаточно больших значениях 
времени і к постоянной величине, которая в частном случае может 
быть нулем, а также для вычисления регулярной (затухающей) части 
любых неустановившихся процессов. 

Если 


Ііш х(і) = х (оо) Ф 0, (84) 

оо 

то для определения Р 0 (о>) в формуле (35а) по преобразованию Лапласа 
Х(з) для х(1)у не имеющему никаких особенностей в правой полу¬ 
плоскости и на мнимой оси за исключением полюса в начале координат, 
необходимо (см. п. 4) найти вещественную часть выражения ушЛ^/со): 

Я 0 (*)^реи«>хи«>)]- (85) 

Если 

Ііш х (/) = 0, (86) 

{•+СО 


то для определения (со) в формуле (35а) по преобразованию Лапласа 
X ($) для х(1), не имеющему никаких особенностей в правой полу¬ 
плоскости и на мнимой оси, включая начало координат, необходимо 
найти (см. п. 4) мнимую часть выражения ]^Х (у<і>) *; 


(85а) 
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# 0 («0 я * Ля [>^(уо))|, 



Идея метода состоит в том, чтобы представить функцию /? 0 (о>) 
в виде конечного числа членов г. (со) 

#о («0 = 2 'іИ 
і=і 

так, чтобы при вычислении интегралов 

к, (О = | зіп <і)^ш (87) 

О 

можно было пользоваться таблицами и, таким образом, свести опреде¬ 
ление переходного процесса х(і) к суммированию табличных функций 
*,(0: 

■«(0=2; *і(0. 

І = 1 


Ниже предполагается, что каждая из функций г- (о)) определяется 
следующим образом: 

г і(®) = г оі> 0<о)<о ) а9 

- О) 




п — ^а 


г< ((й) = 0, 


< «о < <Ѵ 

Ш я < 


( 88 ) 


т. е. имеет вид трапеции (фиг. 7). Функцию Гу(о>), определяемую 
формулой (88), условимся называть трапецоидальной частотной харак¬ 
теристикой. 

Всякая кривая /? 0 (о) может быть пред¬ 
ставлена в виде совокупности из некото¬ 
рого числа трапецеидальных частотных 
характеристик (88) следующим образом. 

Заменим кривую (со) достаточно 
мало отличающейся от нее кривой /? 0 (со), 
состоящей из сопрягающихся друг с 
другом прямолинейных отрезков, и 
Фиг. 7. Трапецоидальная час- проведем через каждую из точек со- 
тотная характеристика. пряжения прямую линию, параллельную 

оси О). 

Легко видеть, что в результате указанного приема кривая /? 0 (а>) 
может быть заменена некоторым числом трапецеидальных характеристик 
Гу (со). Так, например, кривая /? 0 (о)) на фиг. 8 может быть заменена 
четырьмя такими характеристиками. Итак, 

_ п 

&о( ш )~#о( 0) ) = Е г /( <в )- (89) 



* Обобщение формулы (35) на случай, определяемый формулой (86), при 
помощи указанного приема было предложено В. В. Имидадзе. 
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Подставляя формулу (89) в (35), получим 

П оо 

( 90 ) 

/==1 О 


Из формулы (90) ясно, что приближенное вычисление х{і) сводится 
к определению переходных функций /гД/), соответствующих трапеце¬ 
идальным частотным характеристикам, определяемым формулой (88) 
Функции Н і (/) могут быть найдены следующим образом. Подставляя 
формулу (88) в (87), получим 



8ІП о )І 
- ДО) 



8ІП и>І 

О) 


йы 


(91) 


откуда после несложных преобразова¬ 
ний, пользуясь обычным обозначением 
интегрального синуса 



получим 

А /(0 = -^{5/КО+ 


н-[5/((й„0- 

1 <»л — <°а п 


' <*>л — <*>а \ 


■5/(о)/)] + 

СОЗ <й п І — СОЗ о і а і 


)}. (92) 



Фиг. 8. Разложение вещественной 
частотной характеристики /? 0 (а>) 
Функции /2Д*)> определяемые фор- на трапецоидальные частотные 
мулой (92), так же как соответствую- характеристики гД<о). 

щие им трапецоидальные характери¬ 
стики вида (88), зависят от трех параметров: г 0/ , о> л , или г 0/ , 
о) л , х, где х — величина, называемая коэфициентом наклона: 





(93) 


поэтому, чтобы табулировать функции /*Д/), введем в рассмотрение 
единичные трапецоидальные частотные характеристики, для которых 
г 0/ ==1; о) л =1, * коэфициент наклона х может быть любым в пре¬ 
делах от 0 до 1. 
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Согласно формуле (92) этим характеристикам соответствуют пере¬ 
ходные функции 

МО = -! {$*(**) + -і— [5/ (0-5/ (*0+ 


+ 


СОЗ і — СОЗ 

І 



(94) 


Функции (94) зависят только от одного параметра х и могут быть 
табулированы. 

В приложении приведена таблица А-функций, вычисленных по фор¬ 
муле (94) для значений х: 0; 0,05; 0,10, ..., 0,95; 1,00. 

При помощи этой таблицы можно приближенно определить пере¬ 
ходную функцию АД/), соответствующую трапецоидальной характери¬ 
стике с любыми значениями ее трех параметров г 0/ , о> л , х. Следовательно, 
этой же таблицей можно пользоваться для приближенного вычисления 
переходных процессов по формуле (35). 

Для того чтобы пояснить правила пользования таблицей, необхо¬ 
димо предварительно доказать теорему, которую можно назвать теоремой 
подобия или теоремой изменения масштаба. Эта теорема заключается 
в следующем. 

Пусть 


оо 


X (/) = 8}п ю/ </(*), 

0 

(95) 

оо 

:(*) = 2 Г^зіпсо^со, 

\ п ) % 1 О) ’ 

(96) 


0 


т. е. при увеличении (уменьшении) масштаба кривой і? 0 (о>) вдоль оси а) 
в п раз масштаб кривой х(і) вдоль оси уменьшается (увеличивается) 
в то же число раз. 

Доказательство теоремы весьма просто. Заменяя в формуле (95) і 
і 

через —, получим 

і (т)=т|-тг Й5і 4‘ і *- < 97 > 

0 


Произведем в интеграле (97) замену переменной, положив о)' = —, 
тогда 


со 



0 


откуда сразу же следует формула (96), если заменить (*>' через со. 

На основании теоремы изменения масштаба можно сделать следующий 
вывод. 
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Заметим, что при х—\ трапеция на фиг. 7 вырождается в прямо¬ 
угольник и формула (94) принимает вид 

л х=1 (0 = -!$/(0, ( 94а ) 

из которой следует, что /г-функция при х = 1 с точностью до множи- 
2 

теля — совпадает с выражением для интегрального синуса 

8і(і)= 

О 

Имея в виду, что для интегрального синуса имеются очень подробные 
таблицы, в некоторых случаях может оказаться удобным для построе¬ 
ния переходного процесса разлагать кривую Я 0 (а>) не на трапеции, 
а на прямоугольники, пользуясь в остальном теми же соображе¬ 
ниями, которые только что были изложены для более общего случая 
разложения на трапеции. 

Очевидно, что разложение на прямоугольники в принципе всегда 
возможно, но удобно лишь в том случае, если кривая і? 0 (со) прибли¬ 
женно может быть представлена небольшим числом горизонтальных и 
вертикальных сопрягающихся прямолинейных отрезков. 

Кривые 7? 0 (со) или Я (со) можно разлагать, как это было указано 
А. А. Вороновым, не только на трапеции, но и на треугольники [12]. 

Ясно, что трапеция на фиг. 7 преобразуется в треугольник при х = О, 
и формула (94) для этого случая принимает вид: 

Л х=0 (0 = 1 [5/ (0 - . (946) 

/г-функция (946) является первой в таблице /г-функций (см. при¬ 
ложение в конце книги). 

Разложение на треугольники удобно, если, пользуясь формулой (946), 
составить подробные таблицы нулевой Л-функции (946) и если кри¬ 
вая (со) [или Я (со)] представляет собой пологую кривую. 

12. СВЯЗЬ МЕЖДУ СВОЙСТВАМИ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
И КАЧЕСТВОМ [3], [5] 

Рассмотрим некоторые свойства выражения 

= О О, (98) 

о 

определяющего переходный процесс в системе, вызванный единичным 
ступенчатым воздействием. Как мы увидим, эти свойства часто позво¬ 
ляют судить о характере переходного процесса х (0 непосредственно 
по виду вещественной частотной характеристики системы Я(и>) без необ¬ 
ходимости вычисления интеграла (98). 

Очевидно, что рассматриваемые ниже свойства относятся и к более 
общему случаю формулы (35), когда воздействие отличается от единич- 
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ного и начальные условия ненулевые. При этом необходимо лишь 
вместо функции Я (со) рассматривать функцию Я 0 ((*>)> определяемую 
формулой (85) или (85а). 

Свойство линейности. Если вещественная частотная характе¬ 
ристика Я (со) может быть представлена в виде суммы вещественных 
частотных характеристик ЯДм), т. е. 

/>(«,)=2^ о»), 

2=1 

причем 

со 

Н і (і) = зіп , 

о 

то переходная функция х(і) может быть представлена в виде суммы 

*(0=2 адо- 

2=1 

Действительно, 

п со п 

х (0 = 8ІП =2 н і • 

Іо '=1 

Значение этого свойства заключается в том, что если нам удалось 
представить рассматриваемую вещественную частотную характеристику 
Я (со) в виде суммы каких-либо элементарных вещественных частотных 
характеристик ЯД со), для каждой из которых переходная функция АД/) 
известна или может быть легко определена, то переходная функция х (/) 
может быть найдена путем простого сложения ординат кривых АД/). 
Как мы видели, это свойство лежит в основе приближенного метода 
построения картины переходного процесса при помощи типовых трапе- 
цоидальных характеристик. 

Изменение масштаба вдоль оси ординат. Если изменить 
масштаб вещественной частотной характеристики Я (со) вдоль оси ординат 
в п раз, то масштаб кривой х (/) изменится вдоль оси ординат в то же 
число раз (фиг. 9). 

Это свойство вытекает непосредственно из формулы (98), если 
умножить обе ее части на п . 

Изменение масштаба вдоль оси абсцисс. Если увеличить 
(уменьшить) масштаб вещественной частотной характеристики Я (ю) 
вдоль оси в п раз, то масштаб кривой х (/) уменьшится (увеличится) 
в то же число раз (фиг. 9). 

Другими словами, если вещественной частотной характеристике Я(со) 
согласно формуле (98) соответствует переходная функция л;(/), то 
вещественной частотной характеристике Я (шо) соответствует переходная 

функция х \, т. е. 

' Я / со 

х ~ ^ зіп о)Мо). (99) 

о 
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Из рассмотренного свойства следует, что если мы будем „растяги¬ 
вать" (сжимать) вещественную частотную характеристику вдоль оси 
частот, сохраняя ее подобной первоначальной кривой, то кривая пере¬ 
ходного процесса будет „сжиматься" („растягиваться") вдоль оси времени, 
сохраняя свою форму. 

Другими словами, чем „шире" вещественная частотная характери¬ 
стика, тем при прочих равных условиях „^же“ переходный процесс, 
т. е. тем быстрее он протекает. 

Например, на фиг. 10, а вещественная частотная характеристика Р 2 (и) 
в 2 раза „шире" вещественной, частотной характеристики /^(со), т. е. 
Р г (и) можно совместить с увеличив в 2 раза абсциссы всех ее 



Фиг. 10. Вещественные частотные характеристики и соответствующие им пере¬ 
ходные функции. 


точек. Это означает, что переходный процесс х 2 (0* соответствующий 
Р 2 (о>), заканчивается в 2 раза быстрее, чем переходный процесс х г (і), 
соответствующий /^(со) (фиг. 10, б ). 

Определение конечного значения переходной функ¬ 
ции по вещественной частотной характеристике. Конеч¬ 
ное значение х(со) переходной функции равно начальному значению 
Р( 0) вещественной частотной характеристики 

Ііт х (і) = Ііт Р (со), 

(-+СО со-*-0 


ИЛИ 

л:(оо) = Р(0). (100) 

Действительно, согласно теореме о конечном значении (см. главу V) 

*(со) = 1іт&Ѵ($) 

$+0 


или, если заменить 5 через /со, 

х (хуо ) = Ііт уюАГ (/(о). 

(О-Ю 

В рассматриваемом нами случае единичного ступенчатого управляю 
щего воздействия 
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*</»)=^ 


(101) 



и 


X (со) = Ііш Ф С/ю). 

со-^0 

Но 

1ітФ(/ш) = 1іт (ЯО)+Жо>)] = 1ішЯ((о) = Я(0), (102) 

ю -*0 со -*-0 ш -*0 

поскольку нечетная функция (2(о)) содержит а) в виде множителя и 
обращается в нуль при о> = 0. 

Итак, 

х(со) = Р(0), 

и, следовательно, формула (100) доказана. 

Из формулы (100) вытекает, что переходная функция х{і) стремится 
с течением времени к нулю или постоянному значению в зависимости 
от того, равно нулю или отлично от нуля начальное значение веще¬ 
ственной частотной характеристики Р( 0). Этот вывод, конечно, остается 
справедливым и для вещественной частотной характеристики Р у (о)), 
соответствующей передаточной функции Ѵ(ію). 

Так, например, вещественной частотной характеристике р іу (<й) на 
фиг. 11 соответствует переходная функция х г (/) с отличным от нуля 
конечным значением, а вещественной частотной характеристике Р 2у (ю) 
соответствует переходная функция х 2 (О с равным нулю конечным 
значением. 

Отсюда следует, что если вещественная частотная характеристика 
Р у (<*>), соответствующая передаточной функции У (/<і>) относительно 
возмущающего воздействия, имеет отличное от нуля начальное значение, 
то система является статической по отношению к этому воздействию, 
если же эта вещественная частотная характеристика имеет равное нулю 
начальное значение, то система является астатической. 

Действительно, в первом случае переходный процесс, вызванный 
единичным ступенчатым воздействием, стремится к отличному от нуля 
установившемуся значению, и, следовательно, согласно определению 
(см. главу И) система является статической. 

Во втором случае переходный процесс, вызванный тем же воздей¬ 
ствием, стремится к нулевому установившемуся значению, и, следова¬ 
тельно, согласно определению система является астатической. 

Так, например, на фиг. 11, а вещественная частотная характери¬ 
стика Р гу (о)) соответствует статической, а вещественная частотная 
характеристика Р 2у (<*>)— астатической системе. 

Заметим, что передаточной функции Ф (/о>) относительно управляю¬ 
щего воздействия всегда соответствует вещественная частотная характе¬ 
ристика Р( а)) с неравным нулю начальным значением, причем если 


система статическая, то (фиг. И, б) 


Ъ 

/—'ч 

о 

т 

»—и 

(103) 

а если астатическая, то 


/-Ч 

о 

I 

>— * 

(104) 
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Ру (и)=%е У(]и) 



а) 


Р(иі)=ЯеФО&}) 




Фиг. 11. Вещественные частотные характеристики 
статических и астатических систем: 

о, — по отношению к возмущающему воздействию; 
б и в —■ по отношению к управляющему воздействию. 
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Действительно, если предположить, что система имеет порядок аста- 
тизма относительно управляющего воздействия, равный ѵ, то (см. главу VI) 


*ПГ(/и>) 


КУР , 0 (/а) 
(М‘ ’ 


(105) 


и на основании формулы (49) мы можем написать: 


Ф (» = 


К ЩЦ») 

(» Ѵ + КГ 0 (» * 


(106) 


Предположим, что порядок астатизма ѵ — 0, т. е. система является 
статической, тогда согласно равенствам (102) и (106) получим уравне¬ 
ние (103), если же ѵ Ф 0 и система является астатической, то согласно 
равенствам (102) и (106) получим уравнение (104). 



Точно так же легко показать, что система является статической по 
отношению к управляющему воздействию, если Р 6 (0)=^=0, и астатиче¬ 
ской, если Р е (0) = 0 (фиг. И, в). 

Определение начального значения переходной 
функции по вещественной частотной характеристике. 
Начальное значение переходной функции х (0) равно конечному значению 
Р(оо) вещественной частотной характеристики (фиг. 12), т. е. 

1ітл:(^) = 1іш Р(о>), (107) 

/-►О и>->оо 

или сокращенно 

х (0) = Р (оо). 

Действительно, согласно теореме о начальном значении (см. главу V) 
х (0) = Ііт /юХ (/о)), 

о>-*оо 

откуда, учитывая равенство (101), получим 

х (0) = Ііт Ф (/и>); 

ш ->оо 

Ііш Ф (/о)) = Ііт [Р(о>) -{- уС?(<і>)] = 1ітР(о)), 

С0-.ОО со -+-СО 00-ЮО 

и, следовательно, формула (107) доказана. 

25 Коллектив авторов 1309 
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Во всех тех случаях, когда порядок числителя Ф (/а)) меньше 
порядка знаменателя, 

Нт Р (<й) = О, 

(«-♦■со 

и, следовательно, переходный процесс начинается из начала координат, 
если же порядок числителя равен порядку знаменателя, то 

Ііт Р (<й) = Р (оо) фО у 

со -*-оо 

и начальное значение переходной функции отлично от нуля. 

Заметим, что порядок числителя передаточной'функции ошибки Ф 6 (5) 
всегда равен порядку знаменателя, и 

Ііт Р 6 (о>) = 1. (108) 

со->оо 

Действительно, пусть 

= (109) 

НО 

ф -М“ттЙгй- < 110 > 

Подставляя формулу (109) в (ПО), получим 

— ^(5)+А1(5) ’ 

и, следовательно, если только порядок М {$) меньше порядка Б ($), 
то имеет место формула (108). 

Разрывы непрерывности и пики в вещественной 

частотной характеристике. Если при некотором значении о> = 
= 0 )^, отличном от нуля в вещественной частотной характеристике Р(и>), 
имеется разрыв непрерывности и она обращается в бесконечность [фиг. 13, 
кривая /^ (<!>)], то это означает, что система находится на границе коле¬ 
бательной неустойчивости и в ней происходят незатухающие гармони¬ 
ческие колебания с частотой а).. 

Действительно, если 

[Р(а>)] в _ в| = оо, (111) 

то это означает, что 

[Ф(/(В)] Ш=Ш< = оо, (112) 

равенство же (112) означает, что величина /о), является нулем знаме¬ 
нателя передаточной функции ф (/<і>), или, другими словами, характе¬ 
ристическое уравнение системы имеет чисто мнимый корень /о),, что и 
доказывает высказанное выше утверждение. 

Если же Р{ а)) обращается в бесконечность при о> = 0 [фиг. 13, 
кривая РгС 0 *)]* т0 п ри помощи аналогичных рассуждений легко пока¬ 
зать, что характеристическое уравнение системы имеет нулевой корень 
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и, следовательно, система находится на границе апериодической не¬ 
устойчивости, или, как иногда говорят, является нейтрально устойчивой. 

Из сказанного следует, что наличие больших пиков в вещественной 
частотной характеристике свидетельствует о близости системы к гра¬ 
нице устойчивости, о ее склонности к колебаниям и поэтому является 
весьма нежелательным. 

Необходимо, однако, подчеркнуть, что хотя наличие существенных 
пиков в вещественной частотной характеристике и указывает на бли¬ 
зость одного из корней характеристического уравнения к границе устой¬ 
чивости, но не позволяет судить о том, с какой стороны от границы 



а) д) ш 

Фиг. 13. 


а и б — вещественные частотные характеристики и соответствующее 
им расположение корней характеристического уравнения, находящихся 
на границе устойчивости. 

устойчивости он расположен. Поэтому анализ качества систем автома¬ 
тического регулирования, имеющий смысл лишь в случае устойчивых 
систем, можно производить по вещественной частотной характеристике 
только в том случае, если нам заранее известно, что система устойчива. 

Условия, при которых перерегулирования не могут 
быть велики. Мы только что видели, что наличие значительных по 
абсолютной величине пиков или экстремумов в вещественной частотной 
характеристике указывает на склонность системы к колебаниям с часто¬ 
тами, близкими к частотам, при которых имеют место экстремумы. 

Покажем теперь, что отсутствие экстремумов в функции Р(и>), 
наоборот, указывает на то, что переходный процесс х(і) происходит 
либо с незначительными колебаниями, либо вообще без колебаний. 

Для этого докажем следующую теорему. 

Для того чтобы при единичном ступенчатом воздействии вели¬ 
чина перерегулирования не превышала 18 °/ 0 , достаточно , чтобы веще¬ 
ственная частотная характеристика Р(и>) представляла собой поло - 
жительную невозрастающую функцию от <д, т. е. чтобы удовле¬ 
творялись условия 

Я(ш)>0; -^<0 (113) 


при всех о) (фиг. 14). 
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Доказательство этого критерия заключается в следующем. 
Представим интеграл (98) в виде 


ОН- 1 ) * 


*(0 = 



КІП (й/й?0). 

(О 


( 114 ) 


Так как функция Р (со) невозрастающая, то функция также 

невозрастающая. Отсюда легко видеть, что правая часть равенства 
(114) представляет знакопеременный ряд с невозрастающими по абсо¬ 
лютной величине членами. Следовательно, его сумма неотрицательна, 

т. е. х(/)>0 при всех ^ > 0. 

Кроме того, сумма ряда (114) не мо¬ 
жет превышать величины его первого 
члена, т. е. 

тс 

т 

х (0 < ^ Г р зіп о )( Лій 

Фиг. 14. Положительные невоз- 5 40 

растающие вещественные ча¬ 
стотные характеристики. или 





ИЛИ 

х(0<^р(0) (іі5) 

о 

Принимая теперь во внимание, что 

Р(0) = х (оо) 
и 

Г-іІЯІ.^—1,85, 

о с 

вместо неравенства (115) можно написать: 

х(і) < 1 , 18 а:(оо) ( 116 ) 

при всех і > 0, и, следовательно, теорема доказана. 

Очевидно, для того чтобы условия выполнения критерия (116) 

йР 

имели место, функции Я (со) и-^—- не должны обращаться в нуль при 
вещественных значениях о), и, следовательно, проверка удовлетворения 
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критерия может быть сведена к известным способам проверки отсут¬ 
ствия вещественных корней уравнений 

Р( «0 = 0 ; 


В удовлетворении критерия можно также убедиться, построив функ¬ 
цию Р(и>) в виде кривой. 

Заметим, что примером вещественной частотной характеристики, 
удовлетворяющим сформулированному критерию, могут служить трапе¬ 
цеидальные частотные характеристики, являющиеся положительными 
невозрастающими функциями от о>. При этом для вещественной частот¬ 
ной характеристики, имеющей вид прямо¬ 
угольника (фиг. 14), неравенство (116) 

для значения і = — переходит в равен- 

°*п 

ство, т. е. в этом случае перерегулирова¬ 
ние как раз равно 18°/ 0 . 

Условия монотонного проте¬ 
кания переходного процесса. 

Рассмотрим достаточные (но не необхо¬ 
димые) условия для того, чтобы переход¬ 
ный процесс, определяемый формулой (98), 
протекал монотонно и, следовательно, 
вообще без колебаний. Эти условия определяются следующей теоремой. 

Для того чтобы переходный процесс, определяемый выражением (98), 
протекал монотонно, достаточно, чтобы вещественная частотная харак¬ 
теристика Р(и>) представляла непрерывную, положительную функцию 
от а) с отрицательной и монотонно возрастающей (убывающей по абсо¬ 
лютной величине) производной (фиг. 15). 

Для доказательства представим вещественную частотную характе¬ 
ристику в виде суммы достаточно большого числа прямолинейных на¬ 
клонных характеристик РДо>) (фиг. 16): 

Л(®)=Л(°)(і— о <а><«, 0 ,. (іі7) 

Это можно сделать, заменив рассматриваемую вещественную частот¬ 
ную характеристику прямолинейными сопрягающимися отрезками и про¬ 
должив каждый из них до оси ординат так, как это показано 
на фиг. 16. 

Из фиг. 16 легко видеть, что интервал частот о) 0 , занимаемый ка¬ 
ждой предыдущей характеристикой РДи>), меньше, чем для последующей 

1 (<»)• 

Итак, 

/>(«>) = 2 ли, < 118) 

*= і 

причем 



Фиг. 15. Вещественная частот¬ 
ная характеристика, которой 
соответствует монотонная пере¬ 
ходная функция. 


0 < О) 0 1 < (В 02 < ш 0/ < ... < С!) 0Л . 


389 



Введем теперь в рассмотрение переходные функции 

к^і) 81П 0) ^ 0) > (119) 

о 


соответствующие прямолинейным наклонным характеристикам Р і (о>). 
Подставляя формулу (117) в (119), получим 

л,(0 = -|я 0/ (0) [з/(%/) + 1 ] ♦ (120) 



Фиг. 16. Разложение монотонно убывающей ве¬ 
щественной частотной характеристики Р( со) на 
сумму прямолинейных наклонных характеристик 
Я* И. 


Диференцируя форму¬ 
лу (120), найдем 

с іНі 2 

аі ~ піъ* оі 

— созо) 0 /), (121) 

и, следовательно, 

^>0 ( 122 ) 

при всех ^причем = 

= 0 при і=2%к (к — 

= 1 , 2 , 3 , ...). 

Из неравенства (122) и 
из того, что согласно тео¬ 
реме о конечном значении 

Ііш к і {і) = Р 1 { 0), 

І-+ со 


функция к 1 {і > ) монотонно возрастает и асимптотически стремится к своему 
предельному значению Я,-(0). 

Но согласно формулам (98) и (118) 

*<<>=42?^ 

1 0 

или 

*(0 = 2 А|(0. 

/-і 


где функции к ь {І) определяются выражением (120) и, следовательно, 
функция х{і), представляющая сумму монотонно возрастающих функ¬ 
ций, является также хмонотонно возрастающей, асимптотически стремя¬ 
щейся к своему предельному значению х(оо). 

Необходимые условия для монотонности. Приведем 
необходимые (но не достаточные) условия для монотонности переход¬ 
ного процесса, вытекающие из свойств преобразования Фурье [5], [7] ѣ 
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Необходимые условия для монотонности переходного процесса, вы¬ 
званного единичным ступенчатым воздействием, заключаются в следующем. 

1. Значения, которые принимает вещественная частотная харак¬ 
теристика Р(и>) при всех а) > 0, не должны быть больше, чем ее 
начальное значение при о) = 0, т. е. 

Р(0)>|Р(а>)|. (123) 

Из формулы (123) следует, что кривой 1 на фиг. 17 соответствует 
заведомо немонотонный процесс. 



Фиг. 17. Вещественные частотные характеристики и необхо¬ 
димые условия для монотонности. 


2. Удвоенная рлощадь, ограничиваемая кривой Р(<в) и осью частот 
при а) > 0, не должна превышать площади прямоугольника с основа¬ 
нием, равным интервалу частот о) 0 , на котором Р(о))=^0, и высотой, 
равной начальной ординате Р(0): 

ш 0 Р(0) >• 2 |*|Р (ы>) | (124) 

Условию (124) не удовлетворяет, например, кривая 2 на фиг. 17, 
и, следовательно, соответствующий ей переходный процесс является 
немонотонным. 

3. Вещественная частотная характеристика Р(о>) не должна выхо¬ 
дить из пределов области, ограничиваемой графиком функции О(о)) 
вида 

0(ш) = р (0) С08 -г—?-, (125) 

М +1 

где при данном <в означает наименьшее из целых чисел, превы¬ 

шающее величину т. е. должно иметь место неравенство 

0((о)>|Р(со)|. (126) 

График ступенчатой функции 0( о>) изображен на фиг. 17. Кривой 3 
соответствует немонотонный процесс, так как она не удовлетворяет 
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условию (126). Кривая 4 удовлетворяет всем перечисленным условиям^ 
и, как мы знаем, ей соответствует монотонный переходный процесс. 

Определение верхнего предела для величины пере¬ 
регулирования при наличиимаксимумав вещественной 
частотной характеристике. Предположим, что вещественная 
частотная характеристика имеет максимум, отношение которого к началь- 

р 

ной ординате равно (фиг. 18, а). 

Мы можем написать: 

Р(о))=:Я 1 (<*>) —Р 2 («>), 



а и б — вещественная частотная характеристика Р (о>), имеющая максимум. 


где функции Р г (<й) и Р 2 (о>) являются невозрастающими положитель¬ 
ными непрерывными функциями (фиг. 18, б), причем функция Р х (а>) 
может быть выбрана так, чтобы 

Рг(0) = Р тах - 


Имеем 


*(*>=-*) 


со 

2 СРі П 


зіп Ыёш - 


— Г — 2 - — ЗІП ІОІСІЧІ. 

я .) “ 

о 


(127) 


Так как второй интеграл в формуле (127) положителен при всех 
I > О, то 


х (?) < зіп 

о 


откуда, пользуясь критерием, доказанным выше, 


х(і) 

х(со) 


< 1,18 


Р( 0) 


получим 


при всех I > 0, т. е. мы приходим к следующему выводу. 
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Если вещественная частотная характеристика имеет максимум, рав¬ 
ный Я тах , то величина перерегулирований имеет значение меньшее, 

р _ р /04 

чем. 1,18 * т * е * имеет место неравенство 

а°/ 0 <1,18 ^^ . ЮО°/ 0 . (128) 

р 

Так, например, если -р т = 1,25, то величина перерегулирования 

во всяком случае не превышает 48°/ 0 . 

Из соотношения 

р (а)) = А (о>) соз <р (о>) 


следует, что максимумы вещественной частотной характеристики не 
превышают максимумов амплитудной частотной характеристики. 

Кроме того, если амплитудная частотная характеристика имеет 
только один максимум, равный Л тах , а фазовая характеристика пред¬ 
ставляет монотонно убывающую функцию, меньшую по абсолютной 

величине в интервале существенных частот, то вещественная частотная 


характеристика Р(о>) также имеет только один максимум. 

Следовательно, при указанных условиях величина перерегулирований 


во всяком случае меньше, 


чем 


Л т ах А (0) 
А( 0) 


Полученный результат можно рассматривать как некоторое обосно¬ 
вание иногда применяемого косвенного критерия качества [9], согласно 
которому необходимо, чтобы 


Лщах ^ 

А(0)** 


1 , 2 -- 1 , 3 . 


(129) 


Действительно, при удовлетворении условия (129) величина пере¬ 
регулирований будет во всяком случае меньше 40—50%. 

Оценка времени переходного процесса Т и вели¬ 
чины перерегулирования в случае вещественной 
частотной характеристики, мало отличающейся от 
трапецеидальных. В случае невозрастающей непрерывной веще¬ 
ственной частотной характеристики Р(о>), которая приближенно может 
быть представлена при помощи трапецеидальной частотной характери¬ 
стики с интервалом частот а) 0 = а) л и с коэфициентом наклона х, время 
переходного процесса заключено в пределах 

— <Г<— (130) 

«Л Ш /2 

и приближенно может быть оценено при помощи кривой I на фиг. 19. 

Величина перерегулирования о может быть оценена при помощи 
кривой II на фиг. 19. 

Кривые / и II на фиг. 19 получены при помощи непосредственного 
определения величин Т и а по графикам переходных функций, соответ¬ 
ствующих трапецои дальним частотным характеристикам. 
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Оценка нижнего предела для времени переходного 
процесса Т по величине интервала положитель¬ 
ности о) л . Если вещественная частотная характеристика имеет интервал 
положительности, равный о) л , то время переходного процесса Т во 

всяком случае больше, чем , т. е. 


Т 



(131) 


Действительно, из всех вещественных частотных характеристик Р(о)) 

с одинаковым интервалом положи¬ 
тельности, обращающихся в нуль вне 
этого интервала, время переходного 
процесса (фиг. 19) не может быть 

меньше, чем~— , наличие же 

<*>л 

интервала частот о) > а> л вне интер¬ 
вала положительности, в котором 
вещественная частотная характери¬ 
стика Р(о)) отличается от нуля, мо¬ 
жет привести лишь к увеличению, но 
не к уменьшению указанной оценки. 

Если вещественная частотная ха¬ 
рактеристика Р{ о)) является поло¬ 
жительной монотонно убывающей 
функцией вида, изображенного на 
фиг. 17 (кривая 4 ), то время переходного процесса во всяком случае 

больше, чем —, т. е. 

<°л 

Т> —. (132) 

“я ѵ 



Фиг. 19. Зависимость времени пере¬ 
ходного процесса Т 0 и величины пе¬ 
ререгулирования т°/ 0 от коэфициента 
наклона % для трапецоидальных ха¬ 
рактеристик. 


Действительно, вещественная частотная характеристика рассматри¬ 
ваемого вида имеет время переходного процесса Т большее, чем время 
переходного процесса для прямолинейной наклонной характеристики, 
4п 

равное —. 

"л 


13. ОЦЕНКА АБСОЛЮТНОГО ЗНАЧЕНИЯ РАЗНОСТИ МЕЖДУ 
ПЕРЕХОДНЫМИ ФУНКЦИЯМИ ПО СООТВЕТСТВУЮЩИМ 
ИМ ЧАСТОТНЫМ ХАРАКТЕРИСТИКАМ 

Для анализа качества систем автоматического регулирования методом 
частотных характеристик и, в частности, для использования с этой 
целью рассмотренных выше свойств вещественной частотой характе¬ 
ристики Р( (в) весьма важно уметь оценивать достижимую точность 
в определении переходного процесса в зависимости от точности опре¬ 
деления или тех, или иных упрощений частотной характеристики 
рассматриваемой системы. 
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Ниже дается способ оценки погрешности между переходными функ¬ 
циями по соответствующим им вещественным частотным характе¬ 
ристикам. 

Рассмотрим две вещественные частотные характеристики Р г (ю) 
и ^2 С 0 *) (фиг. 20) и предположим, что разностная частотная харак¬ 
теристика 

р(а))=Р 1 (и))_Я 2 (а)) 

удовлетворяет следующим условиям: 

р (со) = 0; 0 а) < щ ; 

|р(а))|<іх; а);<а><(в*, (133) 

причем функция р(а)) имеет N экстремумов в интервале о) г <о)<о) Л 
и является не возрастающей по абсолютному значению при <в > <в*. Тогда 



Фиг. 20. Вещественные частотные характеристики /^(со), Яг С 40 ) 
и разностная частотная характеристика р (со). 


между переходными функциями х 1 (0, # 2 (0> соответствующими веще¬ 
ственным частотным характеристикам Р г (ев) и Р 2 (ев), определяется 
интегралом 


(*+ЛГ)* 

1*(0|<'4р I (134) 

со./ 


где к — наименьшее из целых чисел удовлетворяющих неравенству 


к > 


со;/ 

К 


(135) 


Для того чтобы пользоваться формулой (134), необходимо уметь 
быстро вычислять входящий в нее интеграл. Этой цели может служить 
график функции 

2 




о 


8ІП со 
со 


//(В, 


(136) 
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изображенной на фиг. 21, и прилагаемая табл. 1. Величина Д в табл. 1 
представляет собой разность между значениями функции 5/121 для 
двух последующих значений 2, приведенных в таблице. 

Для того чтобы определить при помощи графика на фиг. 21 зна¬ 
чение интеграла, входящего в правую часть неравенства (134), необхо¬ 
димо лишь найти разность ординат кривой на фиг. 21, соответствующих 
абсциссам, равным верхнему и нижнему пределам интегрирования 

в уравнении (134). 
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Если ІѴ = 1, то 
(Ч-А)* 

|е(0| <р. 


т 


$іп ( 


й?и>. (137) 


~ 7Г б# 6лг 8г т 127Г 

Фиг. 21. График функции 57 (б). 


Формулой (137) можно пользо¬ 
ваться для оценки влияния на пере¬ 
ходный процесс любой части веще¬ 
ственной частотной характеристики 
Р(о)) между двумя последующими точ¬ 
ками пересечения оси частот, из кото¬ 
рых первая имеет место при о)= а) г . 
Из формулы (137) вытекает ряд следствий. Так, например: 

1) правая часть формулы (137), определяющая верхний предел 
абсолютного значения разности |е(^)|, является монотонно убывающей 
функцией от времени і\ 

Таблица 1 

Значения функции 5/1 2 | 


2 

5/ | 2 | 

д 

2 

5/ 1 2 | 

д 

0 

0 

_ 

8тс 

3,165 

0,085 

к 

1,852 

1,852 

9тс 

3,240 

0,075 

2тс 

2,282 

0,433 

Югс 

3,306 

0,066 

Зтс 

2,541 

0,256 

1І7С 

3,366 

0,060 

4тс 

2,724 

0,183 

12гс 

3,421 

0,055 

5ті 

2,866 

0,142 

ІЗтс 

3,471 

0,050 

бтг 

2,982 

0,116 

14гс 

3.517 

0,046 

7тг 

3,080 

0,098 

15тс 

3,560 

0,043 


2) при оценке времени переходного процесса Т и величины пере¬ 
регулирования а обычно представляют интерес лишь значения времени 

I > — , поэтому при анализе качества, определяемого величинами Т 
т п 

и а, в формуле (137) значение і , входящее в нижний предел интегри¬ 
рования, следует брать не мецьшим, чем—; 

т 



3) величина верхнего предела для |е(*)| тем меньше, чем больше 
значение т. е. чем больше частоты, при которых появляется рас¬ 
хождение между частотными характеристиками, и чем меньше верхний 
предел абсолютного значения разности между ними. 


14. СВЯЗЬ МЕЖДУ СВОЙСТВАМИ АМПЛИТУДНО-ФАЗОВОЙ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ РАЗОМКНУТОЙ СИСТЕМЫ И КАЧЕСТВОМ [6] 


Выше было показано, каким образом, зная амплитудно-фазовую 
характеристику КѴР(і «>) или соответствующие частотные характеристики 
разомкнутой системы, можно найти частотные характеристики замкнутой 
системы Р( (д), (2(«>). Но мы видели также, что при заданных частотных 
характеристиках управляющего воздействия переходный процесс пол¬ 
ностью определяется вещественной Р (и>) и мнимой (3(«>) частотными 
характеристиками замкнутой системы. 

Отсюда следует, что амплитудно-фазовая характеристика или соот¬ 
ветствующие ей частотные характеристики разомкнутой системы опре¬ 
деляют не только устойчивость, но и качество систем автоматического 
регулирования. 

Так, например, заменяя в формуле (98) функцию Р(со) выраже¬ 
нием (50) или (67), мы можем написать: 


х(() = 


2 +/<і/) + К2^2-| 5ІПШ* 

* Л (Ц-/Ш) 2 + /< 2 К 2 / <0 


(138) 


ИЛИ 


Х(і) = 


со 

2 П К 2 Н* + КНс 030 ) 8іпа>* 

к 3 \/< 2#2 + 2/СЯсоз 0+1/ (О 
о 


(139) 


Формулы (138) и (139) определяют переходную функцию, а следо¬ 
вательно, и качество регулирования при единичном ступенчатом воз¬ 
действии через частотные характеристики, или, что по существу то же 
самое, через амплитудно-фазовую характеристику разомкнутой системы. 

Этот результат наталкивает на мысль, что предварительный анализ 
качества системы автоматического регулирования можно, повидимому, 
производить непосредственно по виду амплитудно-фазовой характери¬ 
стики, не только не вычисляя интеграла (98), но и входящей в него 
функции Р( а)). И, действительно, пользуясь вещественной круговой 
диаграммой, нетрудно найти свойства амплитудно-фазовой характеристики, 
эквивалентные свойствам вещественной частотной характеристики Р(о>), 
что дает возможность установить непосредственную связь между формой 
амплитудно-фазовой характеристики и качеством. 

Некоторые из этих свойств заключаются в следующем. 

1. Для того чтобы 

1іт*(0 = *(оо)=Р(0) (< 1) 

І-+оо 
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(статическая система), амплитудно-фазовая характеристика должна 
исходить при о) = 0 из точки плоскости КѴР с координатами 

( *(°о) .Л 

^ 1 х(со)* ] 

В том случае, когда х (оо) = Р(0) = 1 (астатическая система), 
нулевому значению о> на плоскости КѴР соответствует бесконечно 

удаленная точка, расположенная под углом ^— ѵ-^ к положительному 
направлению оси КС/, где ѵ — порядок астатизма системы. 



V Ю5 Р с -1 0,95 Ц9 

Фиг. 22. Анализ качества по амплитудно-фазовой характеристике. 


В дальнейшем ограничимся рассмотрением лишь астатических систем, 
имея в виду, что обобщение формулируемых ниже положений на случай 
статических систем не представляет каких-либо затруднений. 

2. Для того чтобы перерегулирования не превышали 18°/ 0 > доста¬ 
точно, чтобы амплитудно-фазовая характеристика не выходила из 
области на плоскости КѴР, ограниченной слева вертикальной прямой, 
проходящей через критическую точку, и окружностью вещественной 
круговой диаграммы с нулевым индексом (фиг. 22), а также имела со 
всеми окружностями вещественной круговой диаграммы по одной точке 
пересечения. Указанная часть плоскости КѴУ может быть названа 
областью малых перерегулирований. 

3. Для того чтобы переходная функция х{і) представляла моно¬ 
тонную функцию (а следовательно, и для того, чтобы перерегули¬ 
рования отсутствовали), достаточно, чтобы амплитудно-фазовая харак- 
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теристика не выходила из области плоскости КѴР, соответствующей 
значениям индексов Р 0 заключенным в пределах 0 < Р с < 1, имела со 
всеми окружностями вещественной круговой диаграммы по одной точке 
пересечения и имела такое распределение частот, при котором прира¬ 
щение частоты Ди) между точками пересечения амплитудно-фазовой 
характеристики с последующими окружностями вещественной круговой 
диаграммы, имеющими индексы 1; 1 —ДР С ; 1 — 2 АР С ; 1 —ЗД Р с > . .. , О 
(при условии, что величина Д Р с имеет фиксированное значение), не¬ 
прерывно возрастало. Так, например, амплитудно-фазовая характери¬ 
стика, отмеченная на фиг. 22 цифрой /, удовлетворяет всем этим 
требованиям. Поэтому соответствующая ей переходная функция является 
монотонной. 

4. Для того чтобы переходная функция х(і) монотонно стремилась 
к значению х(со), необходимо (но недостаточно), чтобы амплитудно¬ 
фазовая характеристика была целиком расположена справа от верти¬ 
кальной прямой, проходящей через критическую точку. Отсюда возни¬ 
кает следствие, заключающееся в том, что амплитудно-фазовым харак¬ 
теристикам второго рода, т. е. пересекающим вещественную ось КіІ 
слева от критической точки, не могут соответствовать переходные 
процессы, протекающие монотонно. 

Кроме того, отсюда же следует вывод, что в следящих системах, 
обладающих астатизмом выше первого порядка, переходный процесс 
в случае управляющего воздействия в виде единичной функции 

и нулевых начальных условий не может протекать строго монотонно 
(однако отступление от условия монотонности в обоих случаях может 
быть сколь угодно малым). 

5. В случае амплитудно-фазовой характеристики, удовлетворяющей 
условиям, изложенным в п. 4, время переходного процесса Т больше, 

чем — (так, например, для кривой 1 на фиг. 22 Г >0,63). 

<*п 

6. Всякой амплитудно-фазовой характеристике, впервые пересекаю¬ 
щей окружность с нулевым индексом при частоте о) л , соответствует 

переходная функция с временем переходного процесса Т > —. 

00 п 

7. Если при возрастании частоты амплитудно-фазовая характеристика 
пересекает окружности вещественной круговой диаграммы с непрерывно 
возрастающими значениями индексов Р с до тех пор, пока она не 
коснется окружности с индексом Р стпах > а затем при дальнейшем 
возрастании частоты пересекает окружности вещественной круговой 
диаграммы с непрерывно убывающими значениями индексов, не попадая, 
однако, в область отрицательных значений индексов (кривая 2 на 
фиг. 22), то перерегулирование заведомо меньше, чем (1,18Р стах —1). 

Так, например, если при удовлетворении только что сформулиро¬ 
ванных условий индекс ^ тах = 1,3, то перерегулирования во всяком 
случае меньше ~ 50°/ 0 . 

8. Две амплитудно-фазовые характеристики мало отличаются друг 
от друга, если одинаковым значениям частоты о) соответствуют точки 
обеих кривых, расположенные на окружностях вещественной круговой 
диаграммы с мало отличающимися значениями индексов. 
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Мало отличающимся друг от друга амплитудно-фазовым характе¬ 
ристикам соответствуют мало отличающиеся переходные процессы, 
вызванные единичным ступенчатым воздействием. 

9. Критерий, уточняющий условия, при которых две амплитудно¬ 
фазовые характеристики можно считать мало отличающимися друг от 
друга, заключается в следующем. 

Если две амплитудно-фазовые характеристики в интервале частот 
О < а) < о) а совпадают друг с другом или находятся вне окружности 

радиуса , А 1, а при а) > пересекаются N раз, причем [х есть 

наибольшая разность в значениях индексов вещественной круговой 
диаграммы для обеих кривых при одинаковых значениях о>, то пере¬ 
ходные процессы, вызванные единичным ступенчатым* воздействием при 
^>^ 1Э будут отличаться друг от друга не более, чем на величину 
интеграла (134). 

10. Если при а) > (о п амплитудно-фазовая характеристика остается 
в пределах области, ограничиваемой окружностями вещественной кру¬ 
говой диаграммы со значениями индексов, изменяющихся в пределах 
— 0,2 < Р с < 0,2, то обычно при оценке качества вид амплитудно-фазо¬ 
вой характеристики при а) > а) л может не приниматься во внимание. 

11. Если амплитудно-фазовая характеристика в интервале частот 
0 < а) < ю а не выходит из пределов области, ограничиваемой окруж¬ 
ностями вещественной круговой диаграммы с индексами Р^ = 0,95 и 
Р с — 1,05, а при дальнейшем повышении частоты стремится к границе 
области отрицательных значений индексов, подходя к ней при частоте ш п 
и пересекая окружности вещественной круговой диаграммы с индексами 
Р с (0<Р с < 1) при значениях частоты 

“ ~ “л + («><* — %) р с> 

то соответствующая характеристика Р(о>) мало отличается от трапе- 
цоидальной с коэфициентом наклона х = ^ , и поэтому величину 

перерегулирования, а также время переходного процесса можно оценить 
при помощи кривых на фиг. 19. 


15. ТРЕБОВАНИЯ К ЧАСТОТНЫМ ХАРАКТЕРИСТИКАМ, 
ОБЕСПЕЧИВАЮЩИЕ ВЫСОКУЮ ТОЧНОСТЬ В СЛЕДЯЩИХ 
СИСТЕМАХ [5] 


Предположим, что преобразование Лапласа 
воздействия имеет вид 


0 ( 5 ) = 




для управляющего 


где функция <3 0 (з) не имеет полюсов во всей правой полуплоскости, 
включая мнимую ось, и пусть 


Оо О) = Ро е ( ш ) 
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Переходный процесс х{і)^ вызываемый воздействием ^(/), в этом 
случае может быть представлен в виде формулы (35), причем обоб¬ 
щенная частотная характеристика /? 0 (и>) в рассматриваемом случае 
имеет вид 

/?(и>)=Р(а))Р г (<о)-—<2(ш)0^(а)). (141) 

Таким образом, для ошибки е(^) мы можем написать: 

оо 

2 (0 - 8 (О - * (0=41 («О - I р (») А* («О - 

О 

(142) 

Из уравнения (142) ясно, что ошибка е(^) имеет тем меньшую 
величину, чем точнее удовлетворяются равенства 

Я(а>)«1 1 

<}(.)«о <143) 

по крайней мере в том интервале частот (0, о) а ), в котором частотные 
характеристики воздействия еще заметно отличаются от нуля. 

Действительно, если предположить, что при со < <о а характеристики 
Р («>), < 2 ^( 0 )) являются любыми заданными функциями, удовлетворяю¬ 
щими ограничению, наложенному выше на функцию С 0 ($), а при о) > ш 

Р е ( <*>)«0*(«>)«0, (144) 

то при удовлетворении формулы (143) мы согласно формуле (142) 
будем иметь е(^)^0. 

Оценка верхней границы для абсолютного значения ошибки, полу¬ 
чающейся из-за невозможности точного удовлетворения равенств (3) 
в интервале (0, а>^), может быть дана при помощи метода, изложен¬ 
ного выше. 

Таким образом, ясно, что интервал частот (0, о> а ), занимаемый 
частотными характеристиками Р^(и)), С?^(а>) воздействия, должен быть 
гораздо меньшим, чем интервал частот (0, о> 0 ), занимаемый частотными 
характеристиками системы, так как лишь в этом случае можно говорить 
хотя бы только о приближенном удовлетворении равенств (143). 

Рассмотрим, при каких требованиях, предъявленных к частотным 
характеристикам разомкнутой системы, можно обеспечить удовлетворение 
этих равенств с заданной степенью точности. 

Для этого воспользуемся вещественной и мнимой круговыми диа¬ 
граммами и найдем на плоскости КѴУ область (фиг. 23), внутрь которой 
не должна попадать амплитудно-фазовая характеристика системы 
в интервале частот 0 < о) < о) а , для того чтобы в том же интервале 
частот имели место неравенства 

|1—Р(о))|<А; (145) 

| (3(«>) | < А, 

где А — заданная малая постоянная величина. 
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Из уравнений (54) и (56) легко видеть, что эта область ограничивается 
четырьмя окружностями (фиг. 23), попарно касающимися и пересекаю¬ 
щимися друг с другом в точке (—1; /0) и имеющими один и тот же 

диаметр, равный-—. 

Из сказанного следует, что условие, достаточное для удовлетворения 
неравенства (145), заключается в том, чтобы амплитудно-фазовая харак¬ 
теристика в интервале 

Плоскость КУ 


-20 -15 -10 


частот 0 < (о < о) а не по¬ 
падала внутрь окружно¬ 
сти радиуса имеющей 

центр в точке (—1; /0). 
Очевидно, что при ма¬ 
лых А (Д 1) можно 
без сколько-нибудь зна¬ 
чительного изменения 
результатов передвинуть 
центр этой окружности в 
начало координат, оста¬ 
вив ее радиус попрежнему 

равным 

Таким образом, мы 
приходим к следующему 
выводу. 

Для удовлетворения неравенств (145) в интервале частот 0 < а) < а) а 
достаточно, чтобы в этом интервале частот логарифмическая ампли¬ 
тудная характеристика системы удовлетворяла неравенству 



Фиг. 23. Область, в которую амплитудно-фазовая 
характеристика не должна попадать при низких 
частотах. 


Ьт\КѴР\ > 20(-1-), 


(146) 


а фазовая характеристика была какой угодно. 


16. СВЯЗЬ МЕЖДУ СВОЙСТВАМИ ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ 
АМПЛИТУДНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ И КАЧЕСТВОМ [5] 

В главе XII было показано удобство применения логарифмических 
частотных характеристик для анализа устойчивости систем автоматиче¬ 
ского регулирования. Поэтому установление связи между свойствами лога¬ 
рифмической амплитудной частотной характеристики разомкнутой системы 

І(о)) = і//г|/СГ(»| (147) 

и качеством представляет большой интерес. 

Эта связь может быть установлена на основании свойств веществен¬ 
ной частотной характеристики замкнутой системы Р(<«), при помощи 
номограммы на фиг. 4, дающей линии постоянных значений функции Р(<й) 
в координатах Ь, Ѳ. 

Логарифмическая амплитудно-фазовая характеристика Ь (Ѳ), построен¬ 
ная в указанной прямоугольной системе координат, при достаточно 

402 


малых значениях о> и достаточно больших значениях модуля КѴР 
асимптотически стремится к вертикальной прямой, имеющей отметку 

п 

— ѵ у, где ѵ — порядок астатизма. 

При достаточно больших о) и достаточно малых значениях модуля КУР 
кривая Ь (Ѳ) асимптотически стремится к вертикальной прямой, имеющей 

отметку — т ), где т — порядок числителя, а п — порядок 

знаменателя передаточной функции КѴР(§). 

Таким образом, логарифмические амплитудно-фазовые характери¬ 
стики Ь(9) при возрастании о) идут сверху от вертикальной прямой — ѵ~ 

вниз к вертикальной прямой —(п — /я)-^-, пересекая при этом то 

или иное число раз прямую 1 = 0, или, другими словами, уровень 
нулевого затухания. 

Заметим, что точкам пересечения логарифмической амплитудно¬ 
фазовой характеристики 7,(6) с уровнем нулевого затухания 2, = 0 
соответствуют значения вещественной частотной характеристики 
Р(о)) = 0,5, что непосредственно следует из выражения (67а). Действи¬ 
тельно, если в нем положить КН = 1, т. е. Ь — 0, то мы получим 
уравнение (147) вне зависимости от значения о). 

Приведем теперь в соответствие при помощи номограммы (см. фиг. 4) 
области низких, средних и высоких частот вещественной частотной 
характеристики замкнутой системы Р( о>) и логарифмической амплитуд¬ 
ной характеристики разомкнутой системы I (о>). 

Область низких частот, в которой имеют место неравенства (145), 
определяет в значительной мере точность воспроизведения медленно 
изменяющихся воздействий, причем для удовлетворения неравенств (145) 
достаточно, чтобы 

а сдвиг фазы может быть любым. 

Отсюда следует, что область низких частот для логарифмической 
частотной характеристики I, (о>), определяющей ширину частотного 
спектра управляющих воздействий, пропускаемого системой с малыми 
искажениями, является область 0 < а) < а) а , в которой имеет место 
неравенство (146). 

Так, например, если Д = 0,05, то мы должны иметь 
І(о))> 26; 0 < а) < о) Л , 
если Д = 0,02, то мы должны иметь 

І(о))>34; 0 < о) < о) а . 

Областью высоких частот, или областью малых параметров веще¬ 
ственной частотной характеристики Р(«>), является область о) 0 <о)<оо, 
в которой 

|Р(о>)|<Д 0 , (148) 

где величина Д 0 может быть положена равной 0,1—0,2. 

26* 
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Из номограммы (см. фиг. 4) непосредственно ясно, что неравенство 
(148) при Д 0 ^0,2 имеет место, если !((*))<( —16). 

Итак, при рассмотрении логарифмической амплитудной характе¬ 
ристики разомкнутой системы целесообразно выделять следующие три 
интервала частот (фиг. 24). 

Интервал низких частот (0, о) а ). Этот интервал опреде¬ 
ляется неравенством 

I (о)) > 

Вид логарифмической амплитудной характеристики в этой области 
определяет порядок астатизма и статическую точность системы. Ширина 



ческой амплитудной частотной характеристики Ьт(К\Ѵ). 


интервала определяет ширину спектра частот управляющих воздействий, 
воспроизводимых системой без сколько-нибудь значительных искажений, 
и позволяет судить о том, какие воздействия для рассматриваемой 
системы можно считать медленно изменяющимися. 

Интервал средних частот (а) а , а) 0 ). Вид логарифмической 
амплитудной характеристики в этом интервале частот определяет запас 
устойчивости и в значительной мере качество системы при воздействиях 
типа единичной ступенчатой функции. В этом интервале находится 
частота среза а>^, определяющая порядок времени переходного процесса 
при достаточных запасах устойчивости. 

Интервал высоких частот (а) 0 , оо). Этот интервал может 
быть также назван интервалом малых параметров. Он содержит лишь 
те сопрягающие частоты, пренебрежение которыми не оказывает суще¬ 
ственного влияния на вид логарифмических характеристик в интервале 
средних частот. 
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17. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕЛИЧИНЫ ПЕРЕДАТОЧНОГО КОЭФИЦИЕНТА 
ИЛИ ДОБРОТНОСТИ ПО ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ АМПЛИТУДНОЙ 
ХАРАКТЕРИСТИКЕ 

Как мы видели (см. главу VI), передаточная функция системы 
автоматического регулирования в разомкнутом состоянии, обладающей 
астатизмом ѵ-го порядка по отношению к управляющему воздействию, 
может быть представлена в виде 

*ИЧ*) = -^-Ио(*). (149) 


и, следовательно, выражение для логарифмической амплитудной частот¬ 
ной характеристики может быть представлено в виде 


Ь (а)) — ЦпК — ѵі//ш -|- Ьт | \Ѵ 0 (уо)) |. 


(150) 
1 


При значениях о>, меньших первой сопрягающей частоты ^ — — ^ 
мы можем приближенно написать: 

Т(о у)^ЬтК — ѵТ/7ш; 0 < со < о^. (151) 


Прямая (151), называемая низкочастотной асимптотой логариф¬ 
мической амплитудной характеристики Ь (о>), дает простой способ 
определения передаточного коэфициента К при любом порядке аста- 
тизма ѵ. Действительно, при и> = 1 выражение (151) сводится к виду 

[Ь(ы)и=1 = 1тК, (152) 


из которого следует: 

Величина передаточного коэфициента К , выраженная в децибелах , 
определяется ординатой логарифмической характеристики Ь(ю)при 
значении угловой частоты и>, равном единице. 

Итак, если мы располагаем логарифмической амплитудной характе¬ 
ристикой Ь (а)), то для определения передаточного коэфициента или 
добротности К необходимо продолжить низкочастотную асимптоту 
(фиг. 24) до значения о> = 1, тогда ордината этой асимптоты при а) = 1 
и будет являться значением /С, выраженным в децибелах. 

Заметим, что в случае статических систем выражение (151) дли 
низкочастотной асимптоты принимает вид 

Ь^^ЬтК; 0 < а) < о) 1 , (153) 

из которого следует, что в этом случае продолжение низкочастотной 
асимптоты до значения а) = 1 оказывается излишним, так как асимптота 
представляет прямую, параллельную оси частот, и значение К в деци¬ 
белах равно расстоянию этой прямой от оси частот а). 

Другой способ определения К заключается в следующем. Продолжим 
низкочастотную асимптоту (151) до пересечения с осью частот 
(см. фиг. 24). 

В точке пересечения а) = о) Л 

[Ь (О))] со=со^ = 0, 
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и, следовательно, 


ІтК = чЬтш к , (154) 

или 

К = и' к . (155) 

Отсюда следует , что значение коэфициента К равно значению 
угловой частоты в точке пересечения низкочастотной асимптоты 
с осью частот в степени , равной порядку астатизма системы ѵ. 


18. ОПРЕДЕЛЕНИЕ УСТАНОВИВШЕЙСЯ ОШИБКИ 
ПРИ ГАРМОНИЧЕСКОМ УПРАВЛЯЮЩЕМ ВОЗДЕЙСТВИИ 
ПО ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ амплитудной характеристике 

Предположим, что на вход системы автоматического регулирования 
подано гармоническое управляющее воздействие 

§(*) = & а созт а*> 


тогда, как это ясно из главы V, ошибка е(^) будет также предста¬ 
влять собой гармоническую функцию вида 

е ут(0=ЗѴ 4 *( 0) о) с05 К/ + <Р.(<» а )], ( 156 ) 

где через А е ( а) а ) и ср е (о) а ) обозначены относительные амплитуда и фаза, 
соответствующие передаточной функции ошибки Ф е (/<*>) при данном 
со = о)д, т. е. 

Ф '«=І+ЩЙ- А< *' )Л( '' 1 ' (157) 


Вместо выражения (157) мы можем написать: 


А е (о) а ) е* 9г (®л) = 


[КѴГ О,)]-* 
1+1К1Р Ѵ»<д]- 19 


(158) 


и, следовательно, А е (а> а ) и ср е (о) а ) можно определить, воспользовавшись 
номограммой на фиг. 62 гл. XII. 

Действительно, пусть при о) = и) а 

0(®«)=—о в . 


тогда А е ((о а ) и ср е (о) а ) будут равны индексам кривых номограммы на 
фиг. 62 (гл. XII), проходящим через точку с координатами ( — 2, а ,— Ѳ а ). 

При значениях о), меньших первой сопрягающей частоты а) 1 , вели¬ 
чины А е (а) а ) и ср е (о) а ) могут быть определены непосредственно по лога¬ 
рифмическим характеристикам I (о>), Ѳ (<«). 

Действительно, при о) < о) х 

К1У 0' ш ) ~-^Т 

СО 

И 

где ѵ — порядок астатизма. 
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(159) 



(160) 


Поэтому при и> выражение (156) сводится к виду 


, . ч 8а°*а ( , і те N 

е(0~-^-соз ѵ-^-^ , 


и, следовательно, амплитудное значение ошибки г а при 

8а<*' а 

К • 

Для астатической системы первого порядка при а) ы х 

г ёа^а 


(161) 


(162) 


причем ошибка в определении е а по формуле (162) не превышает 3°/ 0 , 
если а) < 0,5^. 

Для астатической системы второго порядка при о) іо х 


К ' 


(163) 


причем ошибка в определении г а по формуле (163) не превышает 3°/ 0 > 
если а) С 0,35о) г 

Выше нами был рассмотрен способ определения по логарифмическим 
характеристикам разомкнутой системы амплитуды и фазы вынужденных 
установившихся колебаний ошибки е(^), вызванных гармоническим упра¬ 
вляющим воздействием §(1). 

Покажем теперь, каким образом, пользуясь логарифмическими харак¬ 
теристиками, можно определить амплитуду и фазу вынужденных устано¬ 
вившихся колебаний отклонения х(і) регулируемой величины, вызван¬ 
ных гармоническим возмущающим воздействием /(О- 

Итак, предположим, что к системе автоматического регулирования 
приложено гармоническое возмущающее воздействие 

^(0==/оС05 <Ѵ> 


тогда установившиеся колебания отклонения х(і) регулируемой величины 
будут иметь вид 


Хуст (0 = /о Ау К) с °5 [ Ѵ + ?у К)] ’ ( 164 ) 


через А у (а) 0 ) и ср у (а) 0 ) обозначены относительные амплитуда и фаза, 
соответствующие заданному значению угловой частоты о) 0 . 

Относительные амплитуда И у (о) 0 ) и фаза ср у (а) 0 ) М0Г У Т быть опре¬ 
делены, если известна передаточная функция системы К (у со), так как 

Х>о) = Л/Н)Л ( Ч (165) 

Но (см. главу VI) 


Х/0>): 


Ѵ(/*) 


1+КѴУЦи) 


Ѵ(М) 


[КѴѴ*)]- 1 

1 + [/СІГ (/<*)]-!» 


(166) 
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и, следовательно, 


А у (<*>) = Аѵ(и>) Ае(ы) (167) 

и 

?у (<*>) = 9ѵ (<*>) + ?е («>), ( 1 68) 

где через А ѵ { а)) и ^(ш) обозначены амплитудная и фазовая частотные 
характеристики, соответствующие передаточной функции V (/о>). 

Выражения (167) и (168) показывают, что для определения ампли¬ 
туды и фазы вынужденных колебаний отклонения х{і) регулируемой 
величины по логарифмическим характеристикам разомкнутой системы 
необходимо предварительно найти величины Л е (и> 0 ), ср е (а) 0 ) так, как это 
было изложено выше, а затем воспользоваться формулами (167) и (168). 


19. ПРИБЛИЖЕННЫЙ СПОСОБ ПОСТРОЕНИЯ КАРТИНЫ ПЕРЕХОДНОГО 

ПРОЦЕССА ПО ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ АМПЛИТУДНОЙ И ФАЗОВОЙ 
ХАРАКТЕРИСТИКАМ МЕТОДОМ ТРАПЕЦОИДАЛЬНЫХ 
ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 

Если заданы логарифмические амплитудная и фазовая частотные 
характеристики разомкнутой системы, то переходный процесс в замкну¬ 
той системе может быть найден обычным методом трапецоидальных ча¬ 
стотных характеристик. 

Для построения переходного процесса необходимо прежде всего, 
пользуясь номограммой на фиг. 4, найти соответствующую вещественную 
частотную характеристику замкнутой системы (собственную или обобщен¬ 
ную) так, как это было изложено выше, а затем уже воспользоваться 
методом трапеций. 


20. ПРИБЛИЖЕННЫЙ СПОСОБ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА 
ПО СОПРЯГАЮЩИМ ЧАСТОТАМ ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ АМПЛИТУДНОЙ 
ЧАСТОТНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ [9] 

Покажем теперь, каким образом по виду логарифмической ампли¬ 
тудной частотной характеристики можно найти приближенное выражение 
преобразования Лапласа для ошибки Е (5) (см. главу VI), позволяющее 
установить непосредственную связь между переходным процессом и по¬ 
стоянными времени системы. 

Рассмотрим преобразование Лапласа для ошибки 

Е ^= іДа • < |69 > 

На основании уравнения (169), заменяя $ через уо>, можно написать: 

+*»'(»• с™) 

Обозначим через ю с частоту среза логарифмической амплитудной 

характеристики, т. е. частоту, при которой 

Ат | /СИ7 (усо) | = 0, 
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тогда в случае часто встречающихся логарифмических амплитудных 
характеристик, имеющих прямолинейный участок с наклоном (—20 дб/дек) 
в окрестности частоты среза ы с и обладающих достаточным запасом 
устойчивости приближенно можно положить 


0(М 

Е (/со) 




(171) 


при и<^а) с и 


О (» 

Е О) 


(172) 


при (» > ш с . 



(173) 


Іт1Ф г (У«)| = -Іот|К^ , (У») |. 


по виду логарифмических амплитудных характеристик Ьт\КѴР\. Дей¬ 
ствительно, полагая, что при и><о> с имеет место равенство (171), а при 
о) > <і) с равенство (172), мы получим приближенный вид логарифмиче¬ 
ской амплитудной характеристики Ьт | Ф 6 1, соответствующей выражению 
(173), положив, что 


іт 


О (У ы ) 
Е(М 


іт\КЖи*>)\ 


(174) 


при (о < ш с и 


Ьт 


СО<°) 
Е (У«) 


(175) 


при (о > ш с (фиг. 25). 
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На основании сказанного ясно: 1) что все сопрягающие частоты 
логарифмических амплитудных характеристик Ьт(КЩ при о)<и> г одно¬ 
временно являются сопрягающими частотами и для логарифмических 

амплитудных характеристик Ьт при о) < о) г ; 2) что все сопряга¬ 

ющие частоты для логарифмических амплитудных характеристик 1*т\КУУ\ 
при а) > о) г заменяются в случае логарифмических амплитудных харак¬ 
теристик Ьт одной единственной сопрягающей частотой при о)=о) г . 

Таким образом, мы приходим к следующему простому правилу: для того 
чтобы получить приближенную формулу для функции — 

необходимо приравнять ее выражению для передаточной функции 
разомкнутой системы КѴУ(з), оставив в нем все множители в чи¬ 
слителе и знаменателе , соответствующие сопрягающим частотам , 
меньшим частоты среза <й г , и заменив все остальные множители , 

входящие в КѴ7 ($), одним единственным множителем 
в числителе . 

Преобразованную указанным способом функцию КѴ7 {$) обозначим 
через КѴР(8). 

Получив этим способом приближенное выражение для Ф е ($), 

которое мы обозначим через ф е ($), изменение ошибки е(/) во времени 
можно представить при помощи выражения 


ф 1(з)0( 5 )е*‘аз. 


Для некоторого уточнения результатов найдем отношение точного 

значения модуля функций ф е ($) к приближенному его значению Ф*($) 
при $=/(V 
Имеем 

Ф.(/Ч>= 1 + К Ѵ (/..,) 077) 


Ф*(/Ч) = 

1 

^ • 

(178) 


КУГ* Ос) 


Ф е Ос) 

Ф е 0<»с) 

К№* Ос) 

~ 1 + К1ГОс) 

(179) 

Ф* 04) 1 = 

р 1 Ф * 04 ) 1 • 

(180) 


В первом приближении обычно можно предположить, что соотноше¬ 
ние (179) между действительным значением модуля | Ф е (У<«) | и прибли¬ 
женным его значением |ф*(уо))| имеет вид формулы (179) не только 
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при о) = о)^, но и на всем интервале частот между сопрягающими часто¬ 
тами (о> 2 , со 3 ), ближайшими к частоте среза (см. фиг. 25). 

Эффект поправочного коэфициента р, определяемого формулой (179), 
на изменение ошибки е ( і ) во времени можно учесть, умножив на него 

ординаты кривой е (^), полученной при помощи формулы (176) в ин¬ 
тервале значений времени < 

Итак, изложенный способ вычисления ошибки з(^) во времени со¬ 
стоит из следующих шагов: 

1) определяем, пользуясь сформулированным выше правилом, функ¬ 
цию КѴР*(8), исходя из заданной логарифмической амплитудной харак¬ 
теристики Ьт\К\У\, и полагаем 

Фг(*)=— Л —; 

К1У* (8) 

2) вычисляем ошибку е*(*), пользуясь формулой (176); 

3) вычисляем поправочный коэфициент р, пользуясь формулой (179); 

4) умножаем ординаты кривой е *(^) на р при значениях времени 

і:— <*< — и плавно соединяем первоначальную и получившуюся 
0) 3 0) 2 

Л . 11 

кривые в окрестности значений /, равных — и —. 

Весьма важно подчеркнуть, что изложенный способ применим также 
к вычислению отклонения регулируемой величины х(і), имеющей пре¬ 
образование Лапласа Х(8) вида (см. главу VI) 

*($)= ! +$? {8) Р (*) = Фе (О V (з) Р ($), (181) 

а также к вычислению свободных колебаний при ненулевых начальных 
условиях. 

Согласно формуле (181) 

с+Іоо 

= 1 (182) 
С —уоо 

причем передаточная функция ошибки ф е (5) может быть найдена по 
логарифмической амплитудной функции Ьт\КѴР\ так, как это было 
изложено выше. 

Пример . Предположим, что передаточная функция разомкнутой си¬ 
стемы КѴР($) определяется формулой 

кЧГ (*) = 7 ■ (Ті3 2 1 } ~1 То ] + 1 ) ^^( 183 ) 

и что логарифмическая амплитудная характеристика, соответствующая фор¬ 
муле (183), имеет вид, графически изображенный на фиг. 26, а. 

Требуется найти выражение для е ( і ) при единичном ступенчатом воздей¬ 
ствии и при воздействии в виде постоянной скорости. 
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Согласно изложенному выше правилу для образования функции К\Ѵ(з) 
нужно опустить два последних сомножителя в знаменателе и ввести сомножи¬ 
тель (т с $ + 1) в числитель. Итак, 


К ѴР* ($) = 


К (т 2 $ + 1) М + 1) 
5 (?і 5 + О 


(184) 


и 


Ф>) = 


Д(7іД+ 1) 
К(т 2 $ + 1)(Ѵ?+1) 


(185) 


іт(КЫ) 


€,(() 



0,24 

Фиг. 26. Логарифми¬ 
ческая амплитудная °> 16 
характеристика (а) и 
соответствующие ей 
кривые изменения 0,08 
ошибки: 

б— при единичном ступен¬ 
чатом воздействии; в— при 0 
постоянной скорости. 


■ 

т 

2 

Я 

■н 

■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

т 


■ 

я 

■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

к 

т 


В 

я 

Ё 

я 

■ 

■ 

■ 

к 

т 


■ 

■ 

■ 

Я 

зя 

■ 

■ 

т 

ш 


■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

в 


і 

■ 


■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

■ 


0,4 0,8 7,2 1,6 

в) 


2,0 і 


Следовательно, преобразование Лапласа Е (5) для первого приближения е (^) 
функции е (і) при единичном ступенчатом воздействии имеет вид 


Е(8) = 


Е * ( 5 ) = 


(Гі$ + 1) 

(186) 

К(т 2 5+1)(Ѵ? + 1)’ 

_ $ + ®1 

(187) 

(5 + со 2 ) (5 + <* с ) 9 


так как (см. фиг. 24) 


К = ^ = (0 2 (0 С 
Т 2?С “1 


Итак, первое приближение для е (1) при единичном ступенчатом воздействии 
имеет вид 

Т? (О = — е -»х* _ “і — # (188) 

<* с — "г <*с — со 2 
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(189) 


При воздействии в виде единичной постоянной скорости 


Е*(8) = 


_ & + в>і _ 

5 (5 + со 2 ) (5 4- со^) 9 


и, следовательно, 

г ѵ {і) = +—_? ~ 0>2 е~ Ші( + Мі ~~ ы . с . е~ т<;і , (190) 

и>2<й с (“г— °>с) &С (“с — 


Найдем теперь поправочный коэфициент р, пользуясь формулой (179). Под¬ 
ставляя равенства (183) и (184) в (179), получим 


(з + ^ 2 ) ($ + <*с) 

_ & ($ Ч- ^і) _ 

$ ($ Ч~ ^і) ($ + ^з) + <»с(й з (8 + ^2) 
$ ($ + оц) (5 + “з) 


(191) 


Для уточнения результатов необходимо умножить значения функций е *(*), 

определяемых формулами (188) и (190), на р в интервале — 

На фиг. 26, б изображены кривые (/), а на фиг. 26, в —кривые г ѵ {1) для 
случая, когда (фиг. 26, а) 


— = 10; — = 16; 
О)! со 2 


со 3 


<*Ѵ л 

- = 4 и о),= 1. 
0) 2 


(192) 


Пунктирные кривые соответствуют точному решению, кривые точка—пунк¬ 
тир дают первое приближение согласно формулам (188) и (190), а сплошные 
кривые — приближенное решение с учетом поправочного коэфициента р. 

Заметим, что рассмотренный метод дает хорошие результаты при значениях 

отношения — порядка 10 и выше. Это отношение пропорционально длине 
со 2 

прямолинейного отрезка логарифмической амплитудной характеристики в окрест¬ 
ности частоты среза о> с . Указанное условие обычно удовлетворяется для до¬ 
статочно высококачественных систем. 

При меньших значениях — влияние комплексных корней характеристиче- 
0) 2 

ского уравнения замкнутой системы становится настолько значительным, что 
оно не может быть с достаточной точностью учтено при помощи чисто 
вещественного корня (» с так, как это делается согласно изложенному методу. 


21. СВЯЗЬ МЕЖДУ СОПРЯГАЮЩИМИ ЧАСТОТАМИ 
ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ АМПЛИТУДНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
И КОЭФИЦИЕНТАМИ ОШИБОК 


В главе VI были получены формулы, позволяющие определить коэ- 
фициенты ошибок по заданным коэфициентам а п входящим в выра¬ 
жение для передаточной функции разомкнутой системы 


/п^>=4 

5 


1 + М + р2* а + ••• 

1 + « 1 $ + <* 2$ 2 + • • • + <*п$ п * 


(193) 


Так как коэфициенты а п ^ являются функциями от постоянных вре¬ 
мени, а постоянные времени являются величинами, обратными сопрягаю¬ 
щим частотам, то очевидно, что коэфициенты ошибок могут быть вы¬ 
ражены непосредственно через сопрягающие частоты логарифмической 
амплитудной характеристики. 
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Поясним это на простом примере. 

Рассмотрим систему с передаточной функцией вида 

иѵс/ічл _ к _ ( т г 5 + _ 

К\Ѵ( 8 ) — Т (Гі5 + 1} (Гз5 + 1} {Ті3 + 1} • 
Сравнивая равенство (194) со (193), получим 


і = + т 3 + т 4 = 1 +^^; 

-г 'Г I Т 'Г \ Т Т _ СОі 4- со 3 4- со 4 в 

7 1 У 3+ У 1 У 4+ У 3 У 4 — й ) 1 а) 8 <0 4 * 


Т\ т ъ Г 4 = 


1 

0 ^ 0 ) 30)4 


(194) 


(195) 


Подставляя равенство (195) в формулы для коэфициентов ошибок 
(см. главу VI) 

Г — -1- • 

Ч— к > 


получим 


с 2 — 2 


«і — Рі 


К 


К 2 * 


^ _ 6 , 12 (р! — <*!> , 6 ( — <х п р, + 02 — р 2 ) 

с 3—^2 "г К » 

_г) ^і^г^з 4~ 4~ <0 2 <0 з <0 4 — _2 в 

2 Кй) і«2 (0 3 (0 4 К 2 * 


(196) 


(197) 


л 6 I 12 со 3 со2(0 3 4" С 0 1 С 0 2 С0 4 4" ^03(03(04 — <0 3 (0зС04 | 

3 /С 3 ' К 2 Цй>2 й) З й) 4 ' 


б ®1®3®4 + ®2 (“1 + "В + "4) — С0 2 С0 8 (0 4 — ®1®2«4 п . 

“Г 2 * (І^о) 


0)-^ со 2^з^ 4 


Если предположить, что в равенствах (197) и (198) можно пренебречь 

Гд и Г 4 по сравнению с Т ѵ Т г Т 4 по сравнению с Т г Т^ и и что 

добротность К настолько велика, что можно пренебречь в выражении 

1 2 
для С 2 величиной , а в выражении для С 3 — величиной > то мы 


получим 


Г о м 2 — М 1 . 

2 К*»1®2 * 


(199) 


12 (со 2 — со 3 ) 

К 2 <й 1 < 0 2 


6 ^со 3 созсо4 — со 2 со 3 со 4 4 " и>2°>4 4 " ю^з) 
<0 1 <|) 2 а) 3 С0 4 


( 200 ) 
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Формулы (199) и (200) устанавливают сравнительно простую связь 
между коэфициентами ошибки и сопрягающими частотами логарифмиче¬ 
ской амплитудной характеристики в случае передаточной функции вида 
(194). 

Очевидно, что аналогичным способом, пользуясь общими формулами, 
приведенными в главе VI, можно выразить коэфициенты ошибки через 
сопрягающие частоты логарифмической амплитудной характеристики 
в случае любой передаточной функции вида (193). 
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ГЛАВА XVI 


НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ КОРРЕКЦИИ ДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 
СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 


1. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЕ И ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ 
КОРРЕКТИРУЮЩИЕ УСТРОЙСТВА 


Всякая система автоматического регулирования, как это мы видели 
в главе I, состоит из объекта регулирования и одного или нескольких 
регуляторов, взаимодействующих как с объектом регулирования, так 



Фиг. 27. Простейшая структур¬ 
ная схема системы автоматиче¬ 
ского регулирования с после¬ 
довательным корректирующим 
устройством: 

^2^2 — объект регулирования; 
Кд ѴѴд — последовательное корректи¬ 
рующее устройство. 


Фиг. 28. Простейшая структурная схема 
системы автоматического регулирования 
с параллельным корректирующим устрой¬ 
ством: 

^2^2 — объект регулирования; К%уР^ — усилитель¬ 
ные элементы; К г % — параллельное корректирующее 
устройство. 


Задача проектирования систем автоматического регулирования в наи¬ 
более общей постановке заключается в таком выборе схемы взаимо¬ 
действия, способа технического осуществления, параметров и харак¬ 
теристик регуляторов и объекта регулирования, при котором требуемые 
динамические и эксплуатационные свойства всей системы в целом обес¬ 
печиваются при применении возможно более простых технических средств. 

Большое значение для придания системе автоматического регулиро¬ 
вания требуемых динамических свойств имеют так называемые коррек¬ 
тирующие устройства, являющиеся элементами с легко изменяемыми 
параметрами и характеристиками. 

Корректирующие устройства, входящие в состав замкнутых контуров 
направленного действия, из которых состоит система автоматического 
регулирования, можно подразделить на два основных типа: последова¬ 
тельные и параллельные. 
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Последовательные корректирующие устройства служат обычно для 
преобразования сигнала ошибки и включаются последовательно с объектом 
регулирования (фиг. 27). 

Параллельные корректирующие устройства (местные обратные связи) 
связывают выход одного из последующих звеньев системы со входом 
одного из предыдущих (фиг. 28). 

2. ПРИМЕРЫ КОРРЕКЦИИ АМПЛИТУДНО-ФЛЗОВОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Смысл введения в систему автоматического регулирования коррек¬ 
тирующих устройств можно пояснить, если рассмотреть, каким образом 
они позволяют изменить (скорректировать) передаточную функцию или 
частотные характеристики системы. 

Поясним это на примерах. 

Предположим, что система автоматического регулирования имеет 
амплитудно-фазовую характеристику КѴР (/<*>) вида, изображенного на 
фиг. 29 (кривая /). Как мы видим, система неустойчива. Для того чтобы 



Фиг. 29. Коррекция амплитудно- Фиг. 30. Коррекция амплитудно-фазовой 
фазовой характеристики неустой- характеристики системы, не обладающей 
чивой системы: требуемым запасом устойчивости: 

I — до коррекции; // — после коррекции. /— до коррекции; II — после коррекции. 

например, если уменьшить К в 3 раза, то амплитудно-фазовая харак¬ 
теристика примет вид кривой II на фиг. 29, и система будет обладать 
значительным запасом устойчивости. 

Предположим, однако, что величина К фиксирована, исходя, напри¬ 
мер, из требования, чтобы ошибка системы при управляющем воздействии, 

изменяющемся с постоянной скоростью, равной единице, равнялась 

Тогда коррекция системы при помощи изменения формы амплитудно¬ 
фазовой характеристики, сводящегося к простому изменению ее масштаба, 
уже не подходит, и необходимо, оставляя форму амплитудно-фазовой 
характеристики неизменной при низких частотах, скорректировать ее 
форму при средних частотах, скажем, в интервале (о> 1 , о) 2 ) так, как это 
изображено на фиг. 29 (кривая III) 

Рассмотрим другой пример. 
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Амплитудно-фазовая характеристика на фиг. 30 (кривая 1) соответствует 
устойчивой системе. Однако система не имеет достаточного запаса устойчи¬ 
вости и пересекает окружности вещественной, круговой диаграммы с боль¬ 
шими по абсолютной величине значениями индексов Р с . Как мы знаем, это 
означает, что воздействия, приложенные к системе, будут вызывать 
в ней слабо затухающие колебания. Заметим, что в рассматриваемом 
случае уменьшение передаточного коэфициента К не может существенно 
уменьшить склонность системы к колебаниям. Но если скорректировать 


лѵ 



форму амплитудно-фазовой характеристики так, 
как это показано на фиг. 30 (кривая //), введя 
какое-либо устройство, создающее положи- 



Фиг. 31. Коррекция ампли¬ 
тудно-фазовой характери¬ 
стики системы с замедлен¬ 
ным переходным процессом: 

/ — до коррекции; 

II — после коррекции. 


Фиг. 32. Коррекция амплитудно¬ 
фазовой характеристики, приво¬ 
дящая к повышению порядка 
астатизма. 


тельный сдвиг фазы в интервале частот (а> 1 , а) 2 ), то можно будет обеспе¬ 
чить не только достаточный запас устойчивости, но и требуемые каче¬ 
ственные показатели. 

На фиг. 31 изображена амплитудно-фазовая характеристика, распо¬ 
ложенная в некотором интервале частот справа от мнимой оси на пло¬ 
скости КѴ7. 

Системы с такого рода амплитудно-фазовой характеристикой, вообще 
говоря, плохо воспроизводят управляющие воздействия и имеют значи¬ 
тельное время переходного процесса. Для улучшения динамических 
свойств системы необходимо ввести устройство, которое скорректиро¬ 
вало бы форму амплитудно-фазовой характеристики в интервале частот 
(ю ѵ о> 2 ), например, так, как это показано на фиг. 29, создав дополни¬ 
тельное отставание по фазе. 

Наконец, рассмотрим систему, имеющую амплитудно-фазовую харак¬ 
теристику, изображенную на фиг. 32 (кривая /). Предположим, что 
помимо обычных условий качества к системе предъявляется требование 
отсутствия установившейся ошибки при подаче на ее вход постоянной 
скорости. Для того чтобы достигнуть удовлетворения этого требования, 
необходимо сделать так, чтобы амплитудно-фазовая характеристика 
уходила в бесконечность при о> = 0 не вдоль отрицательного напра¬ 
вления мнимой оси, что имеет место в случае кривой / на фиг. 32, 
а вдоль отрицательного направления вещественной оси (кривая II на 
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фиг. 32). Этого можно достигнуть введением в систему интегрирующего 
звена. Однако после введения такого звена система, как мы видим, 
делается неустойчивой. Поэтому необходимо скорректировать ее форму, 
например, так, как это представлено на фиг. 32 в виде кривой III . 

Приведенные примеры наглядно иллюстрируют те простые сообра¬ 
жения, которыми следует руководствоваться, чтобы качественно опре¬ 
делить, каким образом следует скорректировать амплитудно-фазовую 
характеристику для обеспечения не только условия устойчивости, но 
и остальных требований, предъявляемых к системе. 

Остановимся теперь несколько подробнее на способах коррекции 
динамических свойств систем автоматического регулирования. 


3. СПОСОБ КОРРЕКЦИИ, ОСНОВАННЫЙ НА ПРЕОБРАЗОВАНИИ 
СИГНАЛА ОШИБКИ 

Способ коррекции, основанный на преобразовании сигнала ошибки 
в следящих системах или отклонения регулируемой величины в системах 
стабилизации, как это уже указывалось, заключается в том, что сигнал 
ошибки преобразуется при помощи тех или иных устройств, включаемых 
последовательно с объектом, в соответствии с некоторым функциональным 
соотношением, часто называется законом регулирования. 

В общем случае это функциональное преобразование можно пред¬ 
ставить в виде 

к 

ѵ(() = Ы(р)е(і)= 2 п,р 1 в(і), (201) 

і=-і 

где, как обычно, 

I і 

р~ 1 ъ(1) = 1 (Іі- ■ - 

о о 


и 


/ 


А со 


а к е ( і ) 
аі к ' 


Так, например, при 1=к = 2 выражение (201) сводится к виду 


іі і 

V (^) ::= А2_о ^ (ІІ ^ в (^) СІІ Т1—\ ^ 3 ( I ) (ІІ (^) -|- 


ае(*) . ЛЧ(І) 

+ + г- 


( 202 ) 


Таким образом, этот метод сводится к введению помимо сигнала з(^), 
пропорционального ошибке, сигналов, пропорциональных последующим 
производным и интегралам по времени от ошибки. 

Введение интегралов в закон регулирования приводит к появлению 
кратного полюса в начале координат у передаточной функции разо¬ 
мкнутой системы. Но мы видели (см. главу VI), что если передаточная 
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функция разомкнутой системы имеет при 5 = 0 полюс кратности ѵ, то 
установившаяся ошибка не зависит от (ѵ — 1) первых производных 
воздействия. 

Это означает, что когда воздействие представляет достаточно гладкую 
функцию, то введением некоторого количества интегралов в закон регу¬ 
лирования (если, конечно, система остается при этом устойчивой) можно 
добиться, чтобы ошибка е (і) по абсолютному значению была весьма 
малой. 

Введение в закон регулирования производных позволяет изменять 
распределение нулей и полюсов передаточной функции системы и, таким 
образом, обеспечивать ее устойчивость, а также требуемое поведение 
в переходном процессе. 

Преобразование Лапласа для уравнения (202) при нулевых начальных 
условиях имеет вид 

1 / (5)= -^- Е(3). (203) 


Выражение (203) показывает, что передаточная функция /Ѵ($) кор¬ 
ректирующего устройства, осуществляющего функциональное преобра¬ 
зование или закон регулирования уравнения (202), должна иметь сле¬ 
дующий вид: 


N(5) 


п_ 2 + П__ г 8 + Ло$2 + п 1 $ 3 + л 2 $ 4 

іа 


(204) 


Из сказанного ясно, что если бы практическое осуществление 
функциональных преобразований вида (201) было несложным, то 
проблема построения устойчивых и высококачественных систем авто¬ 
матического регулирования не представляла бы таких затруднений, 
которые имеются в действительности. 

Это можно пояснить также следующим образом. Передаточная 
функция системы на фиг. 27 в разомкнутом состоянии имеет вид 

КѴГ($) = К а \У а ( 5 ) К 2 И7 2 ( 5 ), (205) 


где через /С 2 ($) обозначена передаточная функция объекта, а через 

К а Ѵ7 а (з ) —передаточная функция последовательного корректирующего 
устройства. 

Если бы можно было осуществить любой закон регулирования вида 
(201), то передаточную функцию Ѵ7 а (з) всегда возможно было бы 
подобрать так, чтобы она была обратна передаточной функции объекта, т. е. 

гё- < 2об > 


Но при удовлетворении соотношения (206) передаточная функция 
КѴР(з) свелась бы к постоянной величине /С, и при достаточно больших 
значениях К можно было бы обеспечить малость ошибки при любых 
управляющих воздействиях (по крайней мере в линейном приближении), 
так как в данном случае мы имели бы 


Е(з) = 


0 ( 8 ) 

1 + К* 


( 207 ) 
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Однако на самом деле для введения каждого нового члена в закон 
регулирования необходим специальный, обычно сложный, прибор, со¬ 
здание которого представляет тем большие трудности, чем больше 
порядок производной или кратность интеграла. Выражение вида (202) 
в настоящее время является одним из наиболее сложных законов 
регулирования, встречающихся на практике. Обычно же в законе регули¬ 
рования содержится один или два и реже три члена. 

Из сказанного ясно, насколько важно с практической точки зрения 
уметь подбирать параметры п 1 закона регулирования так, чтобы при 
наименьшем их числе достигнуть наилучших результатов. Чем меньше 
это число, тем проще, дешевле и надежнее осуществление системы 
автоматического регулирования. Поэтому следует еще раз подчеркнуть, 
что удовлетворительным может считаться лишь тот метод синтеза системы 
автоматического регулирования, который указывает, каким образом 
можно добиться требуемой корректировки динамических свойств системы 
при наименьшем числе членов в законе регулирования. 

При введении производных в закон регулирования следует иметь 
в виду ряд связанных с этим практических трудностей помимо труд¬ 
ности создания необходимых специальных сложных приборов. 

Так, необходимо учитывать, что вследствие ограниченной мощности 
источников энергии, содержащихся в цепи регулирования, всегда можно 
указать такую максимальную скорость изменения, когда эффективность 
регулирования по производным теряется. Возьмем, например, следящую 
систему с исполнительным двигателем постоянного тока. Ясно, что 
никаким регулированием по производным нельзя достигнуть того, чтобы 
при внезапном изменении положения входной (задающей) оси выходная 
(следящая) ось мгновенно перешла в новое положение. Этого не может 
быть хотя бы вследствие ограниченности максимального ускорения 
и скорости нагруженного двигателя, имеющего ограниченную мощность. 

Наличие производных в законе регулирования при больших скоростях 
изменения воздействия может также привести к нежелательным механи¬ 
ческим или электрическим перенапряжениям в элементах цепи регули¬ 
рования. 

Большие затруднения для введения производных в закон регулиро¬ 
вания возникают в тех случаях, когда на полезный сигнал, подлежащий 
диференцированию, накладываются шумы или помехи. Вследствие большой 
скорости их изменения по сравнению с полезным сигналом сигнал на 
выходе диференцирующих устройств может оказаться зависящим в основ¬ 
ном от помех и создать насыщение или, как говорят, „забить" канал 
усиления сигнала. 

4. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ПАССИВНЫЕ КОРРЕКТИРУЮЩИЕ КОНТУРЫ 

Не останавливаясь здесь на описании различных устройств, приме¬ 
няемых в системах автоматического регулирования для диференцирования 
и интегрирования сигнала ошибки или отклонения регулируемой вели¬ 
чины, укажем лишь на способ преобразования сигнала ошибки при 
помощи пассивных электрических контуров, получивший благодаря 
Простоте своего технического осуществления широкое распространение. 
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Пассивный диференцирующий контур. Если бы кор¬ 
ректирующее устройство давало на своем выходе помимо сигнала, про¬ 
порционального ошибке, еще и сигнал, пропорциональный точной произ¬ 
водной от ошибки, его передаточная функция должна была бы иметь вид 

N ($) = П 0 + П г 8 = п 0 (1 + т$), (208) 

где 


Такого рода устройство, называемое диференцирующим звеном пер¬ 
вого порядка, имеет амплитудно-фазовую характеристику (см. главу VII) 

ІѴ (уа)) = п 0 ]/1 + х 2 о) V агсІ2 т<0 . (209) 

Очевидно, никакое пассивное устройство (т. е. устройство, не содер¬ 
жащее источников энергии) не может иметь амплитудно-фазовую харак¬ 
теристику вида (209), так как при беспредельном увеличении частоты 
гармонического воздействия конечной амплитуды на входе устройства 
с амплитудно-фазовой характеристикой (209) амплитуда сигнала на его 
выходе должна неограниченно возрастать, что невозможно. При помощи 
пассивного контура можно получить лишь такую передаточную функцию, 
в которой порядок числителя не превышает порядка знаменателя. 
В рассматриваемом случае такого рода передаточная функция будет 
иметь вид 

КЛаЮ-К* (2Ю) 

а выражением для соответствующей амплитудно-фазовой характеристики 
будет 

КЛ (/») = к, ‘ ,ша ‘ г *>. ( 211 ) 

Наличие в знаменателе выражения (210) при $=уа> члена, не зави¬ 
сящего от частоты, ограничивает амплитуду сигнала при нулевой частоте, 
а наличие в знаменателе члена 7уо), зависящего от частоты, ограничивает 
амплитуду сигнала при бесконечной частоте. 

При т >Г и о)>0 амплитудно-фазовая характеристика (211) 
представляет полуокружность //, расположенную в первом квадранте 
фиг. 33. 

Таким образом, мы видим, что как в устройстве с амплитудно¬ 
фазовой характеристикой вида (209), так и в устройстве с амплитудно¬ 
фазовой характеристикой вида (211) сигнал на выходе опережает по фазе 
сигнал на входе. Однако, в то время как в случае равенства (209) опере¬ 
жение по фазе стремится к 90°, а амплитуда сигнала на выходе неогра¬ 
ниченно возрастает при возрастании частоты, в случае уравнения (211) 
опережение по фазе ни при каких условиях не может превосходить 
некоторого значения, меньшего 90° (см. фиг. 33), а амплитуда сигнала на 
выходе непрерывно убывает. Очевидно, что устройство с амплитудно¬ 
фазовой характеристикой (211) позволяет сравнительно точно диферен- 
цировать лишь те низкие частоты, которым соответствуют точки полу¬ 
окружности //, мало уклоняющиеся от прямой / на фиг. 33, а. 
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На фиг. 33, б изображен пассивный электрический контур, имеющий 
передаточную функцию вида (210), причем в данном случае 

= ( 212 , 

К _ #2 

а Кі + К 2 ' 

Из уравнения (212) ясно, что чем меньше К а , тем в более широком 
интервале частот можно пренебречь в знаменателе членом, зависящим 



Фиг. 33. Активный и пассивный диференцирующие контуры. 

от частоты, и, следовательно, тем с большей точностью пассивный кон¬ 
тур производит диференцирование сигнала. Однако чем меньше тем 
сильнее ослабление сигнала, создаваемое пассивным электрическим кон¬ 
туром при низких частотах. Очевидно, что это ослабление сигнала 
должно быть скомпенсировано соответствующим усилением сигнала 
в какой-либо другой части схемы, если общий коэфициент усиления 
имеет заданное значение. 

Заметим, что при наличии помех во входном сигнале пассивный 
контур при правильном выборе параметров может обеспечить лучший 
эффект, чем схема точного диференцирования, стремящаяся усилить 
влияние составляющих высокой частоты, содержащихся в сигнале. 

На фиг. 33, в приведены логарифмические амплитудные характе¬ 
ристики, приближенно представленные в виде сопрягающихся прямых, 
соответствующие передаточным функциям (208) и (210). 
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Пассивный интегрирующий контур. Если бы корректи¬ 
рующее устройство давало на своем выходе помимо сигнала, пропор¬ 
ционального ошибке, еще и сигнал, пропорциональный точному интегралу 
от ошибки, его передаточная функция должна была бы иметь вид 

ЛЦа) = я 0 + ^-=*я в (і+^), (213) 


где 


Т 


”о 

п -\ 9 



Фиг. 34. Активный и пас¬ 
сивный интегрирующие 
контуры. 



и, следовательно, в этом случае выражение для амплитудно-фазовой 
характеристики 

N (» = «о У 1 + (т*) 2 аГС ‘ г ^ • (214) 

Амплитудно-фазовая характеристика (214) при ш > 0 представляет 
прямую АА, расположенную в четвертом квадранте (фиг. 34, а). 

Передаточная функция (213) может быть осуществлена лишь при 
помощи устройства, содержащего источник энергии, так как ей соот¬ 
ветствует бесконечная амплитуда при нулевой частоте. В случае 
пассивного контура знаменатель передаточной функции должен иметь 
член, не зависящий от частоты, т. е. 

К^ а (8) = К а 1±^, (215) 

и выражение для амплитудно-фазовой характеристики опять сводится 
к виду (211). 
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При т > 7 и о) > 0 амплитудно-фазовая характеристика (211) 
представляет полуокружность //, расположенную в четвертом квадранте 
(фиг. 34, а). 

Как в активном, так и в пассивном интегрирующем устройствах 
сигнал на выходе отстает по фазе относительно сигнала на входе. Однако 
в первом случае отставание по фазе при нулевой частоте равно 90°, 
а во втором —нулю. Очевидно, что устройство с передаточной функцией 
вида (215) позволяет точно интегрировать лишь те частоты, которым 
соответствуют точки полуокружности //, мало уклоняющиеся от прямой / 
на фиг. 34, а. 

На фиг. 34, б изображен пассивный электрический контур, имеющий 
передаточную функцию (215), причем в данном случае 

ГТ^г- < 2,6) 


где 


#1 + #2 . 

Яі ’ 


х = /? 1 С 1 . 


Из уравнения (216) ясно, что чем больше а, тем в более широком 
интервале частот можно пренебречь в знаменателе единицей по сравнению 
с (ости)) 2 и, следовательно, с тем большей точностью пассивный контур 
производит интегрирование сигнала. Однако чем больше а, тем сильнее 
ослабление сигнала при высоких частотах, так как 


Ііт 

00-+00 


ѴР а (/(!)) 


2_. 

а ’ 


логарифмическая амплитудная характеристика, соответствующая выра¬ 
жению (216), приведена на фиг. 34, в. 

Пассивный и н т е г р о-д и ф ер е н ци р у ю щи й контур. Рас¬ 
смотрим теперь случай, когда закон регулирования должен содержать 
как производную, так и интеграл от сигнала ошибки и передаточная 
функция корректирующего устройства при точном осуществлении закона 
регулирования должна иметь вид 

N ($) = + п 0 + п х 8. (217) 

Эффект, эквивалентный в некотором интервале частот эффекту 
активного корректирующего устройства с передаточной функцией вида 
(217), можно получить, например, при помощи сочетания пассив¬ 
ного диференцирующего и пассивного интегрирующего контуров, рас¬ 
смотренных ранее. Схема такого пассивного интегро-диференцирующего 
контура приведена на фиг. 35. Его передаточная функция имеет вид 

(1 + ті$) (1 + т 2 $) 

(1 + 7 » (1 + Т 2 8) 9 


^(0 


(218) 
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где 


(219) 


Ч — *» т 2 — 

_ 2С 1 С 2 ЯіКг _. 

[С а (Яі + Да) + СіДі] - /[С а (Ді + Я а ) + ^Яі] 2 - ^СаДіДа ’ 

2 С 1 С 2 Д 1 Д 2 

[С 2 (/?і + Я 2 ) + СіДі] + V [Сі (Ді + Я*) + СЛ1 2 — 4 СіС 2 /?іЯ 2 


Логарифмическая амплитудная характеристика, соответствующая 
передаточной функции (218), приведена на фиг. 35, б. Как мы видим, 
пассивное корректирующее устройство с передаточной функцией (218) 
при низких частотах ведет себя как пассивный интегрирующий контур, 
а при более высоких частотах — как пассивный диференцирующий 



Фиг. 35. Пассивный интегро-диференцирующий контур. 


контур. Следует заметить, что интегро-диференцирующий контур не 
вводит ослабления сигнала ни при и>—>0, ни при и)—>со. 

Нами были рассмотрены лишь три примера широко применяемых на 
практике пассивных корректирующих контуров. Нужно, однако, заметить, 
что число разновидностей таких контуров, встречающихся в различных 
схемах, весьма велико. 


5. КОРРЕКЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ ПРИ ПОМОЩИ 
ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ КОРРЕКТИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ 

Часто практически более удобным является метод коррекции динами¬ 
ческих свойств систем автоматического регулирования, основанный на 
применении параллельных, а не последовательных корректирующих 
устройств. 

Одно из существенных преимуществ параллельных корректирующих 
устройств заключается в том, что они позволяют уменьшить нежела¬ 
тельное влияние нестабильности и нелинейности характеристик отдельных 
элементов системы автоматического регулирования, например усилителей, 
электрических машин и т. д., на динамические свойства всей системы 
в целом. 

Рассмотрим влияние изменения параметров элемента системы с пере¬ 
даточной функцией \Ѵ ($) на его выход в том случае, когда этот элемент 
не охвачен обратной связью (фиг. 36, а), и в том случае, когда он 
охвачен обратной связью с включенным в нее параллельным корректи¬ 
рующим устройством с передаточной функцией 2(з) (фиг. 36, б ). 
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( 220 ) 


В случае схемы на фиг. 36, а имеем 

х 2 = \Ух 1 . 

Для того чтобы определить эффект изменений в ѴР на х 2 , найдем 
диференциал от обеих частей равенства (220), предполагая величину х х 
постоянной: 

йх г = х х Ш. (221) 

Разделив уравнение (221) на (220), получим 

ах 2 =^а\ѵ. ( 222 ) 

Уравнение (222) показывает, что изменения величины х 2 на выходе 
в случае схемы на фиг. 36, а прямо пропорциональны величине измене¬ 
ний в передаточной функции. 



б) 


Фиг. 36. Элемент системы ѴР: 

а — не охваченный обратной связью; б — охваченный обратной связью. 


Рассмотрим теперь схему с обратной связью на фиг. 36, б . В ней 
связь между 'Величиной на выходе х 2 и величиной на входе х х выра¬ 
жается соотношением 


„ _ \Ѵ 
Х 2~~1 + I Ѵ2 Хі 


(223) 


Найдем эффект изменений в на х 2 , 
менными. Имеем 


_ уу 

2 (і + и?2)2 


предполагая 2 и х х неиз- 
(224) 


Разделив уравнение (224) на (223), получим 
^ _ 1 „ 
ах ъ і + Ц72* IV Х2 ' 


(225) 


Выражение (225) показывает, что введение обратной связи позво¬ 
лило уменьшить эффект изменений передаточной функции на вели¬ 
чину х 2 в (1 ]Ѵ2) раз. Таким образом, если для интересующего нас 

интервала частот имеет место неравенство 

| ѴУ (уи>) 2. (уш) | » 1, (226) 


то изменения в передаточной функции ѴУ элементов системы, охвачен¬ 
ных обратной связью, не будут оказывать сколько-нибудь существен¬ 
ного влияния на работу системы. 
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Нужно, однако, подчеркнуть, что изменения в передаточной функции 
параллельного корректирующего устройства на фиг. 36, б существенно 
влияют на выходную величину. 

Действительно, диференцируя формулу (223) и считая при этом 
переменными лишь величины 2 и х 2 , найдем 

(227 > 

Из выражений (227) и (223) получим 

_ ш аг /оооч 

йх 2 ^ 2 (228) 

Если имеет место неравенство (226), то на основании равенства (228) 
приближенно можем написать: 

ах^-^-л ѵ (229) 


Уравнение (229) показывает, что изменения в передаточной функции 
параллельного корректирующего устройства вызывают приблизительно 

пропорциональные им изменения ве¬ 
личины на выходе. Следовательно, 
система на фиг. 36, б более чувстви¬ 
тельна к изменениям в цепи обрат¬ 
ной связи <2, чем в главной цепи ѴР. 

В качестве примера рассмотрим, 
каким образом введение параллель¬ 
ного корректирующего устройства 
позволяет устранить влияние неста¬ 
бильности характеристики демпфи¬ 
рующего момента электрического 
двигателя 1 (фиг. 37). Если восполь¬ 
зоваться тахомашиной 2 как парал¬ 
лельным корректирующим устройством и предположить, что переда¬ 
точная функция двигателя имеет вид 

кі 



Фиг. 37. Способ линеаризации демп¬ 
фирующего момента двигателя при 
помощи обратной связи: 

1 — двигатель; 2 — тахомашина; 3— усилитель; 
4 и 5 — обмотки возбуждения. 




' Л* + Ь$ ’ 


а передаточная функция тахомашины 

2 . ($) = А 2 

то передаточная функция У ($) схемы на фиг. 37 

ум- ИЧ*) - *1 

' ~~ 1 + Щ$) 2(з) ~ Л 2 + Ф + кхк 2 ) 8 


(230) 


Из равенства (230) ясно, что если 

» Ь, 

то эффект колебаний величины Ь будет незначительным и система будет 
вести себя как система с демпфирующим моментом, пропорциональ¬ 
ным к х к 2 и линейно зависящим от скорости. 

428 



Параллельные корректирующие устройства могут применяться не 
только для линеаризации тех или иных элементов системы автоматиче¬ 
ского регулирования, но и для изменения характеристик системы авто¬ 
матического регулирования в соответствии с требованиями устойчивости, 



Фиг. 38. Параллельные корректирующие устройства. 


качества и точности. Действительно, из уравнения (223) следует, 
что при удовлетворении неравенства (226) мы приближенно можем 
написать: 


\Ѵ _ 1 
1 і- Ш ~ г* 


(231) 


Выражение (231) показывает, что характеристика системы , со¬ 
стоящей из элементов , охваченных обратной связью с включенным 
в нее параллельным корректирующим устройством , имеющим пере¬ 
даточную функцию 2., в той области частот , в которой имеет ме¬ 
сто неравенство (226), целиком опре¬ 
деляется характеристиками парал¬ 
лельного корректирующего устрой¬ 
ства . Благодаря этому параллельные 
корректирующие устройства являются 
весьма удобным средством, позволяю¬ 
щим изменять вид характеристик си¬ 
стемы требуемым образом. 

Заметим, что к удовлетворению не¬ 
равенства (226) обычно стремятся лишь 
в некотором среднем интервале частот, 
особенно существенном для устойчивости и качества системы, при низ¬ 
ких же частотах соблюдение неравенства (226) и приближенного ра¬ 
венства (231) является невыгодным, так как это может привести к зна¬ 
чительному ухудшению статической точности системы и увеличению ее 
коэфициентов ошибок. 

В качестве примеров схемного осуществления параллельных коррек¬ 
тирующих устройств рассмотрим тахометрическую и мостиковую обрат¬ 
ные связи, обычно применяемые в следящих системах. 

На фиг. 38, а изображено параллельное корректирующее устрой¬ 
ство, состоящее из тахомашины ), механически связанной с валом 2 
исполнительного двигателя, и пассивного однозвенного НС -контура 3. 
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Фиг. 39. Мостиковая обратная 
связь. 


Передаточная функция этого устройства, очевидно, имеет вид 

кТ $ 2 
1 + 7Ѵ 

Иногда вместо однозвенного применяют двухзвенный і?С-контур 
(фиг. 38,<5). В этом случае передаточная функция корректирующего 
устройства имеет вид 

кз 2 

(1 + Т,8) (1 + 7**5) • 

Если применение тахометра нежелательно, то можно воспользоваться 
мостиковой обратной связью, изображенной на фиг. 39. Если мост 
сбалансирован, то напряжение на выходе пропорционально угловой ско¬ 
рости вращения двигателя, если же мост не сбалансирован, то угловой 
скорости и ускорению. 


6. ПРИМЕНЕНИЕ ОБРАТНЫХ СВЯЗЕЙ ДЛЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
ВХОДНОГО СИГНАЛА 

При помощи обратных связей можно получить различные законы 
преобразования входного сигнала. При этом можно воспользоваться 
одним из двух типов обратных связей: положительной с низким уси¬ 
лением или отрицательной с высоким усилением. 

В качестве примера применения обратной связи с низким усилением 
для получения требуемого закона преобразования входного сигнала пред¬ 
положим, что в общей формуле 

№ 

1 + V Ѵ2 

для передаточной функции схемы на фиг. 36, б 

Щ8) = 1 

и 

2 « | —гётг- (232) 


Минус в равенстве (232) указывает на то, что обратная связь взята 
не отрицательной, а положительной. Тогда 


_ У_ = _!_= 1 +А. 

1 + Ш 1 , 1 ^ 7Ѵ 

1 + пТі 


(233) 


и мы видим, что схема может служить для получения на выходе сиг¬ 
нала, пропорционального интегралу от входа. Следует заметить, что 
рассмотренная схема сама по себе неустойчива и может применяться 
лишь как элемент более сложной системы. 

Если 

ѴР(8) = к у 


где к — постоянная величина, немного меньшая единицы, то схема на 
фиг. 3 6,6 имеет такую же передаточную функцию, как пассивный инте¬ 
грирующий контур на фиг. 34, б. 
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Действительно, 

\Ѵ к _ к (Т8 + 1) 

1 + и/2 — к Т8+(\ —к) 

1 Т8+ 1 


Тз + 1 


1 — к 


1 — к 


5 + 1 


(234) 


Однако чаще применяется отрицательная обратная связь с высоким 
коэфициентом усиления, осуществляющая преобразование входного 
сигнала в соответствии с выражением, обратным выражению для пере¬ 
даточной функции параллельного корректирующего устройства. 

Так, например, если 

ЮЧ*) = *» і 

•и 

г ( 5 ) = ГГТІ ’ (235) 


то 


\Ѵ 


1 + \У2 


1 + 


Т8 


(236) 


Если же к недостаточно велико для того, чтобы неравенство 
удовлетворялось для всех частот, представляющих интерес, то 

]Ѵ _ к __ к(\ + Т8) 

1 + Ш ~ кТз ~ 1 + (к + 1) Т8 ’ 

1 + 1 + Т8 


(226) 

(237) 


и мы опять получаем схему, эквивалентную но своим свойствам пассив¬ 
ному интегрирующему контуру. 

Если 


г (8) 


і 

1 + 7$ 


(238) 


и имеет место неравенство (226), то мы получаем преобразование вход¬ 
ного сигнала, соответствующее диференцирующему звену первого 
порядка. 

Если усиление к недостаточно, то 


ѴГ _ к 
1+И72— к 

1 + тТ+\ 


1 + Т8 


1 + 


1 


1 + к 


Т8 


(239) 


и схема на фиг. 36, б , оказывается эквивалентной пассивному диферен¬ 
цирующему контуру на фиг. 33, б. 

Если в цепь обратной связи включить электрический контур на 
фиг. 40, имеющий передаточную функцию 

(1 +Г 1 «) 2 (1 + Т 2 8)* ( 24 °) 


то при достаточно больших к схема на фиг. 36, б будет давать на выходе 
сигнал, пропорциональный не только входной величине, но и ее инте¬ 
гралу и производной, так как 


_Д__ 1 + (7і+ Т 2 )8 + Га7Ѵ2 _ 1 (Т л + Тъ 

2 (5) Т 2 а Т г 8 “г \ Т г 


+ 7>. (241) 
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Другая полезная схема для получения требуемого закона преобра¬ 
зования входного сигнала изображена на фиг. 41. 

В ней сигнал с выхода параллельного корректирующего устрой¬ 
ства 2 сравнивается не только с величиной на входе, но и с величиной 
на выходе ]У. Передаточная функция схемы на фиг. 41 имеет вид 




]Ѵ 


Ѵ7Ъ 


—ѴѴѴѴ- 

— Ін_ 

_ і іоу — 


г 1 

? 2 поэтому при 


1 + ІѴ2 1+Ш* 


Фиг. 40. Пассивный электрический 
контур, имеющий передаточную 
функцию: 

( ) (і + ад (і + 7Ѵ) • 
где 7*1 = — СіКі I 7*і — Оі/?і» 


например, если 

г (з) 


і 


1 + Т8 


(242) 


(243) 


то схема на фиг. 41 осуществляет диференцирование входного сигнала, 
так как в этом случае согласно уравнению (243) 

Ѵ(*) = П, 


если же 


2(8) = 


Тз 

1 + Т8 9 


то схема на фиг. 41 осуществляет инте¬ 
грирование входного сигнала, так как 
в этом случае согласно уравнению (243) 




і_ 


г 


и 

шя 

і 

1 

г 


+ ф *2 


Фиг. 41. Схема для получения тре¬ 
буемого закона преобразования 
сигнала. 


Местные обратные связи широко 
применяются также для усиления мощ¬ 
ности входного сигнала, а также для 
того, чтобы преобразовать входную 

величину, имеющую одну физическую природу, в выходную, имеющую 
совсем другую физическую природу, например механическое переме¬ 
щение — в давление пара и т. д. 


7. СРАВНЕНИЕ СПОСОБОВ КОРРЕКЦИИ ПРИ ПОМОЩИ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ И ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ 
КОРРЕКТИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ 

Преимущество последовательных корректирующих устройств заклю¬ 
чается в том, что они часто могут быть осуществлены в виде простых 
пассивных /?С-конгуров. 

Их основные недостатки можно охарактеризовать следующим обра¬ 
зом. Эффективность их действия может быть существенно уменьшена 
непостоянством параметров и характеристик остальных элементов системы. 

432 



Поэтому при их применении к стабильности характеристик элементов 
предъявляются обычно повышенные требования. 

Интегрирующие (создающие отставание по фазе) і?С-контуры, вклю¬ 
чаемые последовательно, обычно содержат более громоздкие конденса¬ 
торы, чем контуры в цепи обратной связи. 

Диференцирующие (создающие опережение по фазе) і?С-контуры 
очень чувствительны к помехам. 

Преимущества параллельных корректирующих устройств заключаются 
в следующем. 

1. Они уменьшают зависимость динамических свойств системы от 
изменений параметров и характеристик входящих в ее состав элемен¬ 
тов. Поэтому требования к элементам могут быть менее жесткими, чем 
при применении последовательных корректирующих устройств. 

2. В элементах системы автоматического регулирования, близких к ее 
выходу, развивается значительная мощность. Поэтому питание парал¬ 
лельного корректирующего устройства даже в том случае, если оно 
потребляет значительное количество энергии, не представляет затруднений. 

3. Системы, содержащие параллельные корректирующие устройства, 
менее подвержены влиянию помех, часто содержащихся в сигнале 
ошибки, чем системы с последовательными корректирующими устрой¬ 
ствами. Это объясняется тем, что элементы системы, включенные перед 
их входом, играют роль фильтров низких частот. 

Недостатком параллельных корректирующих устройств является то, 
что они часто состоят из дорогих или громоздких элементов, какими 
являются, например, тахомашины или стабилизирующие трансформаторы. 

В небольших следящих системах величина тахомашины может быть 
сравнимой с величиной двигателя. 

Иногда значительные трудности связаны с выполнением требования, 
чтобы обратная связь не нагружала предварительные каскады усиления. 

В случае применения параллельных корректирующих устройств 
обычно требуются весьма высокие коэфициенты усиления. 


8. КОМБИНИРОВАННЫЕ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 
ОСНОВАННЫЕ НА СОЧЕТАНИИ ПРИНЦИПОВ ЗАМКНУТОГО 
И РАЗОМКНУТОГО ЦИКЛОВ 

В главе II мы уже видели, что автоматическое управление по прин¬ 
ципу разомкнутого цикла обычно не может обеспечить требуемой точ¬ 
ности. Однако сочетание принципов разомкнутого и замкнутого циклов 
может привести к созданию весьма совершенных систем. Система разо¬ 
мкнутого цикла действует как сравнительно грубая система, основная 
задача которой состоит в том, чтобы обеспечить получение на выходе 
требуемой мощности, система же замкнутого цикла, включаемая парал¬ 
лельно системе разомкнутого цикла (фиг. 42), действует как своего 
рода верньер, выбирающий остающуюся ошибку и, таким образом, 
обеспечивающий требуемую точность. 

Сочетание обоих принципов позволяет существенно увеличить диапазон 
плавной работы и точность следящих систем, что можно подтвердить 
при помощи следующих рассуждений. Предположим, что мы хотим 
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обеспечить плавную работу системы в очень широком.диапазоне скоро¬ 
стей. Для того чтобы достигнуть этого, мы можем возложить на систему 
разомкнутого цикла задачу поддержания скорости, приблизительно 
равной требуемой. При этом система замкнутого цикла будет служить 
для того, чтобы вводить небольшие поправки в работу системы разо¬ 
мкнутого цикла, несущей на себе основную нагрузку. 

Таким способом максимальная скорость системы замкнутого цикла, 
а следовательно, и ее максимальная мощность, может быть взята, ска¬ 
жем, в 10 раз меньшей, чем в том 
случае, когда нет системы разомкну¬ 
того цикла. Поэтому, если система 
замкнутого цикла имеет всего лишь 
такой же диапазон рабочих скоро¬ 
стей, как и система разомкнутого 
цикла, то она может быть присоеди¬ 
нена к нагрузке через редуктор 
с коэфициентом передачи 10:1, что 
приведет к расширению диапазона 
рабочих скоростей всей системы в целом в 10 раз. В комбинированной 
системе система замкнутого цикла все время корректирует выход и, кроме 
того, воспринимает на себя всю нагрузку при очень низких скоростях, 
когда система разомкнутого цикла останавливается. 

Преимущества рассмотренной комбинированной системы сводятся не 
только к увеличению диапазона рабочих скоростей, но и к тому, что 



— 


у - 


Фиг. 42. Комбинированная система. 


она оказывается более простой и дешевой, чем система замкнутого 
цикла, удовлетворяющая тем же требованиям. 

В качестве примера рассмотрим схему, изображенную на фиг. 43. 

Она состоит из мощного двигателя /, управляемого по схеме разо¬ 
мкнутого цикла электромашинным усилителем 2, и из системы замкну¬ 
того цикла, управляющей двигателем 3 значительно меньшей мощности 
и поэтому значительно более быстродействующей. 

10 оборотов двигателя 3 в системе замкнутого цикла соответствуют 
одному обороту двигателя /, приведенного к нагрузке. Предположим, 
что более мощный двигатель 1 имеет диапазон скоростей 50:1. Диа¬ 
пазон скоростей замкнутой системы может быть сделан равным, ска¬ 
жем, 500:1. Таким образом, система замкнутого цикла будет уменьшать 
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установившуюся ошибку системы разомкнутого цикла в 500 раз, и, сле¬ 
довательно, общий диапазон скоростей всей системы будет равен 5000 :1, 
Кроме того, рассмотренная комбинированная система, состоящая из 
мощной системы разомкнутого цикла и маломощной замкнутой системы, 
будет, конечно, проще и дешевле, чем полностью замкнутая система 
равной ей мощности, даже в том случае, если диапазон регулируемых 
скоростей будет равен не 5000:1, а всего лишь 500:1. 

Способ построения комбинированных систем, при котором система 
разомкнутого цикла и система замкнутого цикла соединяются парал¬ 
лельно друг с другом (фиг. 42), оказывается весьма полезным во всех 
тех случаях, когда закон изменения во времени управляющего воздей¬ 
ствия известен хотя бы приближенно. При этом система разомкнутого 
цикла может быть осуществлена в 
виде простого программного меха¬ 
низма. 

Можно, однако, указать на дру¬ 
гой принцип построения комбиниро¬ 
ванных систем, при котором осуще¬ 
ствляется последовательное соединение систем, работающих по принципу 
разомкнутого и замкнутого циклов. Использование этого принципа осо¬ 
бенно целесообразно в тех случаях, когда желательно не вводить ника¬ 
ких схемных или конструктивных изменений в систему замкнутого цикла 
и когда закон изменения управляющего воздействия не может быть пре¬ 
дугадан, но известна передаточная функция системы замкнутого цикла. 

В этом случае передаточная функция внешнего корректирующего 
устройства, включаемого последовательно с системой замкнутого цикла 
перед ее чувствительным элементом (фиг. 44), выбирается таким обра¬ 
зом, чтобы она была обратна передаточной функции Ф (уЪ) системы 
замкнутого цикла. В результате передаточная функция У (/о>) всей 
системы в целом в некотором интервале значений а) приближенно опре¬ 
деляется некоторым постоянным числом, так как 

фзд фу " )=ь 

и мы получаем систему, приближенно удовлетворяющую в некотором 
интервале значений а) условиям идеального воспроизведения. 


> 

1 ^ 

1__ 

г 

Г 






Фиг. 44. Комбинированная система. 
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ГЛАВА XVII 

СИНТЕЗ КОРРЕКТИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В предыдущей главе были вкратце рассмотрены основные методы 
коррекции динамических свойств систем автоматического регулирования. 
Эти методы, как мы видели, связаны обычно с применением последо¬ 
вательных и параллельных корректирующих устройств, характеризуемых 
некоторыми передаточными функциями. Задача настоящей главы состоит 
в изложении метода определения передаточных функций корректирую¬ 
щих устройств, обеспечивающих придание системе требуемых динамиче¬ 
ских свойств. 

Нужно заметить, что эта задача является лишь частью общей задачи 
синтеза систем автоматического регулирования, сформулированной в пре¬ 
дыдущей главе. Проектирование системы автоматического регулирования 
может, например, состоять из следующих этапов: 

1) анализа свойств, определения статических и динамических харак¬ 
теристик объекта регулирования, формулировки и обоснования требо¬ 
ваний, которым должна удовлетворять система автоматического регули¬ 
рования в целом; 

2) выбора структурной схемы, способа технического осуществления 
и некоторых параметров и характеристик элементов системы автомати¬ 
ческого регулирования, при котором можно ожидать удовлетворения 
предъявлявляемых к системе требований; 

3) определения передаточных функций и характеристик корректи¬ 
рующих устройств, которые должны входить в систему для придания 
ей требуемых динамических свойств при применении возможно более 
простых технических средств; 

4) выбора схемы, способа технического осуществления и параметров 
корректирующих устройств; 

5) анализа всей полученной схемы автоматического регулирования 
в целом, имеющего целью подтвердить расчетным или тем или иным 
экспериментальным путем, что система удовлетворяет предъявленным к 
ней требованиям. 

Нужно, однако, подчеркнуть, что вследствие сложности многих совре¬ 
менных систем автоматического регулирования, являющихся динамиче¬ 
скими системами со многими степенями свободы, содержащими не только 
постоянные, но и нелинейные, переменные во времени, а часто и рас- 
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пределенные параметры, в большинстве случаев нельзя ожидать высокой 
точности от результатов, полученных расчетным путем. 

Теоретический анализ и расчет обычно могут лишь облегчить выбор 
рациональной схемы системы автоматического регулирования в целом, 
а также схемы и ориентировочных значений параметров корректирующих 
устройств, входящих в ее состав, окончательно же значения этих пара¬ 
метров обычно устанавливаются в результате последующей наладки и 
настройки системы в реальных условиях ее работы. В связи со сказан¬ 
ным следует также подчеркнуть значение различного рода моделиру¬ 
ющих и счетно-решающих устройств, которые существенно облегчают раз¬ 
работку и проектирование новых систем автоматического регулирования. 

Из всего изложенного ясно, что мы не можем здесь ставить перед 
собой невыполнимую задачу изложения общего метода синтеза систем 
автоматического регулирования, который давал бы ответ на все поста¬ 
вленные выше вопросы вне зависимости от специфики, условий работы 
и области применения систем автоматического регулирования. Поэтому 
мы ограничимся лишь изложением способа определения передаточных 
функций и параметров корректирующих устройств, которые должны 
быть введены в систему автоматического регулирования для того, чтобы 
придать ей требуемые динамические свойства. 

Другими словами, мы изложим в дальнейшем метод синтеза не систем 
автоматического регулирования в целом, а лишь корректирующих 
устройств, входящих в их состав. Методы синтеза в теории регулиро¬ 
вания еще недостаточно разработаны. Некоторые попытки, имевшиеся 
в этом направлении (см., например, [1]), не привели к желаемым резуль¬ 
татам. В значительной мере это объясняется тем, что не учитывались 
особенности постановки задачи синтеза в теории регулирования. 

Эти особенности заключаются в следующем [5]. 

1. Всякая система автоматического регулирования содержит объект 
регулирования и элементы со сравнительно трудно изменяемыми пара¬ 
метрами и характеристиками и элементы с легко изменяемыми параме¬ 
трами и характеристиками, вводимыми в систему для придания ей тре¬ 
буемых динамических свойств. Поэтому первое требование ко всякому 
методу синтеза корректирующих устройств заключается в том, чтобы 
учитывались динамические свойства объекта или не подлежащей изме¬ 
нению части системы, накладывающие определенные ограничения и 
существенно влияющие на динамические свойства всей системы в целом. 

2. Требования, или, как их иногда называют [2], условия качества, 
обычно определяют лишь верхние допустимые границы для таких пока¬ 
зателей качества, как, например, время переходного процесса, величина 
перерегулирования и т. д. Другими словами, они определяют лишь область 
допустимых значений регулируемой величины [2], но не определяют 
однозначно вид переходного процесса, который должен протекать 
в системе при том или ином приложенном к ней воздействии. Поэтому 
метод синтеза должен исходить из стремления получить требуемое каче¬ 
ство регулирования, определяемое областью допустимых значений регу¬ 
лируемой величины, а не какой-либо фиксированной кривой, так как 
в последнем случае мы будем стремиться получить от системы значи¬ 
тельно больше, чем необходимо. Это не противоречит тому, что при 
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синтезе очень удобно и важно установить оптимальные условия проте¬ 
кания переходного процесса с тем, чтобы знать, какое сочетание пара¬ 
метров выбранных корректирующих устройств при прочих равных усло¬ 
виях является наиболее благоприятным. 

3. Решение задачи синтеза не является однозначным, так как одни 
и те же требования, предъявляемые к системе, можно удовлетворить 
при помощи самых различных корректирующих устройств. Поэтому 
метод синтеза должен давать возможность определять характеристики, 
схему и параметры не любого корректирующего устройства, лишь бы 
оно обеспечивало удовлетворение заданных требований, а такого, кото¬ 
рое при рассматриваемых условиях являлось бы возможно более просто 
технически осуществимым. 

Ниже излагается метод синтеза корректирующих устройств, учиты¬ 
вающий все перечисленные выше особенности. 


1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В дальнейшем мы будем предполагать, что структурная схема системы 
автоматического регулирования нам задана и может быть сведена к виду, 
графически изображенному на фиг. 45, т. е. что она состоит из сле¬ 
дующих основных частей: 

а) объекта или неиз¬ 
меняемой части, состоя¬ 
щих из двух последова¬ 
тельно соединенных ча¬ 
стей, с передаточными 
функциями АГ 2 ^2 (/со) и 

б) последовательно¬ 

го корректирующего ус¬ 
тройства с передаточной функцией о); 

в) параллельного корректирующего устройства с передаточной функ¬ 
цией К 2 Ё(і и>), шунтирующего звенья объекта, имеющие передаточную 
функцию К^\Ѵг. (/и)), 

Таким образом, передаточная функция АГІР'С/ш) всей системы, разо¬ 
мкнутой в месте измерения ошибки, имеет вид 


д(0 С(і) 


КМ г 




шэ 



КяУя 


х(і) 


х(і) 


Фиг. 45. Структурная схема автоматического 
регулирования. 


КШ (» = К а Ш, (У®) 


/С \Ѵ^ (_/о>) 

и<0) ТТкЖ/^ЩЩн' 


(244) 


Мы предположим, что передаточные функции /( 2^2 (/со), (Л 0 ) 

нам заданы в виде аналитических выражений или соответствующих им 
частотных характеристик. 

Наша задача заключается в определении вида передаточных функций 
К г Е(і ш) последовательного и параллельного корректирующих 
устройств, включая численные значения входящих в эти функции пара¬ 
метров, чтобы система обладала требуемыми показателями качества. 

В качестве таких показателей мы будем, например, рассматривать: 

1) порядок астатизма системы; 

2) величину перерегулирования о°/ 0 , вызываемого ступенчатым упра¬ 
вляющим воздействием; 
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3) время переходного процесса Г, вызываемого ступенчатым упра¬ 
вляющим воздействием; 

4) максимальное ускорение -а> тах , с которым изменяется регулируемая 
величина при заданном ступенчатом управляющем воздействии; 

5) первый коэфициент ошибки С х \ 

6) второй коэфициент ошибки С 2 ; 

7) запас устойчивости по фазе у. 

Очевидно, что при синтезе можно интересоваться лишь некоторыми 
из перечисленных показателей качества, а не обязательно всеми ими 
одновременно. 

Первым вариантом постановки задачи синтеза назовем условно 
случай, когда при заданном порядке астатизма нас интересуют следующие 
показатели качества: 

1) величина перерегулирования а °/ 0 ; 

2) время переходного процесса Т\ 

3) максимальное ускорение 'ш тах . 

Вторым вариантом постановки задачи синтеза назовем условно 
случай, когда при заданном порядке астатизма нас интересуют следую¬ 
щие показатели качества: 

1) первый коэфициент ошибки С х \ 

2) второй коэфициент ошибки С 2 ; 

3) запас устойчивости по фазе у. 

Первый вариант обычно имеет интерес в тех случаях, когда в каче¬ 
стве типового воздействия рассматривается ступенчатое управляющее 
воздействие. 

В случае следящих систем это соответствует режиму начального 
рассогласования, а в случае систем автоматической стабилизации — 
режиму перенастройки системы на новое значение регулируемой величины. 

Заметим, что хотя режим перенастройки кажется несколько искус¬ 
ственным, не соответствующим реальным режимам работы систем авто¬ 
матической стабилизации, однако его часто вводят в рассмотрение при 
расчетах. Это объясняется тем, что режим перенастройки обычно счи¬ 
тается наиболее тяжелым режимом. Поэтому если система имеет при¬ 
емлемые показатели качества в режиме перенастройки, то имеются все 
основания считать, что система будет обладать еще лучшими показателями 
качества в переходном процессе, вызываемом ступенчатым возмущающим 
(а не управляющим) воздействием. 

Второй вариант постановки задачи синтеза обычно имеет интерес для 
следящих систем и систем программного регулирования, когда типовым 
управляющим воздействием служит плавно изменяющееся воздействие, на¬ 
пример в виде постоянной скорости, постоянного ускорения, арктангенса 
и т. д. 

2. ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ И ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ОПТИМАЛЬНОГО ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА 

Выше нами уже указывалось, что при синтезе существенный интерес 
представляет определение оптимальных условий работы системы, т. е. 
условий, при которых обеспечиваются наилучшие возможные при при¬ 
нятых ограничениях показатели качества системы. 
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Если нам известны оптимальные характеристики* то даже при невоз¬ 
можности их точного осуществления они оказываются практически 
полезными, так как указывают, к какой форме характеристик следует 
стремиться при введении в систему корректирующих устройств. Поэтому 
мы прежде всего приведем способ нахождения оптимальной передаточной 
функции и соответствующих ей частотных характеристик, исходящий 
из следующего определения условий оптимума. 

Назовем переходный процесс, вызванный ступенчатым воздействием, 
оптимальным, если он является монотонным и время переходного про- 


л(і) 



Фиг. 46. Оптимальный переходный 
процесс. 


цесса имеет минимальное возможное 
значение Т т1п , совместимое с огра¬ 
ничением, наложенным на значение 
ускорения регулируемой величины. 

В главе XXXI излагается метод 
нахождения нелинейных обратных 
связей, обеспечивающих точное или 
приближенное осуществление сформу¬ 
лированных выше условий оптимума, 
мы же применим его здесь, оста¬ 
ваясь в пределах линейных предста¬ 
влений 1 [6]. 

Найдем прежде всего аналитиче¬ 
ское выражение для переходного 
процесса, определенного выше. В 
течение периода разгона 0 < 1 < 

< -гг 1 (фиг. 46), когда ускорение 
сі 2 х 

42)= ^ сохраняет максимальное 


возможное значение *гс; тах , переходный процесс определяется выражением 


х(() = ±ѵ> тах (*; 

х(і) = 0; ^<0. 


Но нас интересует выражение для переходного процесса не только 
для периода разгона, но и для всех значений і , включая период замед¬ 
ления: 

^ тіп / <Г т 

2 ^ 1 ^ 1 тіп* 

Легко видеть, что такого рода процесс может быть составлен из 
трех парабол (фиг. 47), первая из которых определяется выраже¬ 
нием (245), но уже не только для периода разгона, а для всех і > 0, 

т 1п 

вторая сдвинута вправо на и имеет постоянную по величине вторую 

і Излагаемый ниже способ определения оптимальных передаточных функций 
и частотных характеристик применим, если ограничены не только вторая, но и 
другие производные от регулируемой величины. 
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производную, равную (— 2іѵ тах ) , и, наконец, третья сдвинута вправо 
ца Т т]п и имеет значение второй производной, равное ^> тах . 

Итак, выражение для оптимального переходного процесса х ор1 (() 
можно представить в виде 

(о=4 *°™ іЧ (/) - ('- ^) 2 1 (*- І Т-) + 

+ ^™ тах Ѵ-Т т1п ) 2 Н(-Т т1п ), (246) 

где через 1(0. 1 (* — Т’шіп) обозначены единичные сту¬ 

пенчатые функции. 

Заметим, что 

\ітх орі (() = х ор1 (со) = 

І-+оо 

=т»™ р ш»- < 247 > 

Величину в правой части урав¬ 
нения (247) мы условимся обозна¬ 
чать в дальнейшем через § 0 , Т. е. 

^0 = 7 « , тах 7 'шІп. (248) 

Очевидно, что выражение (248) 
характеризует величину ступенча¬ 
того управляющего воздействия, 
которое нужно приложить к аста¬ 
тической системе с оптимальными характеристиками для того, чтобы 
получить переходный процесс вида (246). 

Действительно, так как уравнение ошибки имеет вид 

е (0=^(0 — -с (О 

и так как в случае астатических систем 

Ііт е (і) = О, 


хіі) 



Фиг. 47. Представление оптимального 
переходного процесса в виде трех 
парабол. 


то при рассматриваемых нами условиях 

1ІШ § (0 = Ііт Х ор1 (0 = Т «'шах 7 'шт. 

Из сказанного ясно, что время оптимального переходного про 
цесса Г т1п при заданном максимальном ускорении тг/ тах зависит от вели 
чины приложенного ступенчатого воздействия §* 0 и определяется соот 
ношением 

г - 2 ~ 

тІп ~Г^^°‘ 


( 249 ) 
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Найдем оптимальную передаточную функцию Ф орі (8), соответствую^ 
щую переходному процессу (246), в предположении, что он вызван 
управляющим ступенчатым воздействием, имеющим величину, определя¬ 
емую выражением (248) и приложенным в момент времени *=0. 

Очевидно, что 

Т ^шах^шіп 

I Іх орі (01 = Фор* (*) -- і -• (250) 


Но, применяя к обеим частям равенства (246) преобразование Лапласа, 
мы можем также написать: 


I \х орі (г)1 =: ™ тах - 2т - ч^ 


+ Мтахе тіп 
53 


и, следовательно, 


Ф**(*) = 


4 \-2е 


ШІП 0 

2 _і_ „""^пііп 5 


+ е 


ШІП 


$2 


Заметим, что мы должны иметь 


Пт Фор*( 8 ) = 1 - 


з -+0 


(251) 

(252) 


Выполнение равенства (252) можно проверить, продиференцировав 
дважды числитель и знаменатель выражения (251) по 5 (для раскрытия 
неопределенности при 5 = 0) и положив затем 5 = 0. 

Положив в уравнении (251) 5 =/о> и отделяя вещественную часть 
от мнимой, получим следующие выражения для оптимальных веществен¬ 
ной и мнимой частотных характеристик: 


1—2 С05 


Т пНп 


Р орі ( ш ) : 


' + 005 Т т іп<0 


Г 2 

1 тіп 


— 0)2 


* 


(253) 


^ор^(. ІО ) : 


2 зіп о, 


Т 2 

1 тіп 


зіп Т щіп 10 ^ 


— 0)2 


Подставляя уравнение (251) в известную формулу 


К \Ѵ(8): 


Ф(5) 


1 - Ф (5) 


устанавливающую связь между передаточными функциями Ф (5) и КѴР(з) 
системы соответственно в замкнутом и разомкнутом состоянии (см. 
главу VI), найдем оптимальную передаточную функцию КѴ7 орі {з) разо¬ 
мкнутой системы; т 

. I 1 ШІП в \ 

-4-Ѵ-Эе 2 +е -ГтІп Ѵ 


КЖ ор( (з) = - 


тіп 


52- 


гр2 

1 тіп 


1 тіп 


(254) 


\1-2е 


3 + е 
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Формула (254) может служить для определения оптимальных лога¬ 
рифмической амплитудной Ь орі { «>) и фазовой Ѳ 0/7 ,(о>) частотных харак¬ 
теристик разомкнутой системы: 


Ь ор і («>) = 20 1^1/С ѵг ш С/ш> |; 

° О р/( и) ) = аг е^ й7 0'«>)- 


(255) 


Найдем формулу, определяющую частоту среза ы сор( для оптималь¬ 
ной логарифмической амплитудной характеристики. 

Напомним, что частотой среза 
называется угловая частота о> г , 
при которой имеет место равенство 


дб 


^ ((*)) = о, 


(256) 


но выражение (256) эквивалентно 
[см. главу XVI, уравнение (68)] 
равенству 

Р (со) = 0,5, (257) 

поэтому, воспользовавшись урав¬ 
нением (253), получим следующее 
трансцендентное уравнение для 
определения частоты среза ы сорі \ 

У + С05 Г тІп О), — 


— 2 С05 1 = 0. 


20 


Ю 


-10 


-20 


В 



■ 



■ 



ш 



МП 

®орі 


■ж 


V 


(258) 


Фиг. 48. Оптимальные логарифмиче¬ 
ские амплитудная и фазовая частотные 
характеристики. 


Решение этого уравнения имеет вид 

= (259) 
1 ШІП 

Итак, если нам удалось реализовать систему, имеющую передаточные 
функции (251) и (254) или частотные характеристики (253), то такого 
рода система будет обеспечивать оптимальные условия протекания пере¬ 
ходного процесса при единичном управляющем воздействии. 

Заметим, что полученные выражения для Ф 0Р {(§) и КѴР орі (з) являются 
трансцендентными функциями от 5. 

Это означает, что принятая нами форма оптимального переходного 
процесса, определяемого уравнением (245), не может быть точно реа¬ 
лизована в случае линейной системы автоматического регулирования с 
сосредоточенными параметрами. 

Однако это не исключает возможности осуществления линейных 
систем с сосредоточенными параметрами, имеющих передаточные и пере¬ 
ходные функции, достаточно близкие к оптимальным. 

На фиг. 48 изображены оптимальные логарифмическая амплитуд- 
ная Ь оРІ (ы) и фазовая Ѳ 0/7/ (о>) частотные характеристики. 
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Наклон оптимальной логарифмической амплитудной характеристики 


при относительных 


частотах —, меньших 4, близок к (—20 дб\дек). 


При относительных частотах ^ , больших 4, наклон резко возра¬ 
стает (по абсолютной величине). 

Выше мы видели, каким образом могут быть определены оптимальные 
частотные характеристики в случае, когда нас интересует поведение 
системы под влиянием управляющего воздействия. Изложенный способ 
может быть применен и тогда, когда интерес представляет поведение 
системы под влиянием возмущающего воздействия. В этом случае выра¬ 
жение для передаточной функции замкнутой системы К(^) попрежнему 
будет иметь вид (251), т. е. 

А ( — ^ т1п 5 \ 

^(5) = -= 2 —Г X 1 — 2е 2 +е~ г тіп*/, (260) 


но оптимальная передаточная функция К\Ѵ орі (з) разомкнутой системы 
будет определяться (см. главу VI) уже не формулой (254), а выра¬ 
жением 


КШ 0РІ {3) = 


Ѵ(в)-У ор і(з) 


У орі ($) 


(261) 


где V (^) — передаточная фукция системы автоматического регулирования 
при отключенной главной обратной связи. 

В заключение заметим, что, располагая оптимальными характеристи¬ 
ками всей системы, очевидно, уже не сложно найти, пользуясь, скажем, 
методами, изложенными в главе XVI, частотные характеристики кор¬ 
ректирующих устройств, обеспечивающих приближение к оптимальным 
частотным характеристикам с требуемой степенью точности. Однако на 
практике осуществление условий, близких к оптимуму, часто может быть 
нецелесообразным вследствие технической сложности осуществления не¬ 
обходимых для этого корректирующих устройств. 

В этом случае знания оптимальных частотных характеристик уже 
недостаточно для решения задачи синтеза корректирующих устройств, 
так как необходимо уметь быстро определять, каковы отклонения от 
условий оптимума при тех или иных отклонениях реально осуществимых 
характеристик от оптимальных, и не превосходят ли эти отклонения 
допустимых для них пределов. 

Решение этого вопроса удобно производить при помощи понятия 
о желаемой логарифмической амплитудной характеристике, рассматри¬ 
ваемого ниже, и специальных приводимых ниже номограмм, позволяющих 
быстро определять показатели качества, соответствующие выбранной 
желаемой логарифмической амплитудной характеристике. 

При использовании оптимальных частотных характеристик необхо¬ 
димо иметь в виду следующее. Минимальное время Г тІп , соответствую¬ 
щее оптимальному переходному процессу, зависит, как это ясно из 
уравнения (248), от величины управляющего воздействия §* 0 (или началь¬ 
ного рассогласования). Поэтому оптимальная частота среза должна 
определяться для ступенчатого управляющего воздействия, равного не 
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единице, как это обычно делается для простоты, когда не учитывается 
ограниченность второй производной величины на выходе, а значению, 
выбираемому на основании рассмотрения конкретных интересующих нас 
условий работы системы. Так, например, им может служить наибольшее 
начальное рассогласование, при котором еще возможно линейное рас¬ 
смотрение системы. 


3. ЖЕЛАЕМАЯ ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ АМПЛИТУДНАЯ 
ХАРАКТЕРИСТИКА [5] 


Реализация оптимальных частотных характеристик, способ опреде¬ 
ления которых был изложен выше, может быть связана со значитель¬ 
ными техническими трудностями. Кроме того, она часто и не является 
необходимой, поскольку далеко не всегда обязательно иметь монотонные 
переходные процессы и обычно можно удовлетвориться временем пере¬ 
ходного процесса, значительно большим, чем Г тІп . Наконец, условия, 
принятые выше за оптимальные, могут находиться в противоречии с дру¬ 
гими требованиями, предъявляемыми к системе. 

Эти требования могут быть, например, связаны с величиной ошибок 
в установившемся состоянии при том или ином воздействии. Поэтому 
важно уметь быстро находить характеристики, обеспечивающие разум¬ 
ный компромисс между условиями оптимума и другими, часто противоре¬ 
чивыми, требованиями, подлежащими учету при решении задачи синтеза. 

Такого рода компромиссными характеристиками могут служить так 
называемые желаемые логарифмические амплитудная и фазовая частотные 
характеристики, а в случае минимально-фазовых систем — лишь одна 
из них, например лдгарифмическая амплитудная частотная характеристика. 

Выбор и построение желаемой логарифмической амплитудной харак¬ 
теристики можно производить при помощи приводимых ниже довольно 
простых правил, вытекающих из связи между свойствами логарифмических 
частотных характеристик разомкнутой системы и вещественных частотных 
характеристик замкнутой системы, рассмотренными в главе XV. 

Можно, например, предложить следующий порядок действий для 
построения желаемой логарифмической амплитудной характеристики 
(необходимые пояснения даются несколько ниже). 

1. Зная требуемый порядок астатизма ѵ и предполагая, что пере¬ 
даточный коэфициент К является заданной величиной, строим логариф¬ 
мическую амплитудную характеристику объекта или неизменяемой части 
системы с учетом заданного значения К и требуемого порядка аста¬ 
тизма ѵ, т. е. 


Ьт 


К 


О) 


^7 ИМ» 


где ѵ 2 — число интегрирующих звеньев объекта, и принимаем низкоча¬ 
стотную асимптоту этой логарифмической амплитудной характеристики 
за низкочастотную асимптоту желаемой логарифмической амплитудной 
характеристики. Последняя при частотах, меньших первой сопрягающей 
частоты, имеет наклон (— 20ѵ дбідек) и при со = 1 имеет ординату, 
равную 20 \%К. 
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й. Выбираем частоту среза о) с желаемой логарифмической амплитуд¬ 
ной характеристики так, чтобы она удовлетворяла неравенству 

<Ч)г шах < ш с < “V ОРѴ ( 262 ) 

где (ы с ) г тах — частота среза, определяемая при помощи кривых на 
фиг. 49 по заданным значениям для а тах и Т тах ; 
и> с — частота среза оптимальной логарифмической амплитудной 
характеристики, определяемая по формуле (259). 


Примечание I. Если заданное значение Т шах таково, что 
ш сор(< (<»с)ттах* т0 частоту среза ы с следует выбирать не превышаю¬ 
щей значения со рі • 



а) б) 

Фиг. 49. Кривые сГтах “/(^ша х) и ^тах ~/ (Р шах)* 
а — х < 0,8; X > 0,5; х д > 0,4; б - % < 0,8; 0,1 < X < 0,5; < 0,4. 


3. Проводим через точку (о^ прямую с наклоном (—20 дбідек) 
(среднечастотная асимптота желаемой логарифмической амплитудной 
характеристики). 

4. По заданному значению а тах °/ 0 находим при помощи кривой 
а шах = / (Лпах) на Ф иг * 49 соответствующее значение Я тах ; определяем 
ІЛ-тІ п0 формуле 

1^ш,пІ~Я тах - 1 (263) 

и, пользуясь номограммой на фиг. 50, определяем наименьшее допу¬ 
стимое значение избытка фазы обеспечиваемое на всем интервале 
частот, на котором желаемая логарифмическая амплитудная характе¬ 
ристика удовлетворяет неравенству 

(0>)>-Іі. (264) 

Примечание И. Величины 2Ьі и 2у являются сторонами прямо¬ 
угольника, которым приближенно можно заменить область на фиг. 50, 
ограничиваемую кривой с индексом, равным найденному значению Р тах . 
Этот прямоугольник при Я тах = 1,2 отмечен на фиг. 50 пунктиром. 
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5. Сопрягаем низкочастотную и среднечастотную асимптоты логариф¬ 
мической амплитудной характеристики так, чтобы в том интервале 
частот, в котором справедливо неравенство 

Іі 



-т 420 -100 -80 -60 -00 -20 0 20 00 60 80 100 120 МО 2° 

Избыток фазы 

Фиг. 50. Линии равных значений Р (со) в координатах логарифм амплитуды — фаза. 


избыток фазы был не меньше величины Проверку выполнения 
этого условия производим при помощи приближенной формулы 
(см. главу XII) 

т== и + Ѳ(«.) = тг-ѵ|-^|--2ѵ-) + 

\ /=1 ' 0)>0К 



(265) 
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где о) / — сопрягающие частоты, меньшие того значения о>, при котором 
определяется значение фазы Ѳ, а к и /—число сопрягающих частот, 
в которых наклон логарифмической амплитудной характеристики соот¬ 
ветственно увеличивается или уменьшается на 20 дб/дек. 

В уравнении (265) частоты сопряжения, превышающие частоту среза, 
не принимаются во внимание, так как обычно среднечастотная асимптота 
желаемой логарифмической амплитудной характеристики занимает зна¬ 
чительный интервал частот порядка декады или больше. 

6. Сопрягаем среднечастотную асимптоту желаемой логарифмической 
амплитудной характеристики с высокочастотной частью логарифмической 
амплитудной характеристики І/я |/С№у| (областью малых параметров) 
так, чтобы в том интервале частот, в котором справедливо неравенство 

°>^( о) )>—^ і> ( 266 ) 


избыток фазы у был не меньше 

Проверку выполнения этого условия производим при помощи при¬ 
ближенной формулы (см. главу XII) 

т 

7 = * + = (267) 

г=1 Г 

где д ср — наклон среднечастотной асимптоты логарифмической, ампли¬ 
тудной характеристики [при наклоне (—20 дб/дек) д ср = 1], а т — 
число сопрягающих частот удовлетворяющих условию ш г > а) с . 

Примечание III. При сопряжении среднечастотной асимптоты 
с низкочастотной асимптотой и с высокочастотной частью желаемой ло¬ 
гарифмической амплитудной характеристики особое внимание следует 
обращать на то, чтобы желаемая логарифмическая амплитудная харак¬ 
теристика имела наклон, возможно менее отличающийся от наклона лога¬ 
рифмической амплитудной характеристики объекта Іт | КоЩ> | на каждом 
из участков, на которые разбиваются сопрягающими частотами объекта 
соответствующие интервалы частот. Это существенно для того, чтобы 
получить возможно более простую передаточную функцию (т. е. имею¬ 
щую числитель и знаменатель возможно более низкого порядка). Необ¬ 
ходимо иметь в виду, что если максимальная разность в наклонах обеих 
характеристик на каком-либо участке лежит в промежутке 20 (< 7 — 1 )-~ 
-т- 20<7 (дбідек), то это означает, что порядок (числителя или знамена¬ 
теля) передаточной функции должен быть не ниже я + 1 . 

Сделаем теперь несколько пояснительных замечаний относительно 
изложенного выше порядка действий. 

Поясним прежде всего смысл кривых на фиг. 49 и способ опреде¬ 
ления по ним величины (ю^та** входящей в неравенство (262). 

Кривые о тах = /(Я гаах ), Т тах = { (Р тах ) на фиг. 49, а и б получены на 
основании графического построения переходных процессов, соответ¬ 
ствующих типовым вещественным частотным характеристикам вида, гра¬ 
фически изображенного на фиг. 51, для значений параметров этих 
характеристик, указанных на фиг. 49, а и б. 

Кривая а гаах = / (Я тах ) позволяет определить максимальное возмож¬ 
ное перерегулирование о тах , которое может иметь местс^ при данном 
значении максимума вещественной частотной характеристики Р тах или, 
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наоборот, величину максимума Я тах , при котором еще можно гаранти¬ 
ровать, что перерегулирование а не будет превышать максимального 
допустимого значения а тах . 

Точно так же кривая Т тах = /(Я піах ) позволяет определить макси¬ 
мальное возможное время переходного процесса Т тах при заданных 
значениях Р тах и частоту среза (оз^) или, наоборот, частоту среза 
Юг тах при заданных значениях Р тах и Т тах . 

Величина ( а) с )г тах > входящая в неравенство (262), может быть опре¬ 
делена при помощи этих кривых следующим образом. 

Предположим, что максимальные допустимые значения времени пере¬ 
ходного процесса и величины перерегулирования равны соответственно 


и а тах . Тогда, пользуясь кривой о п 


: /( Р тах) на Ф иг - 49 > нах °- 


дим допустимое при данном а тах значение для максимума вещественной 
частотной характеристики Р тах , затем 
находим ординату кривой Т тах = І1 ' 

= / (Р тах ), соответствующую найден- - - а 

ному значению Р тяѵ - Эта ордината равна і 'Л Х= 7П^- 

къ 7 и Г I і V 

-т—г- и в то же время она опреде- і і V у -У? 

! ! і \ иь 

ляет заданное значение Г . Итак, . і !Ѵ и ь 


Предположим, например, что 
ис °/ 0 = 25®/ 0 , 7^=1 сек. 

Найдем (о) с ) Т , пользуясь фиг. 49. 


ел а /(*)& и с 
/ 


Фиг. 51. Типовая вещественная 
характеристика. 


Пользуясь кривой о тах =/0Р т ах)> получим, ЧТО Р тах = 1,2. 

Восставив из точки Я тах =1,2 перпендикуляр до пересечения 

с кривой Т тах = /(Р тах ), найдем, что Т тах = (ц> ^ 3 ” . . Но Г ШІІХ =1 сек. 

Отсюда следует, что 0ѵ)г тах ~10 рад/сек. 

Из сказанного ясно, что если выбрать частотугсреза желаемой лога¬ 
рифмической амплитудной характеристики меньшей, чем (“Оту^ т0 
нельзя гарантировать, что время переходного процесса Т получится 
меньшим Г тах . 

В то же время частоту среза о) с не следует выбирать большей ы сорі , 
так как она все равно едва ли сможет быть осуществлена вследствие 
ограниченности ускорения. Кроме того, всякое излишнее увеличение 
нежелательно, так как обычно возрастает сложность корректирующих 
устройств. 

Наклон среднечастотной асимптоты выбирается равным ( — 20 дб/дек), 
так как такой наклон имеет оптимальная логарифмическая амплитудная 
характеристика. Кроме того, меньший наклон обычно трудно осуще¬ 
ствить, а больший наклон в значительном интервале частот не обеспе¬ 
чивает надлежащего запаса устойчивости. 

Согласно п. 4, для того чтобы а°/ 0 < а тах °/ 0 , должно быть соблю¬ 
дено неравенство 

Т = 1 71 + Ѳ ((») I > Ті 
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при всех а), при которых 


( 270 ) 

Поясним на конкретном примере, каким образом следует выбирать 
величины I и входящие в формулы (269) и (270). Предположим, 
что а т а х 0 /о = 25 °/о- Пользуясь кривой а гаах = / (Р та х) на фиг. 49, най¬ 
дем, что Я тах = 1,2. Согласно формуле (263) положим, что | Р т1п | = 0,2. 
Обращаясь теперь к номограмме на фиг. 50, мы видим, что требуемое 
неравенство 

—0,2<Я(о>)< 1,2 

будет обеспечено, если величины ^ и І 1 в неравенствах (269) и (270) 
соответственно равны ^ = 45°, І 1 = 16 дб , так как при этом логариф¬ 
мическая амплитудно-фазовая характеристика Ь (Ѳ) не попадает внутрь 
области на фиг. 50, отмеченной пунктиром, в которой расположены 
кривые с индексами Р с = 1,2 и Р с = —0,2. 


4. ПРИМЕР ПОСТРОЕНИЯ ЖЕЛАЕМОЙ ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ 
АМПЛИТУДНОЙ характеристики 


Поясним на примере методику построения желаемой логарифмической 
амплитудной характеристики, изложенную выше. Предположим, что 
передаточная функция объекта имеет вид 


КвИ7 в ($): 


5 (0,15 + 1) (0,025 + 1) (0.01$ + 1) (0,005$ + 1) 


и требуется обеспечить удовлетворение следующих условий качества: 

а) система должна иметь астатизм первого порядка и передаточный 
коэфициент К системы должен равняться 200 1/сек; 

б) перерегулирование а не должно превышать о тах °/ 0 = 30°/ 0 ; 

в) время переходного процесса Т не должно превышать Г тах = 
= 0,8 сек.; 

г) ускорение чю = — г при начальном рассогласовании ^* 0 = 0,2 рад. 

не должно превышать ^ тах = 30 рад/сек. 

Требуется построить желаемую логарифмическую амплитудную харак¬ 
теристику. Следуя изложенному выше порядку действий: 

1) строим логарифмическую амплитудную характеристику 

ІО) 1 


с учетом того, что К — 200 1/сек, ѵ=1, ѵ 1 =1 (фиг. 52), и находим 
низкочастотную асимптоту желаемой логарифмической амплитудной 
характеристики; 

2) выбираем частоту среза о) с желаемой логарифмической амплитуд¬ 
ной характеристики равной 1,5 рад/сек, имея в виду, что в рассматри¬ 
ваемом случае неравенство (262) принимает вид 14<о)^<28; 

3) проводим среднечастотную асимптоту желаемой логарифмической 
амплитудной характеристики; 

4) пользуясь фиг. 49 и номограммой на фиг. 50, найдем, что 
і х ~ 14 дб ; ^ = 40°; 
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5) учитывая примечание III, сопрягаем низкочастотную и среднеча¬ 
стотную асимптоты желаемой логарифмической амплитудной характе¬ 
ристики отрезком прямой, имеющим наклон (— 40 дбідек). 

Пользуясь формулой (265), находим, что наибольшее значение сопря¬ 
гающей частоты о) 2 , при котором еще у > равно 2,6 1 /сек (если 

корректирующим устройством слу- 



Фиг. 52. Пример построения желаемой логарифмической 
амплитудной характеристики. 


6 ) среднечастотную асимптоту сопрягаем с высокочастотной частью 
логарифмической амплитудной характеристики Ьт \КѴРя |; проверка при 
помощи формулы (267) при этом показывает, что требуемый избыток 
фазы ^ = 40° сохраняется при > —6 дб , т. е. что і 2 = 6 дб , 

между тем как мы положили, что і 2 =14; однако номограмма на 
фиг. 52 показывает, что это может привести лишь к незначительному 
увеличению (Р тІп ), что не существенно для качества, поэтому, чтобы 
не усложнять корректирующего устройства, мы примем, что логариф¬ 
мическая амплитудная характеристика Ьт\КѴУ$\ при о) > 0)30 остается 
нескорректированной, как это показано на фиг. 52. 

Итак, желаемая логарифмическая амплитудная характеристика найдена. 

5. ТИПОВЫЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ АМПЛИТУДНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

И ИХ КЛАССИФИКАЦИЯ 

Анализ, произведенный выше, показывает, что желаемую логариф¬ 
мическую амплитудную характеристику часто можно представить состоя¬ 
щей из следующих основных частей (см. фиг. 53): среднечастотной асимп¬ 
тоты Сй с наклоном —20 дб\дек , пересекающей ось частот в точке, соответ¬ 
ствующей частоте среза и>* низкочастотной асимптоты АВ , имеющей 
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наклон — 20ѵ дбідек, где ѵ — порядок астатизма; отрезка прямой ВС 
с наклоном —40-^ 60 дбідек , соединяющего низкочастотную асимп¬ 
тоту с отрезком прямой, пересекающим ось частот; отрезка прямой ОЕ 
с наклоном —40 ч-60 дбідек , определяющим вид желаемой логариф¬ 

мической амплитудной характеристики при повышенных частотах, и, 
наконец, высокочастотной части, которая мало влияет на качество си¬ 
стемы и поэтому в первом приближении может не приниматься во вни¬ 
мание. 

Учитывая сказанное, желаемые логарифмические амплитудные харак¬ 
теристики можно подразделить на ряд основных типов и для логариф- 



Фиг. 53. Типовые логарифмические амплитудные характеристики. 

ственную связь основные параметры логарифмической амплитудной харак¬ 
теристики с интересующими нас показателями качества. Ясно, что такого 
рода номограммы представляют существенный интерес не только для 
анализа, но и для синтеза корректирующих устройств. 

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением лишь типовых лога¬ 
рифмических амплитудных характеристик астатических систем первого 
порядка, имея в виду, что приводимые ниже результаты, как это пока¬ 
зывается далее, в ряде случаев с известной степенью приближения могут 
быть применены и к статическим системам, а также и к астатическим 
системам второго порядка. 

Итак, ограничиваясь астатическими системами первого порядка, мы 
рассмотрим четыре основных типа логарифмической амплитудной харак¬ 
теристики (фиг. 53), имеющих низкочастотные и среднечастотные асимп¬ 
тоты с одним и тем же наклоном — 20 дбідек и отличающихся друг 
от друга лишь наклоном в интервале частот (о> 1 , о> 2 ), соответствующем 
отрезку ВС , и в интервале частот (о> 3 , об), соответствующем отрезку ОЕ. 

Если предположить, что типовые логарифмические амплитудные 
характеристики на фиг. 53 принадлежат минимально-фазовым системам, 
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то легко найти соответствующие им передаточные функции КѴР (з). 
Нумерация типов логарифмических амплитудных характеристик в соот¬ 
ветствии с их наклоном в указанных интервалах и выражения для пере¬ 
даточных функций КѴ7 ( 5 ) приведены в табл. 2. 

Таблица 2 


Передаточные функции К Н7($) для типовых логарифмических 
амплитудных характеристик 


Тип логариф¬ 
мической 
амплитудной 
характеристики 

Передаточная функция 

Наклон в интервале дб/дек 

I 

К (т 2 $ + 1) 

5 (7]$ “Ь 1) (Гз$ + 1) 

(272) 

-20 

-40 

-20 

-40 

II 

К (х 2 5+1)2 

5 (Т г 8 + 1)2 (Г 3 5+ 1) 

(273) 

-20 

-60 

—20 

-40 

III 

К(ъ2 8 “Ь I) 

5 (7,8 + 1) (Т 3 5 + 1)2 

(274) 

-20 

—40 

-20 

-60 

IV 

К (Т 2 5 + I) 2 

5 (7і8 + 1)2 (Т й 8 + 1)2 

(275) 

-20 

-60 

-20 

-60 


Ниже мы увидим, что результаты, полученные для типовых лога¬ 
рифмических амплитудных характеристик, имеющихся в табл. 2, могут 
быть использованы и для ряда других типовых логарифмических ампли¬ 
тудных характеристик, имеющих передаточные функции, отличающиеся 
от приведенных в таблице. 

Каждая из типовых логарифмических амплитудных характеристик 
табл. 2 полностью определяется четырьмя параметрами: добротностью К 


1 1 1 

и сопрягающими частотами а) 1 = —; о> 2 = —; о) д = —. 

у і т 2 Уз 

Однако нам будет удобнее пользоваться для характеристики типовых 
логарифмических амплитудных характеристик совокупностью следующих 
четырех параметров: ординаты Ц логарифмических амплитудных харак¬ 
теристик при 03=0^, частоты среза и> с и относительных сопрягающих 


0)1 СО о 

частот — и —. 

<*ѵ <°с 

Наша задача состоит в построении номограмм, позволяющих опре¬ 
делять интересующие нас показатели качества системы непосредственно 
по виду типовых логарифмических амплитудных характеристик, заданной 


, (1)і СО о 

своими четырьмя параметрами о> г , . 


6 . НОМОГРАММЫ ДЛЯ СИНТЕЗА КОРРЕКТИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ 

В соответствии с четырьмя передаточными функциями, приведенными 
в табл. 2, мы рассмотрим четыре номограммы: I — IV (номер номо¬ 
граммы соответствует типу логарифмической амплитудной характери¬ 
стики в табл. 2, см. фиг. 54—57). 
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В центральной части каждой номограммы изображена область, внутри 
которой обычно располагаются логарифмические амплитудные характе¬ 
ристики рассматриваемого типа. Здесь по оси абсцисс отложены относи¬ 
тельные частоты а по оси ординат значения модуля | КШЦы)\ 

в дб . Частоте среза <о с , очевидно, соответствует на оси абсцисс точка 

— = 1 . 

0) С 

Цифры, обведенные прямоугольниками справа от наклонной прямой, 
идущей вверх от точки -^-=1, представляют значения ординат изобра¬ 
женных на номограмме горизонтальных отрезков. Цифры, обведенные 
кружками в конце прямых в правой части номограммы, обозначают 

СО о 

значения относительных сопрягающих частот —^ , соответствующих этим 
прямым. с 

Кривые расположенные в верхней и нижней частях номограммы, 
представляют зависимости рассматриваемых шести динамических пока¬ 
зателей, или, точнее, величин а, (0 ^2 и у от относи¬ 

тельной сопрягающей частоты — при различных фиксированных значе¬ 
ниях Іи—. 

и) г 

В верхней части номограммы помещены кривые, даюшие указанные 
зависимости для значений I, равных 70, 50 и 30 дб. 

В нижней части номограммы построены кривые, дающие те же 
зависимости для значений I, равных 80, 60, 40 и 20 дб. 

Цифры в кружках, которыми отмечены кривые, обозначают соот¬ 
ветствующие им значения относительной сопрягающей частоты . 

Способ применения номограммы для определения перечисленных 
динамических показателей, соответствующих какой-либо конкретной 
логарифмической амплитудной характеристике, относящейся к одному 
из четырех перечисленных типов, заключается в следующем: 

1) определяем, пользуясь таблицей, тип, к которому относится рас¬ 
сматриваемая логарифмическая амплитудная характеристика, и выбираем 
соответствующую номограмму; 

2) находим параметры логарифмической амплитудной характери- 

г 0)1 О)о 

стики I, —, — и определяем интересующие нас динамические пока- 

С0 С 0) с 

затели при помощи кривых, приведенных на номограмме. 

Рассмотрим конкретный пример (фиг. 58). 

Параметры логарифмической амплитудной характеристики на фиг, 58 
равны: 1 = 60; -^-=0,04; -^- = 2. Так как 1 = 60, то выбираем на 
номограмме те из кривых, которые отмечены сверху цифрой 60 . Затем 
отмечаем на оси — точку 0,04 и восставляем из нее перпендикуляр до 

(й с 

пересечения с кривыми, отмеченными цифрами в кружке, равными 
заданному значению В данном случае ~=2. 




В результате получаем искомые значения динамических показателей. 
Так, например, в рассматриваемом случае (см. фиг. 58) имеем 

<з°/ 0 —45%; = 0,74; = 2,5-10-2; ^ = 2,2; Т = 38°. 

Заметим, что в случае логариф¬ 
мической амплитудной характери¬ 
стики первого и второго типов отно¬ 
сительное максимальное ускорение 
численно равно при сделанных допу¬ 
щениях (см. ниже) относительной 


сопрягающей частоте -^2-. 



Поэтому 


для логарифмической амплитудной харак¬ 
теристики на фиг. 58 

^шах _9 

2 ' ' 

где ^* 0 — начальное рассогласование. 

Если значения параметров интересую¬ 
щей нас логарифмической амплитудной 
характеристики отличаются от имеющихся 
на номограмме, то динамические показа¬ 
тели могут быть определены по имею¬ 
щимся на номограмме кривым при помощи 
интерполяции. 

7. ФОРМУЛЫ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ 
НОМОГРАММ 


Фиг. 58. Пример опре¬ 
деления показателей 
качества при помощи 
номограмм. 


Рассмотрим способ построения номо¬ 
грамм. Как мы видели, номограммы со¬ 
держат кривые для определения следую¬ 
щих шести динамических показателей: 


Г, о, да шах , С ѵ С 2> у. 

Кривые для определения первых двух величин Г и а были полу¬ 
чены [3] при помощи вычисления корней, последующего вычисления и 
построения переходных процессов для различных сочетаний параметров, 
определяющих типовые логарифмические амплитудные характеристики, 
и, наконец, непосредственного измерения по этим кривым указанных 
величин. 
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Для построения кривых, определяющих остальные динамические 
показатели, легко вывести общие формулы, 

Если представить передаточную функцию К\Ѵ (з) в виде 


К\Ѵ(8) = ^г 


к і + м + р 2 $ г + ■ 




(276) 


то, как это было показано в главе VI, первые три коэфициента ошибки 
определяются выражениями 


С 0 = 0; 


^і = 


_1_ 

К ’ 


С 2 =г2 


«1 — Рі 
К 


2 

К2* 


(277) 


Наша задача состоит в том, чтобы выразить для типовых логариф¬ 
мических амплитудных характеристик коэфициенты ошибки С ѵ С 2 


через относительные сопрягающие частоты —, — и ординату лога- 

ЬУ С (0^ 

рифмической амплитудной характеристики Ь г при м = о) ѵ 

Ввиду того что решение этой задачи несложно, мы дадим ее 
решение лишь применительно к логарифмической амплитудной характе¬ 
ристике типа I. 

Для логарифмической амплитудной характеристики типа I, которой 
соответствует передаточная функция (272), мы можем написать (см. 
фиг. 53) 


-^=10 


20 


(278) 


0>1 


Но .(і) Л 
обратную 
получаем 


есть добротность системы которая представляет величину, 
коэфициенту ошибки С ѵ Поэтому из уравнения (278) 


10 с С 1 


<»с 

к 


10 20 
0>і 


(279) 


На основании уравнения (277) имеем 


или 



(280) 


Исключим из уравнения (280) относительную частоту —. Имеем 

-^2 

-^= 10 20 ; 

(Оо 

и-и 

— = 10 40 , 

где Ь 2 — ордината характеристики при ш = ю 2 . 
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Следовательно, 


откуда 



или, учитывая уравнение (279), 


(Ол 




( 281 ) 


(282) 


Подставляя уравнение (282) в (280), окончательно получим 

. 0 ^ = 2^ [^(1-0^) + ^-^]- (283) 

Выражение для избытка фазы 7 при <» = о> с в случае передаточной 
функции (272), очевидно, имеет вид 


7 = ^ + 0 (о) с ) = ~ — агсі^— -|- агсі&— — агс*& — 


0) 3 


(284) 


или, если принять во внимание уравнение (281), 


Т = у — агс ^ + агс *& 


(^ 2 ю 

Л “і ! 


20 


■ агсі§ 


со 3 


(285) 


Формулы для вычисления ю с С ѵ а>^С 2 и 7 для остальных типов лога¬ 
рифмической амплитудной характеристики могут быть получены анало¬ 
гичным способом. 

Результаты сведены в табл. 3. 

Остановимся, наконец, на выводе формул для іѵ тах - 
Предположим, что к системе, имеющей передаточную функцию Ф ( 5 ), 
приложено ступенчатое воздействие [1]. Тогда преобразование Ла¬ 
пласа Х(з) для переходного процесса х(і) будет иметь вид 

Х($) = ё ° Ф ($) . (286) 

5 


Пусть передаточная функция Ф ( 5 ) определяется выражением 


Ът 8 ” 1 + Ь т _ 1 8 т 1 + • • • + 8 + Ь 0 

а п 8 п + а п _і8 п ~ 1 + • • • + Яі 5 + а 0 


( 287 ) 
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Формулы для вычисления 



К(Т 2 $+ 1)2 
* (ТѴ? + 1)2 (Г 3 5 + 1)2 








Мы можем написать: 


ф(*)= 


рі 


н 


-Р8_I 

Л— /п4-2 \ * * * ' 


где 


5 п—т ' $п—т- 1-1 1 8 п—т-\- 2 

ь,„ 


(288) 


Рг 


а» 


Р2 


а пРт—\ а п—\^т . 


Рз : 


«л ( а Я 6 т-2- а п-2 Ь т) ~ «я-1 ~ «я-1*т) 


(289) 


и, следовательно, 

5 я-т+1 •+■ в я-т+2 1 “^/Г-т+З 


Ра 


+•••). 


(290) 


Применяя к каждому из членов ряда (290) обратное преобразование 
Лапласа, получим 


х(і). 




(п — т)\ 




(п — т + 1)! 


П—т -\-1 


+ 


+ 


^оРз 


(п — т + 2)! 


л—т+ 2 


+ ... 


(291) 


При малых значениях і мы можем ограничиться лишь первым или 
первыми двумя членами ряда (291) и отбросить все остальные. Итак, 
при малых і 


х(І)'. 


2оР І п ~т 


(п — т)\ 


ІГ 0 Р 2 

(п — т 4-Т)! 


,п—т-\-\ 


(292) 


Применим общую формулу (292) для определения максимального 
ускорения ^ тах в случае передаточной функции типа I. Эта передаточ¬ 
ная функция легко может быть приведена к виду 


Ф($) = 


2 


$ 3 + (а)! + а>з) $ 2 (а^соз 4- 8 4" К ш <*2 * 


где 


К и о- 


Кій І^Я 
а>2 


и, следовательно, в случае уравнения (293), 

^оРз 




п ^2 _|_ 5 ОРЗ ^3 


(293) 

(294) 

(295) 


Воспользовавшись уравнением (295), найдем 
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но 


Рі - К\ш 


и, следовательно, 


^тах ' ' & 0*1» § О 


/С^>і.с*>я . 


или 


^шах ^ К 


СОі (О3 0) с 
(о^ Мр (і>2 


(296) 


(297) 


Из уравнения (297), принимая во внимание выражения (279) и (282), 
найдем 


ГС'тах ^ м 3 
8о< 4 а>с 


(298) 


Аналогичным способом можно найти формулы для вычисления макси¬ 
мального ускорения іѵ тах и в случае остальных передаточных функций. 
Эти формулы приведены в табл. 3. 


8. ПРИМЕНЕНИЕ НОМОГРАММ К ЛОГАРИФМИЧЕСКИМ 
АМПЛИТУДНЫМ ХАРАКТЕРИСТИКАМ ДРУГИХ ТИПОВ 

Номограммы, аналогичные приведенным, могут быть построены, 
конечно, не только для систем с астатизмом первого порядка, но и 
для статических систем, а также для систем с порядком астатизма выше 
первого. Однако если интерес представляют лишь величина перерегули¬ 
рования и время переходного процесса, то приведенные номограммы 
часто оказываются применимыми независимо от порядка астатизма. 

Действительно, если две логарифмические амплитудные характери¬ 
стики, соответствующие минимально-фазовым системам, отличаются друг 
от друга лишь при достаточно малых значениях о>, при которых 

Л1П» 1, (299) 

то им соответствуют весьма мало отличающиеся друг от друга веще¬ 
ственные частотные характеристики, а следовательно, и мало отличаю¬ 
щиеся друг от друга переходные процессы. 

Так, например, если логарифмические амплитудные характеристики 
статической системы и систем с астатизмом первого и второго порядков 
совпадают друг с другом при всех и>, при которых 

|К1Р(/а>)|<30 дб, 

и отличаются друг от друга лишь при тех значениях ш, при которых 

| КIV (уо>) | > 30 дб % 
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то вещественные характеристики Р( аз) этих систем в замкнутом 
состоянии отличаются, от вещественной характеристики Р( о>) системы 
с астатизмом первого порядка не более чем на 2,5°/ 0 (см. фиг. 50), и, 
следовательно, переходные процессы в них мало отличаются друг от 
друга. 

Применение номограммы будет давать для статических систем, вообще 
говоря, несколько завышенные, а для систем с астатизмом второго 
порядка несколько заниженные оценки величины перерегулирования о 
и времени переходного процесса Т по сравнению с действительными 
их значениями. 

Для систем с астатизмом второго порядка, имеющих низкочастотную 
асимптоту с наклоном — 40 дб/дек, переходящую в асимптоту с накло¬ 
ном— 20 дб\дек , следует пользоваться номограммами I или III и при¬ 
менять кривые а=/ I , соответствующие значению 

7^ = 80, принимая за то значение о>, при котором І(и>) = 80. 

Номограммы часто оказывается возможным применять не только 
в случае передаточных функций вида (272) — (275), имеющих крат¬ 
ные полюсы и нули, но и в случае передаточных функций, у которых 
нет кратных полюсов и нулей, но которые имеют тот же порядок чи¬ 
слителя и знаменателя. 

Так, например, номограммой II можно пользоваться для систем 
с передаточными функциями вида 


ЬГлу/ / К (^3$ + 1) ( т 4$ + 1) 

^ ^ ^ — 5 (Т Х 8 + 1) (Т 2 8 + 1) (Т ь 8 + 1) ’ 


(300) 


номограммой III можно пользоваться для систем с передаточными 
функциями вида 


< 30,) 

номограммой IV можно пользоваться для систем с передаточными 
функциями вида 


К\Ѵ7 _ _ К (т 3 $ + 1) (т 4 $ -Ь 1) _ 

74 ^ — 5 (Т г 8 + 1) ( Т 2 8 + 1) (Т Ъ 8 + 1) (7Ѵ? + 1) 


(302) 


Правило перехода от передаточных функций (300) — (302) к переда¬ 
точным функциям (272) — (275) заключается в том, что две соседние 
постоянные времени 74 и 7У{-і заменяются двумя одинаковыми постоян¬ 
ными времени, определяемыми по формуле 

т ііі+1 = Ѵтуг^. (303) 

Ошибка в логарифмической амплитудной характеристике, получаю¬ 
щаяся при замене двух соседних неодинаковых постоянных времени 74, 
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1 4 

Т/ 4-1 одной постоянной времени Г/, /_і_і при не превы- 

1 /+і 1 1 

шает 2 дб . 

Заметим, что часто номограммами можно пользоваться также в тех 
случаях, когда вместо двух апериодических звеньев с одинаковыми 
постоянными времени имеется одно колебательное звено. Очевидно, что 
ошибка при этом будет тем меньше, чем меньше относительный коэфи- 
циент затухания С (см. главу VI) отличается от единицы. 

9. ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ НОМОГРАММ ДЛЯ УТОЧНЕНИЯ ВИДА 
ЖЕЛАЕМОЙ ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ АМПЛИТУДНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Покажем, каким образом номограммы могут применяться для уточ¬ 
нения вида желаемой логарифмической амплитудной характеристики, 
полученной при помощи изложенной ранее методики. 

Возьмем тот же пример, который был рассмотрен в п. 4. Желаемая 
логарифмическая амплитудная характеристика для этого случая изобра¬ 
жена на фиг. 53. 

Постараемся решить при помощи номограмм следующий вопрос: 
нельзя ли, не нарушая требований, предъявляемых к системе, изменить 
вид желаемой логарифмической амплитудной характеристики на фиг. 53 
так, чтобы упростить вид передаточной функции корректирующего 
устройства, необходимого для ее осуществления? 

Дело в том, что для получения требуемого избытка фазы в интер¬ 
вале частот, в котором имеет место неравенство Ь х > Ь ж (а)) '> 0 Ь Ѵ нам 
понадобилось продолжить среднечастотную асимптоту желаемой лога¬ 
рифмической амплитудной характеристики до сопрягающей частоты 
объекта о ) 32 = 100 1/сек. Для осуществления такой логарифмической 
амплитудной характеристики нужно ввести корректирующее устройство, 
которое сможет изменить наклон логарифмической амплитудной харак¬ 
теристики объекта в интервале частот (и> 2 д, 0 ) 39 ) и сделать его равным 
(—20 дбідек) вместо (—60 дб/дек). 

Возникает вопрос: нельзя ли не изменять наклон логарифмической 
амплитудной характеристики объекта в указанном интервале и все же 
получить перерегулирование и время переходного процесса, не превы¬ 
шающие заданных значений? 

Для того чтобы ответить на этот вопрос при помощи номограммы, 
необходимо прежде всего решить, какой из номограмм следует восполь¬ 
зоваться, а для этого определить, к какому типу логарифмических 
амплитудных характеристик можно отнести желаемую логарифмическую 
характеристику в рассматриваемом случае. 

Легко видеть, что желаемую логарифмическую амплитудную харак¬ 
теристику следует отнести к III типу, так как в интервале частот 
(о) 1 , о) 2 ) она имеет наклон ( — 40 дб/дек), а в интервале частот о> > и> 2 д 
мы хотим, чтобы она имела наклон (—60 дбідек). 

Выбрав номограмму III, наложим на нее желаемую логарифмическую 
амплитудную характеристику, изображенную на фиг. 52, так, чтобы 
частота среза последней совпала с точкой / на оси относительных 
частот номограммы (фиг. 59). 
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При этом сопрягающей частоте о) 2 будет соответствовать уровень 
7.^60, причем -^- = 0,017. Сопрягающую частоту а) 3 желаемой лога¬ 
рифмической амплитудной характеристики положим равной о) 22 . При 
этом логарифмической амплитудной характеристике III типа, имеющей 

параметры 1 = 60; -^- = 0,017; -^- = 4, согласно номограмме соответ¬ 
ствуют следующие показатели качества: а°/ 0 = 33; Гж0,5 сек. 

Для того чтобы уменьшить а, переместим частоту сопряжения аз 1 

03 -I 

несколько влево так, чтобы относительная сопрягающая частота — 



Фиг. 59. Применение номограмм для уточнения желаемой 
логарифмической амплитудной характеристики. 

сделалась равной 0,014 (см. фиг. 59). Тогда для показателей качества 
получим а°/ 0 ^27°/ 0 ; Г^0,5 сек., что с некоторым запасом удовле¬ 
творяет предъявляемым к системе требованиям. Правда, полученные 
значения показателей качества найдены без учета наличия в желаемой 
логарифмической амплитудной характеристике сопрягающих частот о> 4 , 
о) 5 , равных соответственно сопрягающим частотам о> 32 , и> 4 д объекта. 
Однако эти частоты соответствуют ординатам желаемой логарифмической 
амплитудной характеристики, меньшим (—26 дб ), и, следовательно, 
не могут значительно изменить показатели качества, так как находятся 
в области малых параметров. 

Итак, применение номограммы позволило уточнить вид желаемой 
логарифмической амплитудной характеристики с тем, чтобы ее осуще¬ 
ствление было проще и чтобы она в то же время попрежнему удовле¬ 
творяла заданным требованиям. 
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10. СИНТЕЗ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ КОРРЕКТИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ 


После того как желаемая логарифмическая амплитудная характе¬ 
ристика выбрана, дальнейший ход решения задачи синтеза корректи¬ 
рующих устройств обычно уже не представляет собой сколько-нибудь 
значительных затруднений. 

Рассмотрим вначале более простой случай, чем представленный на 
фиг. 45. Предполагая, что параллельное корректирующее устройство 
отсутствует и что, следовательно, структурная схема следящей системы 
имеет вид, графически изображенный на фиг. 60, поставим перед собой 

задачу синтеза последова- 

4 % 


3 ^ 

к а у а 



\ _ . XV 

г 









Фиг. 60. Структурная схема системы автома¬ 
тического регулирования без параллельного 
корректирующего устройства. 


устройства. 

В этом случае выраже¬ 
ние (244) для передаточной 
функции КѴ7 (уо>) принимает 
вид 

кѵи <*>) = 

=К а Ѵ а и^)К^ С/со), (304) 


где КдІѴдЦю) — передаточная функция корректирующего устройства; 

К& (/оз) — передаточная функция объекта. 

Пусть 

/Ѳ . Гео) 

К й ^ а и^) = К а Н а О)/*' ; 

Г а (;ш) = Ка Г а / 2 (ш) , (305) 

тогда 

ип | КѴ7 1 = Іт | К а Ѵ7 а | + Ш \К^ | (306) 

и 

0(о)) = Ѳ^(о)) + Ѳо(о)). (307) 

Выражения (306) и (307) показывают, что в рассматриваемом случае 
логарифмическая фазовая Ѳ (со) и амплитудная Ьт\КѴР\ частотные харак¬ 
теристики всей системы соответственно равны сумме фазовых Ѳ а (ш), 
Ѳ 2 (а)) и логарифмических амплитудных Ьт\К а ѴР а \, І/гс|/Со117о| харак¬ 
теристик последовательного корректирующего устройства и объекта. 

Предлагаемый порядок операций для определения передаточной 
функции К а \Ѵ а (ію) последовательного корректирующего устройства 
заключается в следующем: 

а) строим логарифмическую амплитудную характеристику 
объекта, т. е. той части системы, схему и параметры которой мы пред¬ 
полагаем заданными; 

б) строим исходную или желаемую логарифмическую амплитудную 
характеристику Іт | К Ѵ7 Ж |; 

в) вычитая из желаемой характеристики іт\К^ ж \ характеристику 
объекта Ьт | Ко 117 2 |, находим желаемую Ьт\К а '\Х / а \ логарифмическую 
амплитудную характеристику последовательного корректирующего 
устройства; 

г) апроксимируем амплитудную характеристику К а Ѵ? а , соответ¬ 
ствующую Ьт\К а ѴР а \, дробно-рациональной функцией или полиномом 
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с требуемой степенью точности одним из известных, методов так, чтобы 
числитель и знаменатель этой функции имели возможно более низкий 
порядок и чтобы в то же время все требования логарифмической ампли¬ 
тудной характеристики іт\К]Ѵ\, следующие из заданных условий 
качества, были удовлетворены. 

Заметим, что в тех случаях, когда наивысший порядок передаточной 
функции ѴР а (» корректирующего устройства ограничивается из техни¬ 
ческих соображений (что обычно всегда имеет место) некоторым заданным 
целым числом, эта задача сводится к классической задаче апроксимации 
вещественной неотрицательной функции \ К а Ѵ7 а и&) \ на конечном интер¬ 
вале (определяющем устойчивость и качество системы) четной дробно¬ 
рациональной функцией, наименее 
отличающейся от К а \Ѵ а . 

д) если корректирующее 
устройство должно представлять 
пассивный і?С-контур, то в соот¬ 
ветствии с полученной формой ха¬ 
рактеристики Ьт \К а Ѵ7 а \ выби¬ 
раем наиболее подходящий тип и 
схему такого контура или в более 
общем случае производим синтез 
пассивного электрического кон¬ 
тура, соответствующего характеристике Ьт\К а Ѵ7 а \, обычными мето¬ 
дами, принятыми в теории электрических цепей; 

е) производим непосредственную проверку удовлетворения заданных 
условий качества при выбранной логарифмической амплитудной харак¬ 
теристике Ьт\К а Ѵ7 а \ путем построения переходного процесса методом 
трапецеидальных характеристик или при помощи номограмм. 



Фиг. 61. Пассивный электрический 
корректирующий контур. 


Пример . В качестве примера рассмотрим объект с передаточной функ¬ 
цией (271) и предположим, что желаемая логарифмическая амплитудная харак¬ 
теристика имеет вид, графически изображенный на фиг. 62. 

Вычитая из желаемой характеристики Ьт | | характеристику Ьт ||, 

найдем логарифмическую амплитудную характеристику Ьт | 1#^|, изображенную 
на фиг. 59. 

Легко видеть, что передаточная функция этого корректирующего устройства 
будет 


\У а (*) = 


(А 5+1 ) (А 5+ о 

(оЖ 8 + 1 ) (ш) х + 1 ) 


(308) 


и схема электрического пассивного корректирующего контура может иметь 
вид, графически изображенный на фиг. 61. 

11. О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ АМПЛИТУДНОЙ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ЗВЕНЬЕВ, 
ШУНТИРОВАННЫХ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ КОРРЕКТИРУЮЩИМ ЗВЕНОМ 

Прежде чем приступить к изложению метода синтеза параллельных 
корректирующих устройств, рассмотрим некоторые простые свойства 
логарифмической амплитудной характеристики последовательности 
звеньев, шунтированных параллельным корректирующим звеном (фиг. 62). 
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Передаточная функция системы на фиг. 62 имеет вид 

Кг К (» 

ІГ IV/ / . \ ѵ,/ 7 


кѵ?и о)) = 


1 + /С г 2Г (Усо) /С с и^ с (Усо) • 


Мы предположим, так же как и ранее, что передаточная функция 
объекта К’с^с(У а) ) задана и что задача состоит в определении переда¬ 
точной функции К г 2 (/«)) параллельного корректирующего устройства. 

Сделаем прежде всего несколько замечаний, которые понадобятся 
нам при дальнейшем изложении. Заметим, что для того, чтобы введение 
параллельного корректирующего устройства не понижало порядок аста- 
тизма системы на фиг. 62, необходимо, чтобы порядок нуля его пере¬ 
даточной функции АГ^О) при о) = 0 был не ниже порядка полюса 
передаточной функции /С с И?с (/ а) ) объекта при а)=0. 

_ Действительно, пусть 

ІИ* С/со) 

(» = — ГС ■ і (310) 

(У“)‘ 

2- (/<») = (У -(й ). 



Фиг. 62. Последовательность 
звеньев, шунтированных парал¬ 
лельным корректирующим 
звеном. 




)сть И7(г =^ о (у0) = 1. 

рал- о ѵ * / 7 

[М Подставляя выражение (310) в (309), 

получим 

«с^ос (/“) _1_ , Ч1П 

(/«.)’* ’ ц-(у<о)^>к 2 а:^о^ос ’ і ; 


откуда ясно, что модуль функции КѴ/ при и> -* 0 будет иметь вид 

Ііш | К№\ = Ііш -Щ- , 

о) -*• 0 о) 0 (1>Ѵі 

и, следовательно, система будет обладать астатизмом ѵ х -го порядка 
лишь в том случае, если ѵ 2 > ѵ г 
Заметим, что при ѵ 2 

Кг 


а при ѵ 2 > Ѵі 


1 + КХ 9 


К = К С . 


Равенство (312) показывает, что если кратность полюса объекта 
равна кратности нуля обратной связи, то общий передаточный коэфи- 
циент системы К с после введения обратной связи уменьшается в (1 -{- 
раз. 

Точно так же из равенства (313) следует, что если кратность 
полюса объекта меньше кратности нуля обратной связи, то общий 
передаточный коэфициент системы после введения обратной связи остается 
неизменным. 
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Далее рассмотрим важное свойство передаточной функции вида 




ІУ УѴ7 __ 

Лі 1— 1 +К;2К і: Щ 


(313а) 


Это свойство заключается в следующем: в том интервале частот, 
в котором 

|/^(>)/С с 1Г с (>)|»1, (314) 

амплитудная частотная характеристика, соответствующая передаточной 
функции (313а), приближенно равна 

(315) 

Логарифмируя обе части выражения (315), получим 

Ьт | К г | ж — 1м | К г 1 1. (316) 

Из формулы (316) следует , что в интервале частот , для кото¬ 
рого справедливо условие (314), логарифмическая амплитудная 
частотная характеристика системы , состоящей из последователь¬ 
ности звеньев , шунтированных параллельным корректирующим зве¬ 
ном , приближенно равна логарифмической амплитудной характе¬ 
ристике корректирующего звена с обратным знаком . 

Предположим, что логарифмическая амплитудная характеристика 
1*т\К 1 ]У 1 \ системы на фиг. 62 отличается не более чем на ± АЬ от ха¬ 
рактеристики— Ьт\К г 2\ в некотором интервале частот (и^, и> 2 ). 

Значит, в этом интервале частот должно удовлетворяться неравенство 


1 ^ |*с^с| - т 

т\К г 2\ ^ 11 + К г 2К С 1Г С | ^ \К г 2 \’ 

(317) 

где 

и 

т = 10 20 

(318) 

или 

1 ^ \К г 2К с Щ\ 
т ^ 11 + К г 2К к ѴС^ | ^ 

(319) 

Заметим, что выражение 

К г 2К : 1Г С 

Фй “ 1 + К г 2К<. ІѴ С 

(320) 


имеет такую же структуру, как и выражение 


Ф = 


К Ш 
1 + К№ 


9 


представляющее зависимость между передаточными функциями системы 
в замкнутом и разомкнутом состоянии. Отсюда легко видеть, что для 
удовлетворения приближенного равенства (316) в некотором интервале 
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частот (о) 1# о) 2 ) с требуемой степенью точности +ДІ, необходимо 
и достаточно, чтобы в этом интервале вектор К г 2. (усо) (усо) 
не попадал внутрь окружностей амплитудной круговой диаграммы 

с индексами т и 

Предположим, например, что Д/. = 3 д<7, тогда 



^ - 1*с*с1 - 

/ 2 к 2 г "" і н- к г гк^\ к 2 г 


либо неравенство 


« = 1/2ж1,41; 


_ 1 _ 

т 


1 

Г2 


0,715, 


и вектор К 2 І.{] о)) /<Гс (уо>) 
(фиг. 63) в интервале ча¬ 
стот (о> 1 , о) 2 ) не должен по¬ 
падать внутрь окружностей 
с индексами М =1,41 и 
М = 0,715. 

Из фиг. 63 можно полу¬ 
чить следующие условия для 
удовлетворения равенства 
(319) с точностью +3 дб : 

а) при 8 
>Ьт \К 2 2 К(ѴРі I >0 должно 
удовлетворятся либо нера¬ 
венство 

— 135° < Ѳ^с (о)) < — 90°, 


90° <Ѳ* : (о))< 135°; 


б) при 11 дб > Ьт \ К г 7.К^/\> 8 дб должно удовлетворяться нера¬ 
венство 

—135°< Ѳ^(о>)< 135°; 


в) при Ьт | К 2 2Кі : | > 11 дб фаза Ѳ^(о>) может быть какой угодно. 


12. СИНТЕЗ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ КОРРЕКТИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ 

Рассматривая способ синтеза параллельных корректирующих 
устройств, предположим вначале, что последовательное корректирующее 
устройство отсутствует и структурная схема системы имеет вид, графи¬ 
чески изображенный на фиг. 64. 

На основании результатов, полученных в п. 11, можно предложить 
следующий порядок действий для определения передаточной функции 
параллельного корректирующего устройства: 

а) строим логарифмическую амплитудную характеристику Ьт | ѴРц 
объекта; 

б) строим, исходя из заданных условий качества, желаемую харак¬ 
теристику Ьт\КШ ж \ всей системы так, как это было изложено ранее; 
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в) определяем интервал частот со Л , а) 0 , существенный для определения 
требуемого качества, и в этом интервале выбираем характеристику 
Ьт 1 1 .1 так, чтобы имело место равенство 

Ьт | ^ | ~ Ьт | ѴР Ж |; (321) 


г) строим характеристику Ьт | 2\ ж — Ьт | ѴР Ж \; 

д) выбираем значение К г так, чтобы обеспечить удовлетворение 
неравенства (314) в интервале частот ш а , со 0 ; 

е) проверяем, является ли выбранное значение К г совместимым- 
с требованием устойчивости внутренней петли обратной связи при 
соблюдении для нее заданного запаса устойчивостидля этого опре¬ 
деляем фазовую характеристи¬ 
ку, соответствующую выбран¬ 
ной логарифмической ампли¬ 
тудной характеристике для 
Ьт | К г 2Кі: Щ |, и строим ампли¬ 
тудную фазовую характеристи¬ 
ку в координатах логарифм 

амплитуды фаза; Фиг. 54 . Структурная схема систем авто- 

ж) производим синтез па- матического регулирования без последо- 
раллельного корректирующего вательного корректирующего звена, 
устройства по выбранной для 

него передаточной функции К г 2(/ы), руководствуясь теми же основ¬ 
ными соображениями, что и при синтезе последовательного корректи¬ 



рующего устройства; 

з) выбираем К а так, чтобы величина К имела требуемое значение; 

и) уточняем вид логарифмической амплитудной и фазовой характе¬ 


ристик, соответствующих функции 


К а К№ 

1 +/С,Ж с 1Р с ’ 


для этого складываем 


логарифмические амплитудные и фазовые характеристики, соответ- 
ствующие функциям ВД^О>) и і + Кг ги1) ’ 


к) производим проверку удовлетворения заданных условий качества. 


13. СИНТЕЗ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ И ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ 
КОРРЕКТИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ 

Рассмотрим общий случай структурной схемы на фиг. 45, содержащей 
как последовательное, так и параллельное корректирующие устройства. 

Передаточная функция системы на фиг. 45 имеет вид (244), и, следо¬ 
вательно, для ее логарифмической амплитудной характеристики можно 
написать: 

Іт | Ш\ = Ьт | КаѴР а | + іт | | + 

+ Іт \+К г 2Кг 

1 Излагаемый способ синтеза без труда может быть обобщен и на тот 
случай, когдя внутренний контур обратной связи неустойчив. 
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Первый шаг процесса синтеза, состоящий в выборе на основании 
заданных условий качества и характеристик объекта желаемой лога¬ 
рифмической амплитудной характеристики, остается тем же, что и ранее, 
дальнейший же ход решения задачи может, например, заключаться 
в следующем. Пусть 


іт \К а > Ѵ?а'\ = іт | КдЧГд | + Іт 


1+ К г 2Кі Щ 


(323) 


тогда вместо уравнения (322) можно написать: 

іт | КѴР | = іт | К* \ + 1т\К*№* |. (324) 


Выражение (324) имеет такой же вид, как и (306). Поэтому синтез 
передаточной функции можно выполнить способом, которым 

производят синтез последовательных корректирующих устройств. Опре¬ 
делив іт | Ка г № а г | и выбрав Іт | КдѴРд | на основании имеющихся 
в распоряжении технических средств, мы можем, зная іт\К^ 1^), найти 
логарифмическую амплитудную характеристику 


Іт 


1 

1 + К г 2К^ 


(325) 


из уравнения (323) при помощи простого вычитания. Если же нам 
известна логарифмическая амплитудная характеристика (325) и соот¬ 
ветствующая ей фазовая характеристика, то логарифмическая ампли¬ 
тудная характеристика іт\К г 2Кх. Н7с|* а следовательно, и искомая лога¬ 
рифмическая амплитудная характеристика іт\К % 2\ могут быть опре-* 
делены без особых затруднений. 

Процесс значительно упрощается, если во всем существенном с точки 
зрения заданных условий качества интервале частот удовлетворяется 
неравенство (317). 

При этом логарифмическая амплитудная характеристика іт\Кд*Ѵ7ді\ 
[см. формулу (323)] сводится к виду 


іт | К^ ѴРд> | ~ іт 


КдѴГд 

К г 2 


= іт\К а ѴГ а \ — іт\К г 2\, 


(326) 


и способ синтеза по существу ничем не отличается от способа синтеза 
последовательных корректирующих звеньев. 

В этом случае необходимо лишь, определив характеристику іт | Кд* ѴРд ' |, 
найти логарифмическую амплитудную характеристику іт | КдѴРд | и 
1т\К г 2\, пользуясь формулой (326), что не представляет каких-либо 
затруднений и может быть выполнено, исходя из имеющихся в распо¬ 
ряжении технических средств и конкретных особенностей схемы. 

Примеры синтеза, основанные на изложенной выше методике, при¬ 
ведены в следующей главе. 
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14. ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА НА СЛУЧАЙ, КОГДА ОБЪЕКТ 
ОБЛАДАЕТ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 


В заключение сделаем несколько замечаний о возможности приме¬ 
нения метода в случае, когда объект обладает запаздыванием и переда¬ 
точная функция объекта имеет вид 

К* Г 2 (/со) - Г 02 С/ш) е ч ' м , (327) 

С/“) у 


где 1^02 (/<*>) — дробно-рациональная функция от м. 
В этом случае 

|/С 2 Г 2 | = І/7г — 


Іт 


^02 (/«о) ; 


Эо (а)) = — [("2") "Ь ^02 (<*>) + 


(328) 

(329) 


Система, имеющая передаточную функцию вида (327), не относится 
к системам минимально-фазового типа, и ее амплитудная и фазовая 
частотные характеристики не связаны друг с другом однозначной зави¬ 
симостью. 

Действительно, из уравнения (328) следует, что логарифмическая 
амплитудная характеристика совершенно не зависит от величины запаз¬ 
дывания т: и что, следовательно, системы с запаздыванием, имеющие 
одинаковые амплитудные характеристики, могут иметь существенно 
отличающиеся фазовые характеристики. Поэтому изложенная выше мето¬ 
дика синтеза, в основе которой лежит предположение о наличии одно¬ 
значной зависимости между логарифмической амплитудной и фазовой 
характеристиками, строго говоря, оказывается уже неприменимой. 

Однако ее обобщение на случай, когда объект обладает запаздыва¬ 
нием и его передаточная функция имеет вид уравнения (327), не пред¬ 
ставляет каких-либо затруднений. 

В п. 3 мы видели, что при конструировании желаемой логарифми¬ 
ческой амплитудной характеристики необходимо сопрягать ее средне¬ 
частотную часть с низкочастотной и высокочастотной частями так, чтобы 
фазовая характеристика Ѳ (со) в точках со 1э и> 2 не выходила из опреде¬ 
ленных пределов, выбираемых из условий качества; при этом для вычи¬ 
сления Ѳ (со) при со 1# о) 2 мы пользовались приближенными формулами 
(265) и (267). 

Все, что нужно сделать теперь, когда объект обладает запаздыва¬ 
нием, заключается в том, чтобы вычислять Ѳ (со) при со =. со 1 по формуле 



а при (і) = о) 3 —по формуле 

т 

2^., <»»> 

г=1 Г 


т 



выбирая для Ѳ(о>) те же допустимые пределы из условий качества, 
которые были выбраны в отсутствие запаздывания. 

После того как желаемая логарифмическая амплитудная характе¬ 
ристика, обеспечивающая заданные условия качества, выбрана, методика 
синтеза, изложенная в п. 3, остается прежней. 
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ГЛАВА XVIII 

ПРИМЕРЫ СИНТЕЗА КОРРЕКТИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ 
СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Поясним методику синтеза корректирующих устройств, изложенную 
в предыдущей главе, на примерах систем автоматического регулирова¬ 
ния, рассмотренных в гл. III. 

1. СИНТЕЗ КОРРЕКТИРУЮЩЕГО УСТРОЙСТВА СИСТЕМЫ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ СКОРОСТИ ГИДРОТУРБИНЫ 

Синтез системы автоматического регулирования скорости гидротур¬ 
бины рассмотрим для случая изменения настройки регулятора скорости. 
Передаточная функция замкнутой системы Ф ( 5 ) по отношению к воз- 



Кь Щ О'и) =К е У е Ош) • Щ(/и) (]ш) 

К а ЦО'фЦ Ц(іы) • К г I (і и) 


Фиг. 65. Упрощенная структурная схема системы автомати¬ 
ческого регулирования скорости гидротурбины. 


действию, представляющему изменение настройки регулятора, связана 
с передаточной функцией разомкнутой системы КѴР(з) соотношением 


Ф(*) = 


КѴГ(8) 

1 +КѴУ(8)' 


Допустим, что передаточная функция КъУѴъ последовательно соеди¬ 
ненных (фиг. 65) объекта ЛЬ№ 2 , гидравлических усилителей и 

центробежного маятника К е Ѵ7 е при отключенном параллельном коррек¬ 
тирующем устройстве К г 2> имеет вид 


К Ь Ѵ/ Ь (8) 


3 ( Т а 3 + 1) (Г*8 + 1) (Т 3 3 + 1) (ф* + ад* + 1) ’ 


(332) 


473 



причем передаточные коэфициенты и постоянные времени, входящие 
в формулу (332), имеют значения: к г = 15, к г = 1, к г = 0,75, к 4 = 5,0, 
| 1= 1,025, Т а = 8,0 сек., 7' 1 = 0,5 сек., Т 2 = 0,2 сек., Г 3 = 0,05 сек. 

Предположим, что необходимо выбрать параметры корректирующего 
устройства К г 2 таким образом, чтобы: 

1) система представляла статическую систему с передаточным коэфи- 
циентом К =15; 

2) переходный процесс при внезапном изменении настройки был 
близок к монотонному и время переходного процесса Т 0 не превышало 
7 сек. 



Фиг. 66. Построение желаемой логарифмической амплитудной 
характеристики системы автоматического регулирования скоро¬ 
сти гидротурбины. 


В соответствии с методикой, изложенной в предыдущей главе, 
построим прежде всего логарифмическую амплитудную характеристику 
Ьт\Кь^ьО^)\ неизменяемой части системы 1 2 . 

Соответствующее построение выполнено штрих-пунктирной линией 
на фиг. 66. 

Перейдем к построению желаемой логарифмической характеристики. 


1 Передаточную функцию центробежного маятника 


К г Щ(8) 


_ кі _ 

2 + 2С 1 7' 1 5 +1 


при принятых значениях 7і, Сі и к г можно представить в виде 
КіѴГі (5) = (0,625$+1) (0,45 + і) • 
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Согласно первому из сформулированных выше требований низко¬ 
частотная асимптота этой характеристики должна быть прямой, парал¬ 
лельной оси частот, и располагаться от нее на расстоянии 23,5 дб 
(так как 201^15 = 23,5). 

Определим приближенно частоту среза и> г при помощи соотношения 

а) ж ^-=0,45 1/сек 
у о 


и через точку проведем среднечастотную асимптоту в виде прямой 
с наклоном —20 дб/дегс. 

Так как переходный процесс должен быть близок к монотонному, 
то необходимо обеспечить значительный избыток фазы Пользуясь 
номограммой на фиг. 4 главы XV, выбираем его равным 65°. 

Сопряжение низкочастотной и среднечастотной асимптот произво¬ 
дим, продолжив их до пересечения друг с другом в точке с (фиг. 66). 

Остальную часть желаемой логарифмической амплитудной характе¬ 
ристики, руководствуясь примечанием III предыдущей главы, построим 

следующим образом. Примем, что при со > она совпадает с харак- 

теристикой Ім\КьѴРь\* и из точки Іт\КьѴРь\ у соответствующей со = 

= -і-, проведем прямую с наклоном —40 дбідек до пересечения 
* 2 

со среднечастотной асимптотой в точке й. 

Проверим теперь, пользуясь формулами (265) и (267) предыдущей 
главы, какой избыток фазы имеет система при некоторых значениях со. 
Кривая Ѳ ле ( а) ) на фиг. 66, построенная при помощи этих формул, пока¬ 
зывает, что требуемый избыток фазы порядка 65° сохраняется до ча¬ 
стоты среза о) с , а при со > ш с быстро падает. 

Воспользовавшись номограммой на фиг. 4 главы XV, мы видим, 
что вследствие этого обстоятельства вещественная частотная характе¬ 
ристика Р(со) будет иметь отрицательный экстремум, равный (—0,38). 
Это может вызвать некоторое отклонение от монотонности, но, пови- 
димому, весьма незначительное. Имея в виду проверить в дальнейшем 
это обстоятельство, перейдем к определению передаточной функции 
корректирующего устройства, остановившись на выбранной форме желае¬ 
мой характеристики затухания Іт\К ж ѴР ж \ (фиг. 66). 

Рассмотрим передаточную функцию КІѴ(з) схемы на фиг. 65 при 
отключенной главной и включенной внутренней обратной связи: 


КѴР(з) 


КУ&ЩКдЪд 

і + К№к ж г 


( 333 ) 


Если предположить, что в интересующем нас интервале частот 


то мы можем написать: 

I ш | ж | к е ѵ? е КіЩКз щ 11 к к щк г г\-\ 

или 



где 

К а ЧГ а *=К№& я 2\ 

К ь ѴГ Ь = К е ѴГ е Кі ЩКе ]Ѵо . 

Из полученных соотношений следует, что для того, чтобы полу¬ 
чить характеристику затухания Ьт\К 2 Щ параллельного корректирую¬ 
щего устройства, нужно: 

1 ) найти характеристику Іт \К а Ѵ7 п \, вычтя из характеристики іт\К ь ]Ѵ ь | 
желаемую характеристику Іт \К Ж ѴР Ж \; 

2 ) вычесть из Іт\К а ѴР а \ характеристику Іт\КьѴРі\. 



Фиг. 67. Амплитудные и фазовые характеристики, соответствующие 
передаточным функциям 

к ь щи»ѵ. КаЧГаѴ»); и 


Первый из только что указанных шагов выполнен на фиг. 66, причем 
характеристика затухания Іт | К г и соответствующая ей фазовая 

характеристика изображены в виде сплошных кривых. 

Из фиг. 66 легко видеть, что 


но 


к г гк к щ= 


3,64(23,65+ 1) 

(75 + 1) (0,25 + 1) (0,055 + 1) * 


тг т ,гт _ 3,75 

5 6 — ( т г& + 1) (Т- 3 5 + 1) — (0,25 + 1) (0,055 + 1) * 
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и> следовательно, 


(334), 


/23,6 5 4- 1 \ 

1 / • 


По полученной передаточной функции [формула (334)], постоянным 
времени и коэфициенту К г устанавливаем, что в качестве корректирую¬ 
щего элемента может быть выбран изодром с параметрами 7 5 = 23,6 сек., 
Г 4 = 7,0 сек. и к ъ = 0,97. 



•320 ’ЗОО -280 •260 ’240 -ПО -200 -180 460 ~Ш0 420 •100 •80 -60 -40 ѲЦГгрп$ 


Фиг. 68. Определение вещественных характеристик замкнутой системы 
при помощи номограммы логарифм амплитуды — фаза. 


В заключение произведем проверку полученных результатов. Для 
этого прежде всего уточним вид логарифмических амплитудной Ьт\КѴ7\ 
и фазовой Ѳ (о>) характеристик всей системы, который получится при 
выбранной нами передаточной функции корректирующего устройства. 

Это можно сделать, найдя по характеристикам Іт\К а ѴР а \ и Ѳ а (а>) 
амплитудную и фазовую характеристики, соответствующие выражению 

„ ] ѵ/ . , так, как это было изложено в главе XII, и сложив 

А~Г *\ а №а (ую) 

затем ординаты полученных таким образом характеристик с ордина¬ 
тами характеристик Ьт | К Ъ ѴР Ь | и Ѳ & . Это построение произведено на 
фиг. 67. 
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Как видно из фиг. 67 и 66, построенные приближенно и точно 
амплитудная и фазовая характеристики для передаточной функции 
/СИ7(/о>) отличаются друг от друга лишь в области относительно 
высоких частот, что практически не оказывает влияния на поведение 
системы. 



Фиг. 69. Вещественная характеристика замк¬ 
нутой системы автоматического регулирования 
скорости гидротурбины. 


Для того чтобы найти кривую переходного процесса системы, 
построим вещественную частотную характеристику Р( а)), пользуясь ха¬ 
рактеристиками Ьт\К\Ѵ\ и 6 (о>) на фиг. 67 и номограммой на фиг. 4 



Фиг. 70. Переходный процесс системы автоматического 
регулирования скорости гидротурбины. 


главы XV. Это построение выполнено на фиг. 68 (см. пунктирную кри¬ 
вую), а сама характеристика Я(о>) приведена на фиг. 69. Переходный 
процесс, полученный методом трапецоидальных характеристик, графи¬ 
чески изображен на фиг. 70. 

Здесь по оси ординат отложено относительное изменение скорости 
вращения гидротурбины Ай. 

Как видно из фиг. 70, переходный процесс является апериодиче¬ 
ским, и время его протекания равно примерно 7,0 сек. 
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Итак, выбранное корректирующее устройство позволяет получить 
систему автоматического регулирования скорости гидротурбины, пол¬ 
ностью отвечающую поставленным техническим требованиям. 


2. СИНТЕЗ КОРРЕКТИРУЮЩЕГО УСТРОЙСТВА СЛЕДЯЩЕЙ 
СИСТЕМЫ КОПИРОВАЛЬНО-ФРЕЗЕРНОГО СТАНКА 


В структурной схеме системы копировально-фрезерного станка пере¬ 
даточная функция К е \Ѵ е сводится к постоянной К е . Передаточная функ¬ 
ция системы с разомкнутой главной обратной связью имеет вид 


К\Ѵ(8) = 


К е К^(з)К г Щ( 8) 
1 +К№(з)К,2 (8) 


(335) 


Положим, что передаточная функция Щ ($) задана нам в виде 




__ 

з(Т / з+\){Т к 8 + \)(Т дв з+1) ’ 


(336) 


где 7/ = 0,008 сек., Тд в — 0,11 сек., Т& = 0,05 сек., = к ъ к^к ь к ь к ч к ь = 
= 960. 

Допустим, что требования качества заключаются в следующем г : 

а) следящая система должна обладать астатизмом первого порядка; 

б) коэфициенты ошибки по отношению к линейной скорости подачи 
^ = 0,005 сек., по ускорению С 2 = 0,04 сек 2 ; 

в) перерегулирование а в переходном процессе при единичном упра¬ 
вляющем воздействии не должно превышать 30°/ 0 ; 

г) время переходного процесса при единичном воздействии не более 
0,6 сек. 

Как и в первом примере, определим вид передаточной функции 
параллельного корректирующего устройства и найдем числовые значе¬ 
ния его параметров, обеспечивающие не только устойчивую работу 
системы, но и приведенные в пп. а — г требования качества. 

По заданным параметрам построим логарифмическую амплитудную 
характеристику Іт Это построение выполнено на фиг. 71. 

Построим желаемую логарифмическую амплитудную характеристику. 
Так как следящая система должна иметь астатизм первого порядка и 

К — = 200 1/сек, то низкочастотная асимптота должна иметь на- 

клон — 20 дб/дек и при ш = 1 иметь ординату, равную 46 дб. 

По заданным значениям а тах и Т тах определим при помощи кривых 
на фиг. 49 предыдущей главы частоту среза ш г : 

о) с = 12 1/сек. 

Через точку проведем прямую с наклоном —20 дбідек . Для того 
чтобы произвести сопряжение полученной таким образом среднечастот¬ 
ной асимптоты с низкочастотной асимптотой, заметим, что приближен- 


1 Приведенные здесь требования качества на следящую систему выбраны 
произвольно и служат лишь для иллюстрации излагаемой методики. 
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ное значение первой сопрягающей частоты при условии, что «1<0 2 , 
определяется соотношением 


°^й ж ^ =0 ’ 1251/сек ’ 

поэтому для сопряжения обеих асимптот проведем через точку низко¬ 
частотной асимптоты, соответствующую найденному значению со х , пря¬ 
мую с наклоном —40 дб/дек до пересечения ее со среднечастотной 
асимптотой в точке, имеющей абсциссу си 2 . 



Фиг, 71. Построение желаемой логарифмической амплитудной характеристики 
следящей системы копировально-фрезерного станка. 


Построение Ьт\К ж № ж \ при ш > выполним следующим образом* 
Продолжим среднечастотную асимптоту до сопрягающей частоты о) 3 = 
= 50 1/сек, после которой проведем прямую с наклоном —40 дб/дек 

до частоты со 4 = у- . При о) > о) 4 выберем наклон характеристики 

Іт\К ж ѴР ж | равным наклону Ьт [ И^|, т. е. — 80 дб\дек. 

Выбрав форму желаемой характеристики, проверим, обладает ли она 
избытком фазы, достаточным для того, чтобы величина а была меньше 30%. 
Как это мы видели в главе XV, при а <; 30°/ 0 желательно иметь избы¬ 
ток фазы порядка 40° при тех значениях ш, при которых 


—16 < 1*т\К ж Ч7 ж \ < 16. 
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Фазовая характеристика Ѳ (со) на фиг. 71, построенная при помощи 
формул (265) и (267) предыдущей главы, показывает, что это условие 
приблизительно удовлетворяется. Поэтому характеристика Іт\К ж Ѵ?ж\ 
на фиг. 71 может служить исходной для синтеза. 

Перейдем к определению характеристики затухания Іт\2. \ коррек¬ 
тирующего устройства. Как это было показано в предыдущей главе, 
характеристика Іт \ 2. \ должна быть обратна характеристике Ьт | К Ж ѴР Ж \ 
в существенном для качества интервале частот, который в рассматриваемом 
случае можно считать заключенным в пределах 0,2 1/сек< ш< 100 1/сек. 



Имея это в виду, получим характеристику Іт\2.\, графически изо¬ 
браженную на фиг. 72. 

Ей соответствует передаточная функция 


г (з) 


52 (0,02 5 -Ы) 
0,55 + 1 


Теперь выберем передаточный коэфициент К г параллельного коррек¬ 
тирующего устройства так, чтобы внутренний контур на фиг. 72 обла¬ 
дал достаточным запасом устойчивости по фазе, скажем, порядка 25°. 
Сложив характеристики Ьт \Щ\ и Ьт 1 2. |, получим характеристику 
Іт | 1, приведенную на фиг. 72. Соответствующая ей фазовая харак¬ 

теристика Ѳ^((о) изображена на той же фигуре сплошной линией. 

31 Коллектив авторов 1309 481 



Найдем точку на Ѳ$ 2 (ш), которой соответствует запас устойчивости 
порядка 25°. Этой точке соответствует частота ш^50 1/сек. Очевидно, 
запас устойчивости по фазе внутреннего контура будет равен 24°, если 
характеристика Ьт\К(№іК г 2\ будет пересекать ось частот при о> = 
= 50 1/сек. Этого можно достигнуть, сместив ранее найденную харак¬ 
теристику Ьт\\Ѵ^\ параллельно самой себе вверх на 17 дб. Отсюда 
следует, что 

— 7,1 (или 17 дб) 
и 

*- = Ш= 0 ' 0148 - 


Итак, 


к % г{$) = 


0,014852 (0,025 + 1) 
(0,55 + 1) 


(337) 


Одна из возможных схем корректирующего устройства, состоящая 
из тахометрического устройства и диференцирующего контура, приведена 
на фиг. 73. 

Передаточная функция этого корректирующего устройства будет 
иметь вид 


к,2(3) 


КТ I (72$ + 1) $2 
(7і* + 1) 


(338) 


Положив в формуле (338) КТ 1 — 0,0148, 7^ = 0,5 сек. и Г 2 =0,02 сек. г 
получим формулу (337). 

В заключение произведем проверку полученных результатов. Уточним 
вид характеристик Ьш\КѴ2\ и 6 (со). Для этого найдем логарифмические 

характеристики для ^ ^ ^ (]<л)К 2Ци>) * П0СТ Р 0ИВ на номограмме фиг. 74 

логарифмическую амплитудно-фазовую характеристику, соответствующую 
передаточной функции ^ • 

Заметим, что 

К е Кі = 200 , 


и, следовательно, 

К е = 0,208. 


Логарифмические характеристики 


іт 


1 

1 + К к ЩК г 2 


ЗГ& [ 1+К г ЩК г 2 


соответствующие передаточной функции | щ (/'о) ' ) К 2 Цы) * най ’ 

деннные при помощи номограммы на фиг. 74, изображены на фиг. 75. 
Сложив их с характеристиками Ьт\К^Щ\ и Ѳе, получим искомые харак¬ 
теристики Ьт\КѴР\ и Ѳ (со) (см. фиг. 75). Нанеся на номограмму 
фиг. 68 значения Ьт\КѴР\ и Ѳ(ш) (сплошной линией), найдем веще¬ 
ственную частотную характеристику Р((о) (см. фиг. 76). 
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Фиг. 74. Амплитудно-фазовая характеристика, соответствующая передаточ¬ 
ной функции —■■ - тѵ . ■ . ^. , нанесенная на номограмму. 

К^Щ(^о)К г 2(]оу) 9 * * 
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Соответствующий переходный процесс изображен на фиг. 77. Как 
видно из фиг. 77, переходный процесс удовлетворяет поставленным 
требованиям, так как Т — 0,58 сек. и а =* 25°/ 0 . 


3. СИНТЕЗ КОРРЕКТИРУЮЩЕГО УСТРОЙСТВА СЛЕДЯЩЕЙ 
СИСТЕМЫ РАДИОЛОКАЦИОННОЙ СТАНЦИИ СЦР-584 


Допустим, что следящая система имеет передаточные функции вида 






(7Ѵ+1) [т^ + 2^+1) ’ 






*(7>5+1) (7*5+1) (Т дв 8+\)> 


(339) 


где Г 3 = 0,013 сек., Г о = 0,01 сек., 7^=0,002 сек., Г* = 0,02 сек., 
Г ав = 0,11 сек. и 5 0 = 0,35. 

Предположим, что требования качества для следящей системы заклю¬ 
чаются в следующем: 

а) система должна иметь астатизм первого порядка; 

б) коэфициент ошибки по скорости С х = 0,005 сек. и по ускорению 
С 2 = 0,0077 сек 2 ; 

в) перерегулирование а при единичном управляющем воздействии не 
должно превышать 40°/ 0 ; 

г) время переходного процесса Т м при единичном управляющем воз¬ 
действии не более Т м = 1,0 сек. 

Дополнительное требование к этой системе заключается в доста¬ 
точно малой ее чувствительности к помехам. Решение это# задачи 
в общем случае требует выбора такой передаточной функции, которая 
обеспечивает наивысшую точность воспроизведения полезного сигнала 
при наличии возмущающего воздействия, заданного статистически. 

Не рассматривая эту задачу подробно (см. об этом в главе XXIII), 
будем считать, что система мало подвержена действию помех, когда 
частота ее среза не превышает со с = 10 1/сек. 

Требуется найти передаточную функцию корректирующего устрой¬ 
ства, обеспечивающего удовлетворение приведенных выше требований. 

Построив прежде всего, как обычно, характеристику Ьт \ѴР е ѴРі\ 
неизменяемой части системы (фиг. 78), перейдем к построению желаемой 
логарифмической характеристики Ьт | К Ж 1Ѵ Ж \ . 

Вид низкочастотной асимптоты, а также первую сопрягающую частоту 
можно найти из требований пп. а и б, так же как в предыдущем 
примере. Выбрав частоту среза ш с равной 9 1/сек, проведем через нее 
среднечастотную асимптоту в виде прямой с наклоном — 20 дб\дек . 
Сопряжение обеих асимптот, а также выбор формы желаемой характе¬ 
ристики Ьт | К ж Ѵ? ж \ при о) > выполним, не забывая примечания III 
предыдущей главы, так, чтобы получить запас в интервале частот, 
в котором — 8 < Ьт | КжУ^ж | < 8 избыток фазы не меньше 20°. Полу¬ 
ченная на основании указанных соображений желаемая характеристика 
Ьт | К Ж ѴУ Ж | приведена на фиг, 80. 
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В рассматриваемом примере требования к коэфициентам ошибки и 
к полосе пропускания не позволили нам построить желаемую характе¬ 
ристику так, чтобы можно было с уверенностью гарантировать выпол¬ 
нение остальных условий качества. Поэтому произведем предварительную 
оценку качества по характеристикам Ьт\К ж Ѵ7 ж \ и Ѳ^. 

Для этого отложим значения ординат этих характеристик на номо¬ 
грамму (см. пунктирную кривую на фиг. 79). 



Фиг. 78. Построение желаемой логарифмической амплитудной 
характеристики следящей системы радиолокационной станции 
СЦР'584. 


Как видно из фиг. 79, (пунктирная линия) максимум вещественной 
частотной характеристики Р (ш) равен 1,6, а минимум — 0,4. Восполь¬ 
зуемся теперь для оценки показателей качества кривыми на фиг. 49 
предыдущей главы. Мы получим а°/ 0 < 40; Т м < 0,95 сек. Следова¬ 
тельно, желаемая логарифмическая характеристика удовлетворяет поста¬ 
вленным требованиям качества. 

Перейдем к определению передаточной функции корректирующего 
устройства. Для этого построим в существенном для качества системы 
интервале частот характеристику Ьт |ІГ|, обратную желаемой Ьт \Ѵ7 Ж \ 
(т. е. Ьт \2\ — — Ьт [ ѴР Ж ( в существенном для качества интервале 
частот). Характеристика Ьт \Е\ построена на фиг. 80. На этой же 
фигуре построена характеристика Ьт \ Ѵ7 і\. 
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Сложив эти характеристики, получим амплитудную характеристику 

Ьт\Щи«>)2и<а)\. 

Теперь вычислим значения фазовой характеристики для передаточной 
функции ^(уа>)2(уа>) и нанесем ее на фиг. 80. 

Переместим вверх характеристику Ьт | Щ (усо) 7. (Усе) | на Ьт[К^К 2 ]. 
Величину КУС* выберем так, чтобы запас устойчивости по фазе на низ- 



и 1/сек 


Фиг. 80. Амплитудная и фазовая характеристики передаточ¬ 
ной функции К& (/<*)) (у аз) и амплитудные характери¬ 

стики передаточных функций ІЩусо) и К ж ѴР ж (/о>) (желае¬ 
мая характеристика). 


кой частоте среза 1 был не менее 12° и на высокой частоте среза 
не менее 24°. Этим условиям удовлетворяет значение К^К г = 26 дб . 
При К^К г = 26 дб запас по фазе в низкой частоте среза равен 15° и 
в высокой частоте среза 44°. Определим вид передаточной функции кор¬ 
ректирующего устройства по логарифмической амплитудной характери¬ 
стике Іт \К 2 2 (/со) I. 

Передаточная функция будет 


К г 2. (/<■>) = 


К г 8ЦТ Ь 8^\)8(Т д ^ + \) 

(Г Я *+1)(Г*«+1)*(Г**'+1) 


(340) 


1 Низкой частотой среза называется меньшая из двух частот, при которых 
логарифмическая амплитудная характеристика, в данном случае 
пересекает ось частот. Соответственно высокой частотой среза называется 
большая из двух указанных частот. На фиг. 80 вверху построена амплитудно¬ 
фазовая характеристика К$и^(/«>) (/<»>), где показаны запасы устойчивости 

пр фазе 7 ^, у в низкой и высокой частотах среза. 
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Фиг. 8! Схема корректирующего устройства 



Фиг. 82. Амплитудные и фазовые характеристики внутреннего за¬ 
мкнутого контура и передаточных функций К\Ѵ (/о>) и 






















Постоянная времени Г* выбрана близкой к постоянной времени 7^. 
Если подставить численные значения постоянных времени, то фор¬ 
мула (340) может быть переписана в виде 


ѵ 7п у К&Ч0ХГ8+ 1)8 (0,0228+ 1) 

Л ^ ~ (0,565 + 1) (0,265 + 1)2 (0,00175 + 1) ' 


(341) 


Коэфициент К 2 определяется по формуле 



а 


іо 


05 


о 0,? 0* 0.6 0.8 1,0 12 (сел 

Фиг. 83. Переходный процесс следящей системы. 

По уравнению этой передаточной функции найдем вид корректирую¬ 
щего устройства. 

Выбранное нами корректирующее устройство состоит из мостика и 
стабилизирующего контура (фиг. 81). 

На фиг. 82 построим амплитудную и фазовую характеристики для 
передаточной функции К Ь ѴР Ь {М). 

Сложив эти амплитудную и фазовую характеристики с амплитудной 
и фазовой характеристиками замкнутого контура ^ ^ ^ , 

получи^ результирующие характеристики для КѴР (] со). 

Нанесем на номограмму фиг. 79 значения амплитуд и фаз функции 
КѴ7 (уш). Соединив их сплошной линией, получим вещественную частот¬ 
ную характеристику Р(ш) (показана на фиг. 76 пунктирной линией). 

По характеристике Р(о)) вычисляем переходный процесс (фиг. 83). 

Как видно, время протекания переходного процесса Т м =1,0 сек. 
при а = 35°/ 0 . Итак, выбранные параметры корректирующего устрой¬ 
ства обеспечивают удовлетворение требований, предъявляемых к этой 
следящей системе. 




ГЛАВА XIX 


СВЯЗЬ МЕЖДУ КАЧЕСТВОМ ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА 
И РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ НУЛЕЙ И ПОЛЮСОВ ПЕРЕДАТОЧНОЙ 

ФУНКЦИИ 

В настоящей главе мы рассмотрим связь между распределением 
нулей и полюсов передаточной функций системы и аналитическим выра¬ 
жением, определяющим переходный процесс, изложим методы опреде¬ 
ления основных характеристик распределения корней характеристиче¬ 
ского уравнения и способы оценки при помощи этих характеристик 
показателей качества переходного процесса при простейших типах 
начальных условий. 

В связи с тем, что, как это будет показано, большое влияние на 
качество переходного процесса имеет расположение нулей передаточной 
функции относительно ее полюсов, а также расположение полюсов 
комплексного спектра внешнего воздействия, заключительная часть главы 
посвящена анализу этого вопроса и формулировке рекомендаций по 
выбору рационального распределения нулей и полюсов передаточной 
функции по отношению к заданному спектру внешнего воздействия. 


1. ОБЩИЕ ВЫРАЖЕНИЯ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ ПЕРЕХОДНЫЕ 

ПРОЦЕССЫ 


Рассмотрим общие выражения (189) главы V для преобразования 
Лапласа X ($) переменной х (і), характеризующей протекание переход¬ 
ного процесса в исследуемой системе. Полагая, что преобразование 
Лапласа ^(5) для воздействия / {і) представляет дробно-рациональную 
функцию от 5 вида 

= ( 342 ) 


• где Р г ($) и Р 2 ($) полиномы от 5, мы можем, подставляя 
(342) в (189), написать: 


Х(з) 


М(з)Р г (з) , М н (з) 
Ь(8) Г 2 (3) "Г" 0(5) • 


формулу 


(343) 


Разложив многочлены 0(5), М($), /^(5) и Р%(8) на множители и 
обозначив нули О ($) через X, а их число через п, нули М (5) через у, 
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а их число через /я, нули Р г (§) через а, а их число через р., нули 
Р 2 ($) через р, а их число через ѵ, получим 

Г> (я) — а т (з-~ Х 2 ) (5— X,) ... (я Х л ); 

М (я) = Ь т (5 — ?,) (5 — Тг) • • • О — т*) ; 
р \ («) —А ($— °і) (5 — » 2 ) • • • («— °и.); 

Р г (я) = А ( 8 — Рі) ( 5 Рг) • • • ( 5 Р»)> 


положив у- =/ 0 , будем иметь 

Ь т ( 8 ~ Ті)($ — Тг) ••• 
^ 8 ' ~ а п (я — Х^я — Х 2 )... (я 


(я — 1 т) , ($—■ а і) (я — °а) 
— Хл)-' 0 (я— Рі)(5 — Рг) 


,_ЛМя)_ 

" Г а„ (я—Х^ (я—Х 2 )... (я — Х л ) 


(*-«») | 
(«-Рѵ) “ Г 

(344) 


Это выражение ясно показывает, что в общем случае преобразование 
Лапласа Х(з) для изменения регулируемой величины в переходном про¬ 
цессе зависит от следующих факторов: 

1) распределения полюсов X передаточной функции (корней характе¬ 
ристического уравнения); 

2) распределения нулей у передаточной функции; 

3) вида возмущающего воздействия {(і) (нулей а и полюсов р его 
изображения); 

4) начальных условий [вида функции М н ($)]; 

5) постоянных коэфициентов а п ,Ь т и / 0 . 

Применим к уравнению (344) обратное преобразование Лапласа, 
предположив для простоты, что все нули Б (з) и Р 2 ($) простые. 

Пользуясь формулой (196а) и группируя отдельно члены, соответ¬ 
ствующие полюсам X передаточной функции, полюсам р преобразования 
Лапласа /^(5) для воздействия и начальным условиям, получим 


*(/): 


МММ*} р 
~ 2 лО'<кдР а(Х,) 

і=1 


Х^ 


+22 


ЩрдРЛрк) 


“0(? к )Р 2 ( 9к) 


+1% 




і=і 


(X,) 


(345) 


Если преобразование Лапласа Р (я) возмущающего воздействия имеет 
один полюс в начале координат, т. е. если 

Р(*)= И Р П 00 =А (« — Р») (« — Рз) • • • ( 5 — РО. 

то выражение для регулируемой величины примет вид 


х(() 


м (0) Р, (0) VI ММ/Чр») Р*' , 
О(0)г г1 (0) 


+ 2 

і= і 


^(>/)Рі(Х/) 
О' (Х,)^,(Х,) 



м № а,) 
О' (X/) 


.ѵ. 


(346) 
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Обозначим постоянные 

м (0) Г г (0) М ( Рк ) Р, ( Рй ) . М (А,) Р х (А,) „ 

Оф)Ъі(О) ~ х ( с °)> р л О(р^р' і( р,)“ ^’ 0'(^)^2 (У 

И АМ>«) л 

О' (*/) = “ " г 

Выражение (346) получит вид 

*(/) = *(»)+ 2С«*'*' + 2 С «.‘ > ''+І;с„. 1 ''. (347) 

к= 2 / = 1 / = 1 

Первые два члена представляют вынужденную составляющую реше¬ 
ния, определяемую полюсами преобразования Лапласа Г($) возмущающего 
воздействия /(/). 

В данном случае при наличии полюса этого преобразования в начале 
координат и при М (0) /^(0) Ф 0 вынужденная часть решения имеет 
постоянную составляющую л;(оо). Обозначим вынужденную составляю¬ 
щую решения через х в (і): 

к =2 

Последние два члена решения (347) представляют собственную 
составляющую, определяемую полюсами передаточной функции системы. 
Первый из них определяет собственные движения, возникающие в системе 
под влиянием возмущающего воздействия, и зависит от его вида. Эта 
составляющая имеет место и при нулевых начальных условиях. Иногда 
ее называют собственной сопровождающей составляющей [13]. Обозна¬ 
чим ее х с (і). 

Последний член решения целиком определяется передаточной функ¬ 
цией системы и начальными условиями и носит название свободной 
составляющей решения. Обозначим ее х св (і). Тогда в общем виде реше¬ 
ние диференциального уравнения процесса регулирования можем записать: 

х(1) = х в (і) + х с Ѵ)+х св ((). (348) 


2. АНАЛИЗ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КОРНЕЙ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО 

УРАВНЕНИЯ СИСТЕМЫ И ОЦЕНКА КАЧЕСТВА ПЕРЕХОДНОГО 

ПРОЦЕССА 

Как уже отмечалось выше, часто о динамических свойствах систем 
автоматического регулирования судят по характеру переходных процессов, 
которые протекают в системе при единичном ступенчатом возмущающем 
воздействии и при нулевых начальных условиях. 

При этом 

^(5) = і-; Ж„(5) = 0, 


и общее выражение (343) для преобразования Лапласа X (5) сводится к виду 


V (с\ — ^ (^) == ($ ті) —7°) • • • ($ ‘ 7т) 

Ѵ } 80 (8) а п 8 (5 — Х 2 ) (5 —Х 2 ) ... (5 — І п ) 


(349) 
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Это выражение показывает, что существенное и определяющее 
значение для переходного процесса, а следовательно, и для основных 
показателей его качества имеют как полюсы, так и нули передаточной 
функции. Поэтому в общем случае анализ лишь распределения корней 
характеристического уравнения (полюсов передаточной функции) не может 
дать правильного представления о характере переходного процесса. Тем 
не менее в литературе большое внимание уделяется исследованию рас¬ 
пределения корней характеристических уравнений и оценке качества 
переходных процессов по основным показателям этого распределения 
при простейших типах начальных условий [обычно при л;(0) = 1, 
х 9 (0) = хГ (0) = ... = - Ѵ(0) = 0]. 

О том, что подобное исследование не всегда может дать правильное 
представление о процессах, протекающих в реальной системе, может 
свидетельствовать хотя бы такой пример: одинаковые, тождественные 
характеристические уравнения могут иметь статическая и астатическая 
системы регулирования; несмотря на то, что переходные процессы 
в таких системах при ступенчатом возмущающем воздействии принци¬ 
пиально отличаются друг от друга, оценки качества переходных процес¬ 
сов, полученные лишь на основании исследования распределения корней 
характеристического уравнения при простейших типах начальных условий, 
будут одинаковыми. 

Правда, для любой системы можно найти определенные начальные 
условия, при которых свободные колебания, найденные по характеристи¬ 
ческому уравнению, будут соответствовать переходному процессу 
в реальной системе, протекающему при единичном ступенчатом возму¬ 
щающем воздействии и нулевых начальных условиях. При этом началь¬ 
ные условия получаются обычно достаточно сложными, и оценка каче¬ 
ства процесса по распределению корней характеристического уравнения 
усложняется. 

Отдавая себе в этом полный отчет, мы все же рассмотрим здесь 
методику определения начальных условий, позвол яющ их получить 
колебания, совпадающие с переходным процессом в системе при единичном 
ступенчатом воздействии (см. [1] и [8]), поскольку этот вопрос имеет 
самостоятельный интерес. 

При применении преобразования Лапласа начальные значения функции 
времени (регулируемой величины) х{і ) и ее производных могут быть най¬ 
дены непосредственно по изображению этой функции Х(з), без примене¬ 
ния обратного преобразования Лапласа, с помощью предельного перехода: 

х (СН~) — Пт зХ(з); 

$->■00 

х' (0+) == Нт «[«Л!'(5) — х (0+)]; 

$-*со 

х" (0"Ь) = Ііт 5 [$ 2 X ($) — 8х (0+) — *' (0+)]; 

$-*-оо 


х п (0+) = Ііт 5 [$ л Х(з) — $ л-1 л(0+) — . .. — лК л_1 ) (0+)]. 

$-*-оо 
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Приведенные соотношения следуют из формул (138) главы V, если 
в них заменить /(I) через х (і) и воспользоваться теоремой о начальном 
значении [см. формулу (147), главы V]. 

По преобразованию Лапласа Х(з) при помощи теоремы о конечном 
значении [см. формулу (144) главы V] может быть найдено и предельное 
значение функции времени х(/)> к которому она стремится при 1, стре¬ 
мящемся к бесконечности [если зХ (з) — функция аналитическая в правой 
полуплоскости и на мнимой оси, что для устойчивых систем, к которым 
приложено единичное воздействие, всегда выполняется]. 

Действительно, 


х (оо) = ІітзАХз). 
о 

Для рассматриваемого случая, когда Х(з) — ~щ ^ 9 будем иметь 


х (со) — Пт 




5-0 


й(з) 


= Ііт 

5-0 


Ь т 4* • • • + 


хт -?хШ 


а п 8 п +... + а 0 

= Ц т »< - ±^± 4>; 

5—00 ап $ п а о * 


а 0 


при т < п 


при м = п— 1 


х (0) = 0; 

У(0) = ^. 


Для этого же 


случая имеем 
'зМ (з) 


х" (0) Ііт 5 Г^Йтт — 0 — — 

Ѵ %->ос 1°(«) а п\ 


а п Ь т- 


■ 1 Ь т 


и т. д. 

Найденные таким образом значения х (оо), х (0"Ь), х' (0+).. .л: (л-1) (0+) 
могут быть использованы для определения таких начальных условий, 
при которых свободные колебания системы протекают так же, как пере¬ 
ходный процесс, вызванный в исходной системе воздействием в виде 
единичной ступенчатой функции. 

Чтобы убедиться в этом, следует лишь установить связь между 
процессами, протекающими в том и другом случае. 

Нетрудно видеть, что переход от одного процесса к другому сво¬ 
дится лишь к переносу начала координат на величину конечного зна¬ 
чения х ( оо ), к которому будет стремиться регулируемая величина при 
единичном ступенчатом воздействии и при нулевых начальных усло¬ 
виях. Следовательно, все производные х' (^), х" (/),... в том и дру¬ 
гом случае будут одинаковыми в течение всего процесса, в том числе 
и в начальный момент при /=0+, а величина отклонения регулируемой 
величины при свободных колебаниях х св (і) будет связана с отклоне¬ 
нием х(і) при ступенчатом воздействии соотношением 


х св (О = х{і)+х (0), 
где х (0) = — л:(со) = — Ііт $Х ($). 

5-0 


495 



Сопоставление переходного процесса при типовом ступенчатом воз¬ 
действии и свободных колебаний, найденных по характеристическому 
уравнению системы при соответствующих начальных условиях, показы¬ 
вает, что в общем случае начальные условия получаются сложными и 
сильно отличаются от тех типовых начальных условий, которые обычно 
применяются при оценке качества переходных процессов по распреде¬ 
лению корней характеристического уравнения. 

Только в том случае , когда передаточная функция системы 

У ($) = ~ не имеет нулей , т. е . когда ее числитель представляет 

постоянную величину , не зависящую от $, качество переходного про¬ 
цесса вполне допусти чо оценивать по распределению корней харак¬ 
теристического уравнения при простейших типовых начальных 
условиях 

Рассмотрение этого частного, но распространенного случая и будет 
представлять ближайшую цель дальнейшего изложения. 


3. ХАРАКТЕРИСТИКИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛЮСОВ ПЕРЕДАТОЧНОЙ 

ФУНКЦИИ 

Итак, условимся рассматривать далее системы автоматического регу¬ 
лирования, имеющие передаточные функции вида 

где В(з) — полином от 5, имеющий все нули, расположенные в левой 
полуплоскости. 

Для точного определения кривой переходного процесса, вызванного 
единичным ступенчатым воздействием, нужно знать расположение всех 
полюсов передаточной функции. Однако для приближенного определения 
характера переходного процесса, для оценки его качества в большин¬ 
стве случаев достаточно определить область, внутри которой располо¬ 
жены полюсы передаточной функции в плоскости комплексного пере¬ 
менного. Эту область можно ограничить по-разному. 

Наиболее просто ее представить в виде фигуры, ограниченной 
дугами окружностей с радиусами, равными наибольшему и наименьшему 
из модулей полюсов передаточной функции системы, и отрезками лу¬ 
чей, проведенных из начала координат через ту пару комплексных 
сопряженных полюсов, которая дает наибольший угол 2ф, заключенный 
между этими лучами (фиг. 84). 

При грубой предварительной оценке области распределения полюсов 
такое ограничение этой области весьма удобно, поскольку приближен¬ 
ная оценка границ, внутри которых заключены модули полюсов пере¬ 
даточной функции (нулей знаменателя ее), как мы увидим в дальнейшем, 
очень проста [2]. 

Однако вычисление модулей полюсов с достаточно высокой точ¬ 
ностью представляет затруднения. Поэтому обычно область распреде¬ 
ления полюсов передаточной функции ограничивают равнобокой трапе¬ 
цией, на сторонах и основаниях которой расположено хотя бы по 
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одному полюсу, а вне ее не содержится полюсов. Стороны такой трапеции 
образуются отрезками лучей, проведенных через начало координат, 
а основания представляют отрезки параллельных мнимой оси прямых, 
заключенные между этими лучами (фиг. 85). 

Если все полюсы передаточной функции вещественны, то область 
расположения полюсов такой передаточной функции вырождается в отре¬ 
зок действительной оси, заключенный между наиболее удаленным от 
начала координат и наиболее близким к нему полюсами. 

Ограниченную таким образом 
область расположения полюсов переда¬ 
точной функции вполне определяют 
три существенные величины: 


Фиг. 84. Границы области располо- Фиг. 85. Границы области распо- 
жения полюсов передаточной функ- ложения полюсов передаточной 

ции системы. Заданы ф, М и т. функции системы. Заданы ф, 7) и ?. 

1) абсолютное значение вещественной части полюса, ближайшего 
к мнимой оси т|; эта величина носит название степени устойчивости 1 [6]; 

2) абсолютное значение вещественной части наиболее удаленного от 
мнимой оси полюса; 

3) угол 2ф, внутри и на границе которого расположены все полюсы 
передаточной функции; тангенс половины этого угла = называют 
колебательностью системы [5]. 

Как увидим дальше, для некоторых частных случаев распределения 
полюсов передаточной функции системы можно получить более или 
менее точные оценки качества переходного процесса при определенных 
простейших начальных значениях 2 . Поэтому целесообразно классифициро¬ 
вать возможные распределения полюсов передаточной функции и типы 
начальных значений. 

Примем следующую классификацию распределения полюсов переда¬ 
точной функции, предложенную А. А. Фельдбаумом [5]: 

класс 0 — все полюсы вещественные; 

1 Степень устойчивости не имеет ничего общего с запасом устойчивости, 
под которым обычно понимают наименьшее изменение того или иного пара¬ 
метра (или характеристики) системы, при котором нарушается ее устойчивость. 

2 Т. е. значениях, которые функция х ( і ) и ее производные имеют в момент 
времени / = 

32 Коллектив авторов 1309 
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Класс О 


I 


Подкласс й 


класс I — среди полюсов имеется только одна пара комплексно 
сопряженных полюсов; 

класс II — имеются две пары комплексно сопряженных полюсов 
и т. д. 

При этом число вещественных полюсов не ограничивается. 
Целесообразно, кроме того, ввести и подклассы распределения [10]. 
Отнесем к подклассу А такое распределение полюсов, при котором 

ближе всего к мнимой оси лежит 
пара комплексно сопряженных по¬ 
люсов, и к подклассу Б такое рас¬ 
пределение, при котором ближай¬ 
шим к мнимой оси является веще¬ 
ственный полюс (фиг. 86). 

Изучение распределения корней 
характеристического уравнения в 
теории автоматического регулирова¬ 
ния впервые было произведено осно¬ 
воположником теории регулирова¬ 
ния И. А. Вышнеградским. 

Среди всего многообразия воз¬ 
можных начальных значений, если 
следовать излагаемому ниже методу, 
целесообразно выделить ряд типовых. 

Излагаемый метод связан с вве¬ 
дением понятия так называемых 
единичных начальных значений. 
Будем называть единичные на- 
\ Класс П чальные значения начальными значе¬ 
ниями типа 0, если начальное откло¬ 
нение регулируемой величины 


Подкласс 5 


Класс1 


1. . 1 

Подклассй 

і 

1 

1 

і 


1 


і 


і 

і 

і 

1 

Подкласс 6 

і і 

і 



Фиг. 86. Классы распределения полю¬ 
сов передаточной функции системы. 


Х(0): 


*( 0 ) = * 0 = 

а его п — 1 производных равны нулю: 
л;'(0) = л;" (0) = ... = (0) = 0; 

типа I, если 
*'(0)=* а = 1, 

х” (0) = . . . — *(я-і) (0) = 0; 


типа п — 1, если 

•*г (л-1) (0) = Хп-\ — 1, 

а 

х(0) = х' (0) = ... = *( я - 2 > (0) = 0. 

Оценки качества переходных процессов, полученные при единич- 
ных начальных значениях, в ряде случаев могут быть распространены 
и на другие процессы при более сложных типах начальных значений. 
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4. МЕТОДЫ ОТЫСКАНИЯ ОСНОВНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛЮСОВ ПЕРЕДАТОЧНОЙ ФУНКЦИИ 

Для точного вычисления кривой переходного процесса необходимо 
знать положение всех корней характеристического уравнения. Для 
уравнений высоких степеней эта задача решается лишь приближенно. 

Существует большое число различных методов приближенного опре¬ 
деления корней. Однако здесь мы не будем затрагивать этих вопросов. 

Рассмотрим методы определения основных характеристик распре¬ 
деления полюсов передаточной функции, или, что то же, корней 
характеристического уравнения системы — верхней и нижней границ 
мотулей корней, степени устойчивости т], вещественной части наиболее 
удаленного от мнимой оси полюса & и колебательности = не 
требующие вычисления всех корней характеристического уравнения. 

Характеристическое уравнение системы возьмем в виде 

= -|- ... + а^-І- а 0 = 0. (350) 

Для определения основных показателей распределения корней 
характеристического уравнения нет необходимости вычислять все корни. 

Для приближенной, предварительной оценки области расположения 
корней характеристического уравнения, как уже отмечалось, целесооб¬ 
разно вычислить границы, внутри которых расположены модули корней 
уравнения. Известные теоремы высшей алгебры [2] позволяют решить 
эту задачу. 

Верхняя граница М модулей всех действительных и комплексных 
корней характеристического уравнения определяется выражением 

1 + (351) 

а п 

где а п — старший коэфициент уравнения п- й степени; 
а ь тах — наибольший из модулей остальных ко^флциентов уравнения. 

Например, для уравнения 

2 $ 3 + 3$ 2 -і-5$+10 = 0 

получим 

м< 1 +-^. = 6 . 

Полезно иметь в виду теорему Какейя [ 2 ], которую мы приведем 
без доказательства: если коэфициенты уравнения 

= ^ + ... +а 0 = 0 

все положительны и строго убывают, т. е. 

а п > я л _ і > . . . > о 0 > 0, 

то все его корни, как действительные, так и комплексные, лежат 
внутри единичного круга, т. е. по модулю меньше единицы. Если же 
коэфициенты уравнения строго возрастают (0 < а п < а п ^\ < . . . < а 0 ), 
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то все корни лежат вне единичного круга, т. е. по модулю больше 
единицы. 

Более интересные результаты дает обобщение теоремы Какейя [2]. 
Если все коэфициенты уравнения О ($) = 0 строго положительны 
и если все отношения последующего коэфициента к предыдущему 
а к _| 

- заключены между положительными числами т и М (0 < т < 

а к 

'О' и і . 

< -< М; к — 1, 2, . . п ), то модули корней уравнения \ к заклю- 

а к 

чены между теми же числами т и М: 

т<\\\<М. (352) 

Пример . Для уравнения 

о ($) = $ 5 + 3$ 4 + $ 3 + 2$ 2 + 3$ + 2 = О 

1 3 2 

отношение коэфициентов будут соответственно равны 3; ; 2; 

о А о 

Отсюда т = и М = 3. Поэтому для любого корня уравнения \ к будет спра¬ 
ведливо неравенство 



К сожалению, рассмотренные теоремы нередко дают слишком рас¬ 
ширенные границы области распределения корней характеристического 
уравнения, и при точных расчетах использовать полученные соотношения 
нецелесообразно, несмотря на всю их простоту. Поэтому чаще опре¬ 
деляют область распределения корней характеристического уравнения, 
вычисляя степень устойчивости т] и вещественную часть наиболее 
удаленного от мнимой оси корня 5. 

Для определения степени устойчивости можно воспользоваться 
следующим методом, разработанным Я. 3. Цыпкиным и П. В. Бром¬ 
бергом [ 6 ]. 

Если передвинуть мнимую ось плоскости корней характеристиче¬ 
ского уравнения влево на величину т], равную степени устойчивости, 
то по меньшей мере один вещественный корень или пара сопряженных 
комплексных корней попадет на мнимую ось, и система окажется на 
границе устойчивости. При. этом старший определитель Гурвица обра¬ 
тится в нуль. Таким образом, приравнивание нулю старшего определи¬ 
теля Гурвица характеристического уравнения со смещенной влево на 
величину т) мнимой осью дает уравнение для определения степени 
устойчивости системы. 

Выполним указанные операции. 

а) Сместим мнимую ось плоскости корней характеристического 
уравнения влево на неизвестную пока величину т). Для этой цели 
положим 8 —г — т] и подставим в характеристическое уравнение 

° ( г ) = {г — 7 ])" + а„_ і (г — -г\) п ~ 1 + ... + а г (г — т)) + а 0 = О 

или 
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0(г) = г п -{-А п - 1 г п - 1 +.... 0. 


(353) 



Коэфициенты полученного уравнения можно вычислить по формуле 


Л* 


0 (к) (-•>)) 
й! ’ 


где 




б) Приравняем нулю старший определитель Гурвица Д Л уравне¬ 
ния (353), который можно представить в виде 

Д я = Д я _іЛ 0 = 0, (354) 

где Д/і —1 — предпоследний определитель Гурвица того же уравнения. 

При этом могут быть два случая: 

1 ) л 0 = 0; Д л _і > 0, и все остальные условия устойчивости Гурвица 
соблюдаются; 

2) Д л _і = 0; А 0 > 0, и все остальные условия устойчивости Гурвица 
соблюдаются. 

В первом случае один вещественный корень характеристического 
уравнения (353) лежит в начале координат, а все остальные — в левой 
полуплоскости. При этом имеет место такое распределение корней 
характеристического уравнения (350), при котором ближайшим к мнимой 
оси является вещественный корень (распределение подкласса Б). Степень 
устойчивости системы — абсолютная величина этого корня — определяется 
наименьшим положительным корнем уравнения ^4 0 = 0. 

Во втором случае два сопряженных корня уравнения (353) лежат 
на мнимой оси, а все остальные — в левой полуплоскости. 

Среди корней характеристического уравнения (350) ближайшей 
к мнимой оси будет пара комплексных корней (распределение под¬ 
класса А). Степень устойчивости системы будет определяться наименьшим 
положительным корнем уравнения 

Д л — і =0. 


Следует отметить, однако, что трудность определения степени 
устойчивости т] в общем случае такая же, как и определения корней 
исходного характеристического уравнения, так как уравнения Л 0 = 0 
и Д л _і == 0 получаются той же степени относительно ѵ), что и исходное 
уравнение В ($) =0 относительно 5. 

В качестве примера рассмотрим характеристическое уравнение 
третьей степени 

О ($) — 5 3 + а і 8 + Яо = (355) 


Нормируем это уравнение, заменив переменную: 


Здесь 


з = ]/а 0 у; 

О 00 = у -(- Ау 2 + Ву + I = 0. 


А = 



В — 


а х 



(356) 
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параметры Вышнеградского, полностью определяющие уравнение третьей 
степени. 

Степень устойчивости исходного уравнения (355), которую обо¬ 
значим т]*, будет связана со степенью устойчивости нормированного 
уравнения (356; ѵ) соотношением 



Сместим мнимую ось в плоскости у влево на величину т], произведя 
замену у = г — тр 

О (*) = + л 2 * 2 + А х г + Л 0 = 0. (357) 

Здесь 

А 2 = А — Зу]; 

Л 1 = =:37 ] 2 — 2 Лу] + В; 

Л 0 = — ц 8 + Лт ) 2 — Вт) + 1. (358) 

Приравнивая нулю свободный член уравнения (357) А 0 или пред¬ 
последний определитель Гурвица Л 2 Л 1 — А 0 , можно определить степень 
устойчивости системы по заданным коэ рициентам А и В уравнения (356) 
(или по коэфициентам исходного уравнения а 0 , а г и а 2 ), причем 
остальные неравенства Гурвица позволяют определить из условий их 
совместности, какой из указанных выше двух случаев распределения 
корней имеет место. 

Однако, вместо того чтобы для каждого конкретного случая опре¬ 
делять степень устойчивости системы, целесообразно на диаграмму 
Вышнегрпдского в координатах ( А , В) (см. главу XI) нанести линии 
равной степени устойчивости В — / (А) п=соп $х [ 6 ]. 

Пользуясь такой диаграммой, можно непосредственно решать две 
задачи: 

1 ) по заданным коэфициентам характеристического уравнения АиВ 
определять степень устойчивости т|; 

2) по заданной степени устойчивости определять коэфициенты А 
и В , которые должно иметь характеристическое уравнение. 

Рассмотрим методику построения такой диаграммы. 

Для первого случая распределения корней (для подкласса Б) имеем 
Л 0 = 0; А г > 0; Л 2 > 0* или, учитывая уравнения (358), 

А 0 = -ц* + А-ц*-Вц+1= 0; 

А 1 = Зуі 2 -2Ауі-\-В >0; 

А 2 — А — Зт) > 0. 

Рассматривая т] как параметр, получим в плоскости (Л, В) одно¬ 
параметрическое семейство кривых В= /(Л), в данном случае прямых 

* =в Т _ ‘ ч * + іИ ’ (359) 


* При этих условиях предпоследний определитель Гурвица Д 2 —» АіА 2 — Л 0 
всегда будет положительным. 
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которые должны быть нанесены только в той части плоскости, где 
выполняются приведенные неравенства. Границы этой области получим, 
приравняв нулю левые части неравенств и представив уравнения границ 
в параметрическом виде. 

Уравнение граничной кривой Р (фиг. 87) в параметрическом виде 
получим, решая совместно А 0 = 0 и Л 2 = 0: 


А = 3т) 

В = — + 2іі 2 

г, 1 


при 7] < 1. 


После исключения т) уравнение кривой Р примет вид 


2А 2 — §АВ + 27 = 0. 

Уравнение граничной кривой (2 
іучим, 
и А г = 0: 


получим, решая совместно А 0 = 0 


А = 2і ] + 4 


В=—+ 7) 2 

і) 1 » 


при 7) < 1. 


После исключения т] уравнение 
кривой (2 получит вид 

4(ЛЗ-{-#3)_ Л 2д2__ 18ЛЯ-І- 

+ 27 = 0. 



Фиг. 87. Диаграмма Вышнеградского 
с нанесенными линиями равной сте¬ 
пени устойчивости. 


Таким образом, семейство пря¬ 
мых должно быть нанесено в верхней 
части плоскости над граничной кривой, состоящей из двух участков Ри (}. 


Параметрические уравнения А = 


:2і 1 + 4- И # = -! + 1) 2 прит)>1 


определяют кривую /?, которая вместе с кривой 0 ограничивает область 
апериодической устойчивости, соответствующую всем вещественным 
корням характеристического уравнения. Границы этой области были 
найдены еще Вышнеградским. 

Для второго случая распределения корней (для подкласса А) имеем 
А 2 А 1 — А 0 = 0; А 0 > 0; А 2 > 0. 

Учитывая уравнения (358), получим уравнение кривых равной степени 
устойчивости 

(А — Зт]) (Зт) 2 — 2Лт] + Я) + т) 3 — Лт) 2 + — 1 =*» 0 


или 




( 360 ) 


яоз 



Эти кривые должны быть ненесены в той части плоскости, в кото¬ 
рой выполняются неравенства 

А 0 = — г, 3 + Лт) 2 — Вг\ + 1 >0; 

Л 2 = А — Зт] > 0. 

Нетрудно видеть, что верхней границей этой области являются 
кривые Р и С?, уравнения которых нами уже найдены. 

При г} —0 уравнение (360) вырождается в уравнение гиперболы 
И. А. Вышнеградского 

АВ = 1, 

представляющее уравнение границы области устойчивости. 

Кривые, построенные по уравнению (360), и прямые, построенные 
по уравнению (359), для постоянного значения т), образуют замкнутые 
линии равной степени устойчивости. 

Максимально возможное значение степени устойчивости т] для 
нормированного уравнения получается при А — В = 3 и равняется 
единице. 

Определение абсолютной величины вещественной 
части наиболее удаленного от мнимой оси корня ха¬ 
рактеристического уравнения. Эту задачу можно свести 
к задаче определения степени устойчивости. Для этой цели необходимо 
сдвинуть мнимую ось влево на величину % заменой 8 = г — при этом 
все корни характеристического уравнения окажутся в правой полу¬ 
плоскости за исключением корней, имевших вещественную часть, 
равную —5, которые будут расположены на мнимой оси. Затем все 
корни переводим из правой полуплоскости в левую заменой г на —г 
и поступаем точно так же, как и при определении степени устойчивости. 
Теперь вместо уравнения (353) мы будем иметь уравнение 

(—1 )"*" + (—1 у -М я _ і г"- ч- ... + Л 2 гг 2 — А,г + = 0> (.361) 


где 


А к 


о (/г) (-е) 

к\ 


Уравнением для определения 6 будет 

\ = Д 0 Ал-і — 0. 

Рассмотрим характеристическое уравнение третьей степени (355). 
Заменив 8 = г — ?, а затем подставив — г вместо г и умножив 
уравнение на —1, получим 

г 3 — А г г г -|- А г г — А 0 = 0. (362) 

Если на мнимой оси будет действительный корень этого уравнения, 
то, так же как и при определении степени устойчивости, будем иметь 

і4 0 = —6 8 + і46 2 — В5 + 1= 0; 

А г = 3| 2 — 2А% + /? > 0; 

А 2 = А — 3$<0. 
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Кривые равных значений ? = соп${ буд^т определяться уравнением 

в = - ? + ы , (363) 

аналогичным уравнению (359), однако оба неравенства выполняются 
в иной области — в области, ограниченной кривыми Р, Р и гиперболой 
Вышнеградского. В этой области и следует начертить семейство 
кривых (прямых) по уравнению (363) (фиг. 88). 

В том случае, когда на мнимую 
ось попадают комплексные корни, 
получаем 

Л,Лі — Л = 04 — 35)(36* — 

— 2 А\ + В) + %* — А%* + 

+ В% — 1=0; 

А 0 =~?-\-АР — 3$ + 1 < 0; 

А І= =А — 3$<0. 

При этом кривые равных значе¬ 
ний ? = сопзі будут определяться 
уравнением вида (360) 

В = д±х + 21(А-21). (364) 

Семейство кривых уравнения (364) нужно нанести в области, огра¬ 
ниченной кривыми Р и Р, так как только в этой области выполняются 
неравенства А 0 < 0 и Л 2 < 0. 

Величину вещественной части наиболее удаленного от мнимой оси 
корня уравнения (355) можем определить по формуле 



Фиг. 88. Диаграмма Вышнеградского 
с нанесенными линиями равных зна- 


5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЛЕБАТЕЛЬНОСТИ СИСТЕМЫ 

Общим методом определения колебательности системы р = по 
заданному характеристическому уравнению является следующий [5]. 

1. Координатные оси (а, ур) плоскости корней характеристического 

уравнения повернем против часовой стрелки на угол — <р, с тем 

чтобы по меньшей- мере один корень характеристического уравнения 
оказался на мнимой оси у*Р' (фиг. 89). Для этой цели в уравнении (350) 
произведем подстановку 5 — которая, как нетрудно видеть, соот¬ 

ветствует такому повороту осей. 

После этого уравнение (350) примет вид 

В „г » + В п - ід"- 1 + ... + В х г + В 0 = 0, (365) 

где 
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В полученном уравнении коэфициенты В к — комплексные числа, так 
как корни его в результате поворота координатных осей уже не могут 
быть комплексными сопряженными или все действительными. 

2. Определим величину ф или |х = {§ф из уравнения (365). 

Это уравнение имеет по меньшей мере один чисто мнимый положи¬ 
тельный корень, модуль которого обозначим через со^ Подставим в урав¬ 
нение (365) г=)и> 1 и отделим в нем действительную и мнимую части, 
каждая из которых будет зависеть от двух неизвестных ф и [х. Поскольку 
это уравнение удовлетворяется при 2 = 70 ^, мы можем порознь приравнять 
и действительную часть его, которую обозначим через Ц (ф, о> 1 ), и 

коэфициент при мнимой части 
Юі ). 

Из полученных двух урав¬ 
нений с двумя неизвестными 

0)^ = 0 

Л (366) 

ш і) = о 

определить ф, 



Фиг. 89. К определению колебательности 
системы. 


необходимо 
исключив 0 ) 1 . 

В общем случае для этой 
цели необходимо составить ре¬ 
зультант левых частей полу¬ 
ченных уравнений, которые 
являются многочленами по о> 1 , 
и приравнять его нулю [ 2 ]: 
««*(*/, Ѵ) = 0. (367) 

Наименьший действительный корень уравнения (367) позволит опре¬ 
делить искомый угол ф. 

В качестве примера рассмотрим характеристическое уравнение третьей 
степени. 

Так как при нормировании уравнения колебательность не меняется, 
рассмотрим уравнение в форме И. А. Вышнеградского 

а* + Л$ 2 + В$ + 1 =0. 

Подставив 8 =І 2 е~М, получим 

- іё~ т г* — Ае~ т г ъ + ]Ве~*г + 1 = 0 . 


Заменив 2 = 70 ^ и использовав формулу Эйлера, будем иметь 
—* соз Зфсо^ + А соз 2фо)2 — В соз фш 1 1 4 

4 У* 0 ! (зіп Зфи>2 — А зіп 2фа> 1 4 В зіп ф) = О, 


откуда 

I] (ф, 0 )^ = — соз Зфо)3 + А соз 2ф(і)2 —■ В соз фа^ 4 1 = 0; 

V (ф, а^) = (зіп Зфсо? — А зіп 2фсо а 4 & 81П ф) ** 0. 
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Исключаем из этих уравнений ш 1 , приравнивая нулю результант: 


/?«>,(*/, Ѵ) = 


-созЗф Лсоз2ф —Ясозф 1 О 

О —созЗф А соз2ф — Ясозф 1 
зіпЗф — Лзіп2ф #зіпф О О 

О зіпЗф — Лзіп2ф Язілф О 


О 0 зіпЗф — Лзіл2ф Язіпф 


0 . 


Это уравнение получается алгебраическим относительно , так 
как все входящие в него тригонометрические функции легко выражаются 
через Находя из него наимень- | 


ф 

шее действительное значение 

определяем и угол ф. 

Рассмотренный метод определе¬ 
ния колебательности по заданному 
характеристическому уравнению, как 
это видно из изложенного, отли¬ 
чается громоздкостью, и поэтому 
его практическая ценность невелика. 

Эту задачу можно решить так¬ 
же, пользуясь формулами Виета, 
связывающими корни и коэфициенты 
уравнения. В ряде случаев такой 
метод требует меньшей затраты тру¬ 
да. Возьмем тот же пример урав¬ 
нения третьего порядка. 

Допустим, что корни уравнения 
(356) будут 



2 4 6 


иг. 90. Диаграмма Вышнеградского 
нанесенными линиями равной коле¬ 
бательности. 


= — «1 +/Рі? ^2 = — «1 —Ж И = — а 2< 


тогда, имея в Биду, что 

12 = (2<1> = Ь-, 


получим 

2а г -|- а 2 = А; 

2а і а 2 Ч- «2 (1 + и - 2 ) = В; 

»і«аО +^ 2 ) = 1 - 

Исключая а 2 и а 2 и заменив 1 -}- р, 2 = х, получим уравнение семей¬ 
ства кривых равных значений х, а следовательно, и р. [10]: 

4 х 2 (Л 8 + В 8 ) — х*А 2 В 2 + (2х 3 — 4х 2 — 16х) АВ — х 3 + 

+ 12х 2 — 48х + 64 = 0. (368) 

Эти кривые нанесены на фиг. 90. 
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При колебательности, равной нулю, когда х=1, уравнение (368 
переходит в уравнение границы области апериодической устойчивости (}, Ц 
(фиг. 90); если вещественная часть пары сопряженных комплексных 
корней обращается в нуль и система оказывается на границе устойчи¬ 
вости р.->оо, уравнение (368) вырождается в уравнение гиперболы 
Вышнеградского. 

Для характеристического уравнения четвертой степени, которая опре¬ 
деляется тремя существенными параметрами, диаграммы Вышнеградского 
представляют уже не семейство кривых в плоскости двух параметров А 
и В і как для уравнения третьей степени, а семейства поверхностей в про¬ 
странстве трех измерений. Построение таких диаграмм значительно 
усложняется. В ряде случаев, когда характеристическое уравнение четвер¬ 
той степени содержит вещественные корни, исключением одного из них 
можно понизить степень уравнения, сведя задачу к исследованию урав¬ 
нения третьей степени, и использовать при этом построенные диаграммы 
Вышнеградского для этого уравнения. 

Некоторые номограммы, облегчающие исследование уравнений четвер¬ 
той степени, можно найти в работе [10]. 


6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОБЛАСТИ РАСПОЛОЖЕНИЯ КОРНЕЙ 
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ПО ОТОБРАЖЕНИЮ 

СЕТКИ КООРДИНАТ ЛЕВОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ НА ПЛОСКОСТЬ 

ФУНКЦИИ О ($) 

Нанесем сетку координат (декартовых или полярных) во втором 
квадранте плоскости корней характеристического уравнения и отобразим 
ее на плоскость функции В (5). Функция В(з) представляет левую часть 
характеристического уравнения, т. е. 

Л (5) = а п $ п + + ... + Яі$ + а 0 . 

Такое отображение, очевидно, будет конформным. Так как каждой 
точке плоскости 5 соответствует вполне определенная точка Пло¬ 
скости В ($), то это соответствие однозначно. 

Однако переход от точек плоскости В ($) к точкам плоскости 5 
неоднозначен. 

В общем случае каждая точка плоскости В ($) будет образом п точек 
плоскости 5. 

Нетрудно видеть, что образом всех корней характеристического 
уравнений В ($) — 0 является начало координат плоскости функции В ($). 

Если одна из линий координатной сетки пройдет через корень харак¬ 
теристического уравнения, то ее отображение пройдет через начало 
координат плоскости В(з). 

Если какой-либо корень уравнения будет заключен в одной из клеток 
координатной сетки, то участки кривых, отображающие стороны этой 
клетки, охватят 1 раз начало координат в плоскости В ($). Если внутри 
клетки координатной сетки расположено к корней, то контур, отобра¬ 
жающий стороны координатной сетки, охватит начало координат в пло¬ 
скости /Э($) к раз. 
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Таким образом, анализируя расположение кривых в плоскости /)($), 
отображающих координатную сетку, нанесенную во втором квадранте 
плоскости корней характеристического уравнения (для устойчивых систем, 
характеристические уравнения которых имеют все действительные коэфи- 
циенты, очевидно, достаточно крординатную сетку нанести только во 
втором квадранте), можно определить расположение корней характери¬ 
стического уравнения, а воспользовавшись методом интерполяции, и 
вычислить их значения с той или 
иной точностью. 

Н. Н. Мясников [11] рассмотрел 
эту задачу для случая, когда на пло¬ 
скости 5 наносится сетка декартовых 
координат. 

В этом случае задача сводится 
к построению кривых Михайлова 
для исходного характеристического 
уравнения и полученных из него 
уравнений путем смещения мнимой 
оси влево на расстояния т), соответ¬ 
ствующие расстояниям вертикальных 
линий координатной сетки от мни¬ 
мой оси, и нанесению линий равных 
значений со. 

Всякой координатной линии, про¬ 
ходящей через вещественный корень, 
соответствует кривая Михайлова в 
плоскости О ($), выходящая из на¬ 
чала координат (при о) = 0). Если 
координатные линии проходят через 
комплексный корень Х^ = — а ь -|-у 



щ 

X'' 0/ / 

\в и=0 

/ д\У 




Пі // 


' 'Пг 

а) 



Фиг. 91. Отображение сетки де¬ 
картовых координат, нанесенных в 
плоскости корней характеристическо¬ 
го уравнения, на плоскость Э(з). 
Случай пары комплексных корней. 


то кривая Михайлова, построенная 
для характеристического уравнения 
со смещенной на ѵ] / = а / мнимой 
осью, пройдет через начало коорди¬ 
нат, причем в этой точке будет со = [3.. 

Если при выбранном расстоянии между линиями координатной сетки 
ни одна из кривых Михайлова не проходит через начало координат, то 
это значит, что корни рассматриваемого уравнения не лежат на коорди¬ 
натных линиях, а заключены между теми линиями, отображения которых 
(кривые Михайлова) охватывают начало координат в плоскости Л($). 

Другими словами, если область, внутри которой расположено начало 
координат плоскости /}($), ограничена участками некоторых двух сосед¬ 
них кривых Михайлова, построенных для уравнений со смещением 
и ^2 (фиг. 91, а), и участками кривых равных значений ш 1 и ш 2 , то это 
значит, что один из корней характеристического уравнения Х ; располо¬ 
жен в прямоугольнике, ограниченном координатными линиями т] 1 , т) 2 , 
<*>! и (о 2 , т. е. т)! < а, < т] 2 и ^ ^ < со 2 (см. фиг. 91,6). 

Если построенные указанным образом кривые Михайлова будут начи¬ 
наться при со = 0 на действительной оси по разные стороны от начала 
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координат, Это значит, что характеристическое уравнение Имеет действи¬ 
тельный корень, заключенный между значениями т| 1 и т) 2 , для которых 
построены эти кривые. 

Интерполяцией можно приближенно определить значение корней 
характеристического уравнения, в том числе и координаты ближайшего 
к мнимой оси корня Х 1= = — с^+УРі, которые определяют степень 

устойчивости и колебательность 
системы. 

Рассмотрим метод определения 
значения корней характеристиче¬ 
ского уравнения на примере опре¬ 
деления степени устойчивости. 

Допустим, что начало коорди¬ 
нат в плоскости О (з) в первый 
раз охватывается кривыми Михай¬ 
лова, построенными для уравне¬ 
ний со смещенной мнимой осью 
на величины ѵ] 1 и т) 2 (фиг. 92, а). 
Эти кривые при <о = 0 берут на¬ 
чало в точках А и Б, Таким обра¬ 
зом, уравнение имеет веществен¬ 
ный корень, абсолютная величина 
которого а г будет лежать в пре¬ 
делах < % (Ф иг - 92, б ). 

Кривая Михайлова, соответ¬ 
ствующая смещению на т), где 
7] = а 1 — степень устойчивости, 
должна проходить через начало 
координат. Первое приближение 
для т] найдем путем линейной 
интерполяции: 

+ (369) 

Построим для найденного зна¬ 
чения т] кривую Михайлова. Если 
эта кривая исходит при со = 0 не из начала координат, а из точки левее 
или правее его, например из точки Л', найдем точно таким же способом 
второе приближение для т\: 

+ (370) 

В большинстве случаев бывает достаточно одного-двух приближений 
для определения этим способом степени устойчивости с приемлемой для 
практики точностью. 

Если ближайшими к мнимой оси будут два комплексно сопряженных 
корня характеристического уравнения, то кривые Михайлова будут 
охватывать начало координат при значениях со, отличных от нуля, как 
это показано на фиг. 91. В этом случае следует провести через начало 
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Фиг. 92. Отображение сетки декартовых 
координат, нанесенных в плоскости кор¬ 
ней характеристического уравнения, на 
плоскость Б ($). Случай действительных 
корней. 





координат линии равных значений і\ и ш, имея в виду свойство конформ¬ 
ных отображений — пересечение линий, отображающих координатную 
сетку, под прямым углом. 

По закону линейной интерполяции находим первое приближение для 
координат корня ==— а і + ЛѴ- 

а і = Ч = Чі + (Ъ — Ѣ ); (371) 

о і СО, ч 

Рі-= (0 і + со( (й 2~ иі і)- 

Аналогичным способом, если потребуется, найдем и второе прибли¬ 
жение. 

Определив степень устойчивости т) = а г и р 1э находим колебатель¬ 
ность системы р = ф — ~. 

Пример. Дано характеристическое уравнение системы 
О ($) = + 9$2 + 235 + 15 = 0. 

Необходимо построить кривые в плоскости О (5), отображающие сетку 
декартовых координат в плоскости 5, и определить распределение корней. 

Нанесем во втором квадранте плоское .и 5 сетку прямоугольных координат, 
выбрав расстояние между соседними линиями, равное единице. 

Построим кривую Михайлова для исходного уравнения. Заменив 5 = и 
представив левую часть уравнения в виде 

В (» = V (о>) + ІѴ (<о), 

получим 

Ц (со) = —9о)2 + 15 и V (о>) = — соЗ _(- 23о). 


По этим выражениям построим кривую Михайлова для < оо (фиг. 93, 

кривая Л). 

Сместим мнимую ось влево на величину т)=1, заменив 5= —1 + /со, и 
построим для полученного уравнения кривую Михайлова. В результате получим 
(фиг. 93, кривая Б): 

{] (о>) = — ба) 2 ; У (о)) = — 0)3 + 8(»). 


Смещая мнимую ось влево на величину т) = 2, 3, 4 и т. д., получим семей¬ 
ство кривых, изображенное на фиг. 93. 

Устанавливаем, что при т і3 = 1, т) 3 *= 3 и т 1б = 5 кривые Михайлова проходят 
через начало координат при со = 0. 

Это позволяет сделать заключение, что рассмотренное уравнение имеет 
три вещественных корня, равных —1, —3 и —5, и, следовательно, степень 
устойчивости системы т) = 1, а § = 5. 

Метод отображения сетки полярных координат, нанесенных во втором 
квадранте плоскости 5, на плоскость й (5), рассмотренный А. М. Рубинчиком [9], 
сводится к следующему. 

Выбираем число лучей, которые наносятся во втором квадранте плоскости 5 
(фиг. 94). 

Положение каждого луча определится направляющими единичными векто¬ 
рами 



где к — номер луча (к =- 0,1..., ІѴ), N + 1 — число лучей, если первым лучом 
считать положительную мнимую полуось, а Л^-м—отрицательную действительную 
полуось. 
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Для к =* О положим 5 = у со и получаем кривую Михайлова исходного урав¬ 
нения. 


ДЛЯ к «* 1 ПОЛОЖИМ «« /а>е 


277 


и подставим в выражение функции О ($): 
. іе (я—1) 


О ( 5і ) = и«) п е т +а п _ 1 0< Л ) п ~ і е 


' я ~ 1 ‘ 2ЛГ + . • - + а^е У ' 2ЛГ + во. 



Фиг. 93. Пример построения кривых Михайлова для характеристи¬ 
ческого уравнения третьей степени со смещением мнимой оси. 


В общем случае имеем 




. 7С к 

'~Ж . 


. ккп 
2УѴ 


О («*) - (/“)" « +а л _,(У«) я “ 1 й 


. тсЛ (л—1) 
2ІѴ 




+ ... + суше 


+ «о* (372) 


Построив для каждого значения к отображения соответствующих лучей 
на плоскости Ь (5) и соединив на полученных кривых точки равных значе¬ 
ний а) (здесь а) является мерой модуля отрезка каждого луча), получим ото¬ 
бражение полярной сетки координат на плоскость О (5). 

Рассматривая контуры этого отображения, охватывающие начало координат, 
и линии, проходящие через начало координат (если таковые имеются), можно 
определить область расположения корней характеристического уравнения, 
а также и части этой области, внутри которых лежат отдельные корни. 

Построение кривых Михайлова и отображений сетки декартовых 
или полярных координат можно производить и графическим методом, 
разработанным 3. Ш. Блохом [8], который основан на использовании 
многоугольника коэфициентов характеристического уравнения. При 
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этом полезно иметь в виду возможность изменения масштаба построения 
в М раз, так как для двух уравнений 

5" + а Л _і5"- 1 + ...-|-я 0 = О 
и 


М 


І 5 Л-1 . 


Л п-2 


Ж2 


+ ■■■ + %- 


области расположения корней 
подобны при коэфициенте по¬ 
добия, равном М. 

В качестве примера рассмо¬ 
трим характеристическое урав¬ 
нение третьего порядка 

О ( 5 ) = $ 8 + 7$ 2 + 255 + 

+ 39 = 0. 

Проведем лучи во втором 
квадранте, разделяющие его 
нашесть равных секторов. Сле¬ 
довательно, УѴ=6. Номера 
лучей будут к = 0 , 1 , 2, ... ,6 
(фиг. 94). 

Для этих значений к нахо¬ 
дим выражения 0 (з) к : 

О ($ 0 ) = — уш 3 — 7о) 2 + 

+ 25;со + 39; к = 0; 

О ( 5 а ) = — ]иРе * — 

* А 


к --0 



Фиг. 94. Сетка полярных координат в пло¬ 
скости корней характеристического урав¬ 
нения. 

* ІО 


— 7(1) 2 е 6 +25у «>е 12 + 39; к = 1; 


1 "о" 


0($ 2 ) = — у-(А 1 й +25/(ве 0 +39; к = 2; 


Д(5 6 ) = —си 8 + 7о) 2 —25(0 + 39; к = 6. 

Анализируя построенные по этим выражениям отображения сетки 
полярных координат на плоскости 0(8) (фиг. 95), видим, что начало 
координат расположено между отображением лучей с номерами 2 и 3 
и отображениями окружностей равных значений со, соответствующих 
со = 3 и со = 4, и, кроме того, видим, что отображение 6-го луча, 
совпадающее с действительной осью, проходит через начало координат 
своей точкой, для которой <о = 3. Таким образом, один комплексный 
корень уравнения расположен в области, заключенной между 2-м и 3-м 
лучами и между окружностями радиусов 3 и 4, второй корень будет 
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сопряженным первому, а третий, вещественный, будет равен — 3. Модуль 
первого корня | 1 будет лежать в пределах 3 < | 1 < 4, а угол ф, 



нат, нанесенных в плоскости корней характери¬ 
стического уравнения на плоскость П> (5). 


определяющий колебательность системы, — < ф < . Точный под¬ 

счет показывает, что Хі |2 = — 2+/3 и Х 3 == — 3. 

Таким образом, [х=-|-; ф = агс1^-|-^ 56°; т) = 2; ? = 3; | Х а | = 3,6. 


7. ОЦЕНКА КАЧЕСТВА ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА ПО ИЗВЕСТНЫМ 

ЗНАЧЕНИЯМ т), $ и и- 

Мы рассмотрели различные способы определения степени устойчи¬ 
вости т], величины действительной части наиболее удаленного от мнимой 
оси корня 6 и колебательности (х по заданному характеристическому 
уравнению. 

Рассмотрим теперь методы определения основных показателей ка¬ 
чества переходного процесса — длительности процесса регулирования Т 
и величины перерегулирования: 

^шах = *^піах X (со) 


или 


Х т ах — х(со) 

х(со) 


юо °/ 0 


по известным т], ? и (х. К сожалению, в общем виде при произвольном 
распределении корней и для любых начальных условий эта задача еще 
не имеет решения. 

Однако для определенных классов распределения корней и для 
некоторых частных типов начальных значений найдены соотношения, 
позволяющие оценить время процесса регулирования, величину перерегу- 
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лирования и построить кривые (мажоранту и миноранту ) 1 , охватывающие 
соответственно сверху и снизу истинную кривую переходного процесса. 

Для кривой переходного процесса х(і) мажорантой будет кривая 
ѵ (I) и минорантой — кривая и (0, если они удовлетворяют условию 

и (О <* (0 <0(0 (373) 

для і > 0. 

Для начальных значений типа х (0) = 1; х' (0) = ... — (0) = 0 

эти кривые изображены на фиг. 96. 

Зная выражения миноранты и мажоранты, можно оценить сверху 
максимальное отклонение регулируемой величины, значение перерегулиро¬ 
вания и время регулирования, а в некоторых случаях можно найти и 
диапазон, внутри которого лежит действительное время регулирования Т 
(фиг. 96, а). 




Фиг. 96. Мажоранта ѵ (і) и миноранта и(і), охватывающие 
сверху и снизу кривую переходного процесса х (^): 

а — для распределения корней класса 0; б — для распределения корней класса I. 

Используя выражение, дающее оценку величины перерегулирования, 
миноранта может быть представлена в виде кривой, состоящей из двух 
(фиг. 96, #) или трех участков. 

Связь между распределением корней и качеством переходного про¬ 
цесса для уравнений до третьего порядка была рассмотрена в [3]. 

Определение корней характеристического уравнения и параметров 
регулятора по заранее заданным требованиям к переходному процессу 
для систем второго и третьего порядков было произведено В. С. Куле- 
бакиным [7]. 


1 Идея и методы построения мажоранты и миноранты, охватывающих 
сверху и снизу кривую, изображающую решение диференциального уравнения 
(в юм числе и нелинейного), принадлежит акад. С. А. Чаплыгину [4], который 
использовал их для приближенного интегрирования диференциальных уравне¬ 
ний. Акад. Н. Н. Лузин указал способ построения мажорант и минорант, 
все более и более тесно охватывающих кривую, определяемую заданным ди- 
ференциальным уравнением, и способ вычисления погрешности приближения. 

А. А. Фельдбаум нашел выражения мажорант и минорант для линейных 
однородных диференциальных уравнений при некоторых типах начальных 
условий и некоторых классах распределения корней характеристических урав¬ 
нений. 

33* 
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п-\ 


Впервые использовал значение расстояния от мнимой оси до бли¬ 
жайшего корня характеристического уравнения для оценки степени зату¬ 
хания процесса автоматического регулирования И. Н. Вознесенский [12]. 

А. А. Фельдбаум разработал метод оценки времени регулирования, 
величины перерегулирования и построения мажорант и минорант по 
известным значениям степени устойчивости и колебательности, системы 
для указанных выше классов распределения корней при некоторых 
типах начальных значений [5]. 

А. М. Рубинчик, использовав, кроме того, величину действительной 
части наиболее удаленного от мнимой оси корня, указал метод построе¬ 
ния кривых, более 
тесно охватывающих 
кривую переходного 
процесса, и рассмотрел 
более широкий класс 
начальных условий 
[Ю]. 

Рассмотрим эти ме¬ 
тоды, не приводя до¬ 
казательств использу¬ 
емых соотношений, ко¬ 
торые можно найти в 
цитированных работах. 

Распределение 
корней нулевого 
класса. Выше была 

приведена классификация распределения корней характеристических урав¬ 
нений (полюсов передаточной функции) и типов начальных значений. 

В случае начальных значений типа 0, когда ;е(0) = л; 0 = 1, х'(0) = 
= х" (0) = ... = Лл л ‘- 1 )(0) = 0, для переходного процесса в системе, харак¬ 
теристическое уравнение которой имеет все действительные корни (распре¬ 
деление корней нулевого класса), справедливо следующее утверждение. 

Если известна степень устойчивости системы т], то при указанных 
начальных значениях кривая переходного процесса х(і) заключена между 
кривыми ѵ(і) (мажорантой) и и(і) (минорантой), определяемыми выра¬ 
жениями 



Фиг. 97. 

а — распределение корней характеристического уравнения 
класса I; б — распределение корней, соответствующее ма¬ 
жоранте ѵ(г). 


Т. е. 


ѵ(і) = е~п‘ [і +^ + 5|- 2 + ••• + 

к (/) = с-Ѵ , 

и (і) < х (/) < ѵ ( і ). 


^п-цп- 

(п- 1) 


ГІ = 


(374) 

(375) 


Это показывает, что для системы с характеристическим уравнением 
произвольной степени с распределением корней нулевого класса (фиг. 
97, а) мажорантой является кривая, соответствующая характеристическому 
уравнению той же степени, имеющему я-кратный корень, равный — 7] 
(см. фиг. 97, б ), а минорантой — кривая переходного процесса в системе, 
описывающейся уравнением первого порядка, корень характеристического 
уравнения которой лежит в той же точке. 
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Выражение миноранты уже позволяет говорить о том, что в такой 
системе при данных начальных условиях перерегулирование невозможно. 

При изображении мажорант и минорант удобнее пользоваться отно¬ 
сительным временем т = Выражения этих кривых после такой замены 
упрощаются: 

ѵ СО — [* + + • • • + ; ( 37б > 

Ц(ч) = е^ (377) 

и приобретают известную универ¬ 
сальность, так как простой пере¬ 
счет масштабов позволяет полу¬ 
чить зону, внутри которой проте¬ 
кает действительная кривая для 
любого характеристического урав¬ 
нения соответствующего класса 
с определенным значением сте¬ 
пени УСТОЙЧИВОСТИ 7). 

На фиг. 98 приведены мажо¬ 
ранты и миноранты, построенные 
для уравнений различных поряд¬ 
ков [5]. 

В работе [10] показано, что 
мажорантой и минорантой, более 
тесно охватывающими кривую пе¬ 
реходного процесса, могут служить решения диференциальных уравне¬ 
ний того же порядка, характеристические уравнения которых:имеют 
корень кратности п — 1, равный—т), и простой корень, равный—$ 
(для мажоранты) (фиг. 99, а), и корень кратности п — 1, равный—$, 
и простой корень, равный— т\ (для миноранты) (фиг. 99, <Г). 



Фиг. 98. Мажоранта V (т) и миноранта 
V (т) для характеристических уравнений 
различных степеней. 



«-н и- ( 


С) 6) 

Фиг. 99. 

а — распределения корней, соответствующие уточненным мажоранте V (т)\ 
б — миноранте V (т). 

Найдем выражения этих уточненных мажоранты V ( і ) и миноранты 

и (Г). 

Характеристическое уравнение системы, кривая переходного про¬ 
цесса которой совпадает с мажорантой, будет иметь вид 

(я + 7))"- 1 (* + &) = о ( 378 ) 

или 


+ . . . + + ^0 ” 0 , 
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где 


с а = **(■»]> *)• 

Преобразование Лапласа [V (/)] при рассматриваемых начальных зна¬ 
чениях 1/(0)= 1, V (0) = Ѵ п (0) = ... = Ѵ( п ~ 1 ) (0) = 0 получит сле¬ 
дующий вид [1]: 


ь[ѵѵ)] = 


1 + С п -\ 8П 2 + . . . + С Х Д ($) 


($ + 7]) Л + 


В (8) ‘ 


Выражение мажоранты получим, найдя обратное преобразование 
Лапласа: 

(ж$]=Е + (379) 


А - 1 [ 

(А- 1)1 




1, 2,.. ., я— 1 


д _ 1 Гі!іі >>(*) 

А— (А-1)1 аз к - 1 5 + 5 


1 й' 


>4 - Г * п ~ 1 Л ( 8 ) 1 

я («- 1)1 [ Л »" 1 + - п )"- 1 * 


Аналогично находим выражение миноранты: 


и ■ (О= 2 + Ѵ-'<- 


Здесь 


1_Г ак ~ 1 А (8)' 


(6- 1)! ЛЛ-1 'в + Т| 


; * = 1, 2, ... , п — 1; 


1 Г <* п ~ 1 А (?) 


п (л—1)! \<І8П-\ ( 5 +$) 


Приведем выражения мажоранты и миноранты, введя безразмерное 
время т = т^ и обозначив -|-=х: 

л—1 

V (т)= V - „ ■ . ■ . - ^п-1-к е -х + А п е-* т ; (381) 

^ (п~\-к)\ц а - 1 ~ к " 




г л — 1 —к рхх 


(/г— і — >^)! е л 


е хх +А п е~\ 
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На фиг. 100 приведены мажоранты ѵ (Ч) для уравнений третьего, 
четвертого, пятого и шестого порядков при различных значениях х [10], 


а на фиг. 101 —миноранты V (і) 

для тех же случаев. 
ѵ(Т)[ 



0 2 Ч 6 8 10 12 Ѣ г 


Фиг. 100. Уточненные мажоранты 
V (т) для характеристических 
уравнений различных степеней 
с распределением корней класса 0. 



Фиг. 101. Уточненные миноранты и( т) 
для характеристических уравнений 
различных степеней с распределением 
корней класса 0. 


Сравнивая мажоранты и миноранты ѵ (і) и и(і ), построенные без 
учета величины максимально удаленного от мнимой оси корня характе¬ 
ристического уравнения 6, с мажорантами 
и минорантами V (т) и Ц (т), построен¬ 
ными с учетом этой величины, можно по- 



Фиг. 102. Определение времени пе¬ 
реходного процесса по приближен¬ 
ным и уточненным мажорантам и 
минорантам. 



Фиг. 103. Мажоранты переходных 
процессов для характеристических 
уравнений различных степеней при 
начальных условиях типа х* (0)=1; 
х (0) = х" (0) = . . . =0. 


казать, что последние более тесно охватывают действительную кривую 
переходного процесса и во многих случаях при определении длитель¬ 
ности переходного процесса позволяют уменьшить ошибку в несколько 
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раз. В качестве примера можно привести кривые, вычисленные для 
уравнения третьего порядка при т] = 1 и & = 3 (фиг. 102). 

Аналогичные выражения для мажорант и минорант переходного 
процесса можно получить и для других типов начальных значений 

например для л;(0) = 0; х' (0) = 1; 
х" (0) = . . .=*< я -і>(0) = 0 (фиг. 103) 
и др. [10]. 

Распределение корней I 
класса. Для динамических систем, 
характеристическое уравнение которых 
имеет лишь одну пару комплексных 
сопряженных корней (распределение 
корней I класса), мажорантами являются 
те же кривые, что и для системы с рас¬ 
пределением корней класса 0. Однако 

Фиг. 104. Мажоранты и миноран- П р И рассмотренных начальных условиях 
ты для характеристических урав- г г г ^ 

нений с распределением корней в этих системах возможно перерегу- 
класса I. лирование, и минорантами будут уже 

другие кривые. 

Можно показать, что для системы такого типа минорантой будет 
кривая и(і) — — ѵ(і), а если учесть величину 6, уточненной миноран¬ 
той будет кривая Ь (Л =—V (і) (фиг. 104). 

8. ОЦЕНКА ВЕЛИЧИНЫ ПЕРЕРЕГУЛИРОВАНИЯ 



Можно показать [5], что для систем автоматического регулирования, 
характеристические уравнения которых имеют не более одной пары 


комплексных сопряженных корней 
(распределение корней I класса), при 
начальных значениях х (0) = 1; 
х' (0) = лг"(0) = ... = (0) 

перерегулирование Дл; тах [при рас¬ 
сматриваемых начальных значениях 
абсолютная величина максимального 
отклонения в сторону отрицательных 

тс 

значений х (/)] не больше е : 

тс 

^'тах ^ е 9 (383) 

где [х = — колебательность си¬ 

стемы. 

Если начальные значения имеют 
более общий вид: 



Фиг. 105. Уточненные мажоранта и 
миноранта для характеристических 
уравнений с распределением корней 
класса I. 


х(0) = лг 0 ; *'(0) = лг"(0)= ... =*(*-!) (0) «*=(), 


формула оценки перерегулирования будет 


Алг та*<*о « 
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Зная верхнюю границу величины перерегулирования, можно уточнить 
границы области, внутри которой протекает кривая переходного процесса, 
заменив миноранту кусочной кривой, состоящей из трех участков. 

В интервале 0<т<т 1 , где т = 'г 1 = —, имеем 

н* 


х(х) > «1 СО =* Ч 1 — а-\-ае * т ), (384) 

где а = Ь выбирается из условия, чтобы при т = '* 1 было ^ = 0. 

е ЬХі — 1 

Это условие дает Ь — -^-• Величина Ь легко определяется из по¬ 

лученного выражения по заданному графически. 


Вторым участком миноранты будет отрезок прямой х (1) = —е **■ 
на интервале от т = т 1 до пересечения с кривыми и(т) или V (т) и 
третьим участком — кривые н(т)= — ѵ (т) или Ц{ч)— — V (т). 

Пример расположения границ области, внутри которой протекает 
кривая процесса регулирования, приведен на фиг. 105. 

Для начальных значений, когда х (0) = 0 и все производные до п —1, 
кроме одной, в начальный момент имеют нулевые значения, а одна из 
них х№(0) = х& отлична от нуля, вместо перерегулирования целесо¬ 
образно оценивать абсолютные величины первого (положительного) и вто¬ 
рого (отрицательного) максимальных отклонений регулируемой величины. 

Обозначим первую из них х ктах и вторую — Ах к тах . 

Для начальных значений вида х (0) = 0; х' (0) = х 1 ; х” (0) = . .. = 
= лг( Л-1 ) (0) =0 выражение для верхней границы максимального откло¬ 
нения [в сторону положительных значений х(і) при > 0] при любом 
п > 2 будет [10] 

*1тах < Х 1 [і^ + А 1 О*)] > ( 385 > 


где а — абсолютная величина вещественной части пары комплексных 
сопряженных корней; 

а х и а 0 — коэфициенты характеристического уравнения; 


и 


а(і а )= 


У*1 + р 2 е 
1 + 


2 


<І> = агсі§: 1 А; (*• = -!-• 


Для величины наибольшего отклонения в сторону отрицательных 
значений х (і) (при х х > 0) для тех же условий имеем выражение 

г. 

Д Л '1тах = Л '1 4" ~ А (I х )] е ^ • (386) 

Для начальных значений вида х"(0) = х 2 ; х(0) = х'(0) — х г "(0) = 
= . . . = (0) = 0 имеем для любого п > 3 

+ ( 387 ) 
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и 


(388) 


где 


Дх 


2тах< Х 2 ^ (^) _ І А 

2А, ([*) + ! 


Л 2 №) = 


1 + 1 ** 



1С 



Для начальных значений вида л;" , (0) = лг 3 ; л;(0) = ... ==л: ѵ (0) = 
= л;( ІѴ )(0) = . . . — (0) = 0 при любом п > 4 имеем 

*, [| ■+ $ ■ <9>- М ■ + -э- л, ы] (389) 

,«] 


+ Ср)] « ’ , (390) 

и т. д. 


1+^2 


Как видно из приведенных выражений, функции <<4 *([а) (фиг. 106) 
зависят только от колебательности системы [х. 

В том случае, когда ближайшей 
к мнимой оси является пара сопряжен¬ 
ных комплексных корней, в выраже¬ 
ниях оценок величин х ктах и Дл; Атах 
вместо а можно подставить степень 
устойчивости системы ѵ). Если эта пара 
корней является наиболее удаленной 
от мнимой оси, переходный процесс 
будет протекать при рассматриваемых 
начальных значениях без перерегули¬ 
рования. 

Мы привели формулы, позволяю¬ 
щие производить оценку времени ре¬ 
гулирования, величины перерегулирова¬ 
ния и максимального отклонения регу¬ 
лируемой величины в процессе свобод¬ 
ных колебаний при простейших типах 
начальных значений, когда лишь одна 
из производных (или отклонение регу¬ 
лируемой величины) в начальный момент отлична от нуля. 

При более сложных начальных значениях теоретически можно было 
бы применить принцип суперпозиции, поскольку мы рассматриваем 
линейные системы, и получить выражения оценок качества переходных 
процессов при сложных начальных значениях на основании соответ¬ 
ствующих выражений, найденных для простейших начальных условий. 
Однако следует иметь в виду, что при этом в большинстве случаев 
оценки получаются весьма завышенными ц границы, внутри которых 
протекают кривые переходных процессов, слишком широкими. 

Для систем с распределением корней характеристических уравне¬ 
ний II и более высоких классов (с несколькими парами комплексных 
корней) выражения для оценок качества переходных процессов полу¬ 
чаются чрезмерно сложными и пока не имеют практического значения. 
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вые для определения уточненных 
мажорант. 



В ряде случаев представляет интерес определение условий монотон¬ 
ности переходного процесса при заданных начальных условиях. Еще 
И. А. Вышнеградский в 1877 г. вывел весьма простое условие моно¬ 
тонности переходного процесса для системы регулирования машины при 
сбросе нагрузки. 

Некоторые необходимые и достаточные критерии монотонности и 
отсутствия перерегулирования, условия существования монотонных 
переходных процессов и методы определения времени регулирования 
при монотонных процессах, установленные 3. Ш. Блохом, можно найти 
в его книге [8]. 

9. ВЛИЯНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НУЛЕЙ И ПОЛЮСОВ ПЕРЕДАТОЧНОЙ 
ФУНКЦИИ НА КАЧЕСТВО ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА ПРИ НАЛИЧИИ 
ВНЕШНЕГО ВОЗДЕЙСТВИЯ 


Как это уже указывалось в настоящей главе, для широкого класса 
динамических систем преобразование Лапласа Х(§) регулируемой вели¬ 
чины имеет вид 

АГ (5)^(5) . М н (8) 


Х(8): 


о (8)Ръ («) 1 0 (8) 


а решение диференциального уравнения переходного процесса состоит 
из трех составляющих: 

1) вынужденной 


■(*)=2 


м (р к) Р\ (9к) е Р кі 

^ ° Ы Ы 


[если преобразование Лапласа Г (5) возмущающего воздействия /(I) не 
имеет полюсов в начале координат и все нули В {$) и Р 2 ($) — 
простые]; 

2) сопровождающей 


*с(о=2 

/=і 


ММЛМ „х,*. 

О в 0ч)Ръ0ч) 


3) свободной 


Хс 


.(о=2 


і=1 


М н (*і) м 
О'&і) 


Рассмотрим влияние распределения нулей и полюсов передаточной 
функции системы, вида возмущающего воздействия и начальных условий 
на характер переходного процесса и сформулируем некоторые реко¬ 
мендации по выбору распределения нулей и полюсов передаточной 
функции (если такая возможность имеется), при котором качество пере¬ 
ходного процесса будет удовлетворительным. 

При этом нужно подчеркнуть, что в практике встречаются два 
случая: 

1) внешнее воздействие /(*) является возмущающим и стоит задача 
создать систему, которая минимальным образом реагировала бы на это 
воздействие; 
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2) внешнее воздействие /(/) является управляющим, полезным, и 
требуется так выбрать параметры системы, чтобы это воздействие 
воспроизводилось с минимальными погрешностями. 

Как в том, так и в другом случае для уменьшения динамических 
ошибок и получения высококачественной системы необходимо соответ¬ 
ствующим выбором параметров системы и расположения ее нулей и 
полюсов обеспечить возможное снижение собственных (свободной и со¬ 
провождающей) составляющих движения. 

Вынужденная составляющая в первом случае должна быть возможно 
близкой к нулю, а во втором случае не должна по своему виду суще¬ 
ственно отличаться от внешнего воздействия /(О- 

Рассмотрим условия, которые следуют из анализа влияния распре¬ 
деления нулей и полюсов передаточной функции системы на каждую из 
составляющих закона изменения интересующей нас величины х (/). 

Задача уменьшения вынужденной составляющей 
движения х в (/), возникающей при наличии возмущаю¬ 
щего воздействия / (0 • Анализируя выражение вынужденной 
составляющей х в (і), нетрудно видеть, что ее величина будет тем 

меньше, чем меньше значения выражений ^ , т. е. значения 

передаточной функции системы в точках, соответствующих полюсам 
возмущающего воздействия, или, как говорят, значения комплексного 
спектра системы в полюсах воздействия, т. е. при $ = р*. 

Так, например, если один из нулей передаточной функции системы 
лежит в начале координат, т. е. когда 

М (з) = 5 (3 — Т 2 ) . . . О — ]С т ), 


а возмущающее воздействие имеет постоянную составляющую [преоб¬ 
разование Лапласа имеет полюс, расположенный в начале коор¬ 


динат] , 



_ о = 0, и вынужденная часть решения не будет со 


держать постоянной составляющей. В этом случае мы имеем астатиче¬ 
скую систему. 

Вынужденная составляющая решения в системе с астатизмом второго 
порядка, в которой Ж($) = $ 2 ($— ^ 3 ) . . . ($ — у т ), не будет иметь 
постоянной слагаемой .как при возмущающем воздействии в виде сту¬ 
пенчатой функции, так и при возмущающем воздействии вида/(/) = &/, 
к 

так как Р (§)=-% . В последнем случае нуль второго порядка переда¬ 


точной функции системы совпадает с полюсом второго порядка возму¬ 
щающего воздействия, расположенным в начале координат. 

В общем случае для уменьшения вынужденной составляющей целе¬ 
сообразно стремиться нули передаточной функции совмещать с полюсами 
возмущающего воздействия или вообще располагать их в области 
спектра воздействия, которая может быть известна заранее. 

Задача воспроизведения управляющего воздей¬ 
ствия. Эта задача возникает при расчете следящих систем, усилителей, 
систем управления, всережимных регуляторов с переменной настрой¬ 
кой и т. п. 
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Относительную погрешность воспроизведения определим [13] как 
отношение 


1*(0—*о/(*)1 

КоІ/МІ ’ 


(391) 


где К 0 = = —■ = сопзі — коэфициент усиления. 

Рассмотрим условия, при которых эта погрешность будет возможно 
меньшей и во всяком случае меньше некоторой наперед заданной 
допустимой погрешности г 0 . 

Первым и основным условием точного воспроизведения внешнего 
воздействия является уменьшение собственных составляющих движения 
и обеспечение их быстрейшего затухания, поскольку эти составляющие 
представляют прямую ошибку воспроизведения. 

При этом, естественно, ставится требование устойчивости системы, 
а также требование высокой степени устойчивости, малой колебатель¬ 
ности и т. д. 

Вторым существенным условием является требование отсутствия 
резонанса в системе. 

Если один или несколько полюсов передаточной функции системы 
и комплексного спектра (преобразования Лапласа) внешнего воздей¬ 
ствия совпадают, то имеет место так называемый обобщенный резонанс. 

При наличии обобщенного резонанса вынужденная составляющая 
движения существенно отличается по своему виду от внешнего воздей¬ 
ствия /(Оу и это отличие тем сильнее, чем ближе расположен резо¬ 
нансный полюс к мнимой оси [13]. Так, например, если в точке $ = Х 1 
резонансный полюс имеет порядок /, то соответствующая составляющая 
решения получит вид 

4“ Аі- 2^~~ 2 “Ь • • • Ч* А>) еХіі • 


Таким образом, для уменьшения ошибки воспроизведения необходимо 
удалять полюсы передаточной функции системы от полюсов воз¬ 
действия. 

Попытаемся оценить влияние расположения нулей и полюсов пере¬ 
даточной функции системы на ошибку воспроизведения внешнего 
воздействия. 

Апроксимируем внешнее воздействие суммой составляющих сле¬ 
дующего вида: 

/(0=2 а/*', 

тогда 

Р( ~ )= Рі(8) 

^ ' (« — Рі) (* — 9г) • ■ ■ (5 — Р ѵ ) р г («) * 


(392) 

(393) 


Вынужденная составляющая решения будет иметь вид 


■*.(0 = 


V 



м (Ра) (Ра) с *к 1 . 
& (Ра) ^2 (рА) 


(394) 
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Ошибку воспроизведения г(/), определяемую формулой (391), можно 
представить в виде 

( ' ) — Ко ‘ 1/(01 

а ошибку воспроизведения внешнего воздействия /(і) вынужденной 
составляющей х в (і) следующим выражением: 

1 \х в (01 


е е(0— К() | /(0( 


- 1. 


(395) 


Следуя С. П. Стрелкову, введем ошибку воспроизведения отдельного 

элементарного воздействия е(рд,): 

(396) 



или 


Л — 2М м (р») і 

■^к) — Д1(0)* 0(р й ) *• 

Отсюда можно написать: 

УЙН-^І.Ы + П.ОЭГ) 

Подставляя это выражение в 
формулу (395) относительной 
ошибки воспроизведения внешнего 
воздействия вынужденной составляющей, получим 


Фиг. 107. К определению погрешности 
воспроизведения внешнего воздействия. 


* в (0 


1 


1/(01 


2^ *(р.)^ 


(398) 


Эта формула показывает, что для улучшения качества воспроизведения 
внешнего воздействия нужно стремиться уменьшать г(р Л ). 

Преобразуем выражение г(р Л ) и воспользуемся векторной интерпре¬ 
тацией входящих в формулы дробно-рациональных выражений, которая 
с успехом была применена при анализе погрешностей воспроизведения 
воздействия С. П. Стрелковым [13] и [14]. 

Представим и М(р к ) в следующем виде: 

п 

° (Р*) = а п (Рк — х і) (Р* — *і) • • • (Ра — К) = а „ П Кік . 

/= 1 

где Я 1к — вектор, проведенный из г-го полюса передаточной функции 
в к -й полюс спектра воздействия; нетрудно видеть (фиг. 107), что 
/^ Л = # /0 -(-р Л> где і? /0 — вектор, проведенный из того же полюса 
в начало координат. Произведя замену получим 

п 

Я(р*) = в я ГІ(Я ю + р А ); 

ж (Ра) = М Р* — Ті) (р* — Т 2 ) • • • (Ра — Тт) = 

т т _ 

== ^ 1>г == ^ т і^1 ’ 
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где Н ік — вектор, проведенный из /-го нуля передаточной функции 
в &-й полюс спектра воздействия; 

Я /0 — вектор, проведенный из того же нуля в начало координат 
(мы и в дальнейшем будем ставить черточку над векторами, 
идущими из нулей передаточной функции). 

Подставив эти величины в выражение г(р^), получим 



Ът Иі №іо+?ь) 
а п П (/?/о+р&) 

/~і 


— 1. 


Учитывая, что 


П(0) = а 0 = а п й(—\ і ) = 
і=і 


,П« 

і=\ 


ІО 


Ж(0): 


:& 0 = ^П(- Тг )=&,„П/? /0) 


1=1 


1=0 


получаем [13] 

т 

П( 1+ *) 

г (Рд) — - 1- (399) 



Эта формула позволяет оценить погрешность воспроизведения каждого 
элемента воздействия, определяемого полюсом р Л . 

Если 4М- 1 и I, то эта погрешность будет близка к нулю. 

Я/о __ Ню 

Если т0 ошибка е(р Л ) также будет весьма малой. 

Отсюда видно, что для снижения погрешностей воспроизведения 
внешних воздействий или для повышения управляемости системы необ¬ 
ходимо полюсы и нули передаточной функции удалять от области 
расположения полюсов спектра воздействия и по возможности прибли¬ 
жать нули передаточной функции к ее полюсам, Так как число нулей 
передаточной функции всегда меньше числа ее полюсов, то целесооб¬ 
разно стремиться располагать нули вблизи тех полюсов передаточной 
функции, которые ближе всего к области расположения полюсов спектра 
воздействия. 

Если радиус р 0 области, внутри которой расположены полюсы 
спектра воздействия, достаточно мал по сравнению с расстоянием от 
начала координат до ближайшего к этой области полюса или нуля 

передаточной функции системы /? 0 (фиг. 108), іг-І<^1, то точную 
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формулу для оценки погрешности воспроизведения уравнения (399) 
можно заменить более простой приближенной формулой 


г Ы~Р* 


т п 


/= 1 Л 


(400) 


В этом случае выражение (398) для общей погрешности воспроиз¬ 
ведения г 8 (і) тоже значительно упрощается: 


N 




где 


т п 



Преобразуем это выражение, 
заметив, что 


•.<«=ТЖ 


| І«-Ѵ V*'/ г 


Фиг. 108. Области расположения нулей 
и полюсов передаточной функции си¬ 
стемы и полюсов спектра воздействия. 


или, обозначив р 0 5 = получим 

■ 9 шт- (401 > 


Таким образом, для снижения погрешности воспроизведения необхо¬ 
димо уменьшать безразмерную величину 


т п 



зависящую только от взаимного расположения нулей и полюсов пере¬ 
даточной функции системы и радиуса области расположения полюсов 
спектра внешнего воздействия. 

Задача уменьшения собственной сопровождающей 
составляющей. Как мы видели, в общем случае выражение сопро¬ 
вождающей собственной составляющей движения имеет вид 


*е (О — 2 


м (X,) Л (X,) 

ГУ ( 0 )^( 0 ) 


( 402 ) 


Апроксимируем внешнее воздействие суммой составляющих 


/(0=2 

к= 1 


А 


к е 


*к* 
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и рассмотрим сначала сопровождающие движения, вызываемые одной 
составляющей воздействия: 


Ш = А к е г 

[ ДЛЯ э 


Преобразование Лапласа для этой составляющей будет 

Ан 


^ -р*’ 

а составляющая движения х СК (і) получит выражение 

А к М(к ь ) 


Х СК (0 — 2 


Здесь 


/=і 


О' (X,) (X/ - р л ) 


ѵ 

е 1 . 


(403) 


^ = [т] *=*, = ( х / - х і ) ( х < ~ • ( х <- - Х '-1 ) X 


Таким образом, 


у / А _ V АкЬ ’ п _ ( х < — Ті) ( х і — 7г) • • • ( к 1 - Ъп) _ 

ІК а > г ^і) • • • (X/ “ ^/—1) (X/ ~ -і ) • • • (X/—Х^) (X/—р*) 


(404) 


Подчеркнем, что здесь суммирование распространяется на все 
полюсы передаточной функции системы. 

Полученному выражению можно 
дать векторную интерпретацию. Не¬ 
трудно видеть, что каждая скобка 
числителя может быть представлена 
в виде вектора Я и , проведенного из 
соответствующего нуля передаточной 
функции в ее /-й полюс , а зна¬ 
менатель — в виде произведения век¬ 
торов і , проведенных в /-й полюс 
передаточной функции системы из 
всех остальных ее полюсов, умно-, 
женного на вектор К кіі проходящий 
из данного к-го полюса внешнего 
воздействия в /-й полюс передаточ¬ 
ной функции системы (фиг. 109). 

При указанных обозначениях 
формула (404) получит вид 

Ь 


Х СК (О • 


X 


х 


т 

П Яи 

г=і 


л-1 

Ям.П Я л 


«V. 



(405) 


і= і 

34 Коллектив авторов 1309 


Фиг. 109. К определению выражения 
собственной сопровождающей соста¬ 
вляющей движения. 
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Собственная сопровождающая составляющая, а следовательно и 
динамические погрешности, будут тем меньше, чем меньше будут 
коэфициенты, стоящие под знаком суммы в выражении (405). 

Анализируя выражение (405), мы видим, что сопровождающая 
составляющая будет тем меньше, чем дальше будут расположены полюсы 
передаточной функции от полюсов спектра воздействия и чем ближе 
будут находится нули передаточной функции к ее полюсам. 

В том случае, если полюсы внешнего воздействия лежат в малой 
окрестности начала координат, а полюсы передаточной функции удалены 
от него, с достаточной точностью можно заменить расстояния между 
полюсами передаточной функции Х / и полюсами спектра воздействия р к 
расстояниями между полюсами Х х . и началом координат, т. е. принять 
Лог 

Представляет интерес проанализировать влияние изменения располо¬ 
жения нулей и полюсов передаточной функции на сопровождающую 
составляющую движения при постоянном коэфициенте усиления си¬ 
стемы К 0 . 

Заметим, что 


отсюда 



Л*(0) 

0 ( 0 ) 


Ь т П (-7/) 

г=і 

а п П (-М 

/= і 


т 

Ь т П Яіо 


1=1 


п 

“п П Д/о 

/=1 


ап 


П Д/о 

у— і 

0 /тг _ 

П Кіо 
ш 


(406) 


(407) 


Подставим это выражение в уравнение (405) и рассмотрим случай, 
когда можно принять К кі ^Ц 01 : 

п т 

п П Д/о П К и 

*с К (О = 2 А * К » ^т^п -1 * * • 

‘ =1 Ко, П к л П к» 

ш У=і 

Учитывая, что К ы = — К ІП , получим 


(О = 


л—1 т 

П К# П Пи 

= 1 1=1 


ѵ 


і = 1 


_ Л-1 

П к п П К], 

1 =1 7=1 


п-1 


(408) 


где в произведении П і? ; - 0 в результате сокращения дроби отсутствует 

множитель, соответствующий / = /, т. е. К !0 — вектор, проходящий из 
/*го полюса в начало координат (фиг. 110). 
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Выражение (408) показывает, что в этом случае для уменьшения 
собственных сопровождающих колебаний необходимо стремиться век¬ 
торы, проведенные из полюсов передаточной функции X, в начало 
координат и из нулей передаточной функции ^ в ее полюсы, умень¬ 
шать, а векторы, проведенные между полюсами передаточной функции 
и из ее нулей в начало координат,—увеличивать. 

Нетрудно видеть, что и то, и 
другое независимо осуществить 
нельзя, и эти требования в извест* 
ной мере противоречивы. Одна¬ 
ко можно найти некоторый опти¬ 
мум, при котором расположение 
нулей и полюсов передаточной 
функции обеспечивает минималь¬ 
ное значение собственной сопро¬ 
вождающей составляющей движе¬ 
ния. При этом нужно следить и за 
изменением вынужденной соста¬ 
вляющей движения. 

Задача уменьшения 
свободной составляющей 
движения. Свободная соста¬ 
вляющая движения, как уже отме¬ 
чалось выше, появляется только 
при ненулевых начальных усло¬ 
виях. Величина этой составляю¬ 
щей зависит от вида функции 
М н ($), начальных условий и рас¬ 
пределения полюсов передаточной Фиг. ПО. К приближенному определе- 
функции системы (корней харак- і*ию выражения собственной сопрово- 
теристического уравнения). «дающей составляющей движения при 

Выражение й ее связь о®* 001181 - 

с параметрами системы рассмотрена в главе V. Анализу влияния рас¬ 
положения корней характеристического уравнения системы при типовых 
начальных условиях на качество переходного процесса посвящена зна¬ 
чительная часть настоящей главы. Поэтому здерь мы не будем детально 
останавливаться на рассмотрении свободных колебаний системы. Отме¬ 
тим лишь, что свободные колебания затухают тем быстрее, чем дальше 
от мнимой оси расположены корни характеристического уравнения. 

Пример . В качестве примера рассмотрим систему, передаточная функция 
которой имеет следующие нули т и полюсы X (фиг. ПО): 

Та ■* —■ 1 + У*3; 72 ” — 1 ~УЗ; 

Хі ■» — 2 + /2; Х 2 «* —2 — /2; А 3 = — 3; Х 4 « — 4 + у; 

А5--4-/ 

Допустим, что 



34* 
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тогда 


Рі = —0.5 
($+1+уЗ)(з+1 


-УЗ) 


Х (8) (« + 3) (5 + 2 + У2) (5 + 2 - У2). (5 + 4 + У) (5 + 4 - ])'(а + 0,5) ' 

Найдем выражение ошибки воспроизведения /({) е (р 2 ) по формуле (399) 

( 1 + 5&)( ,+ Й) 


е (рд) = 


О + ЛІо) О + Я») V 1 + /?1о) 0 + Л«) О + Л») 


Определив величины /? /0 и #/о прямо из чертежа, получим 

е (р 1 ) « 0 , 82 . 

Найдем выражение вынужденной составляющей х в (і): 

*.(*) = *„ [1+*(&)] 

*.= тщН 0 - 0245 - 

Для р 2 — — 0,5 получим 

(і) = 0,0245 [1 + 0,82] ег*&= 0,045е" 0 > 5 '. 

Найдем выражение собственной сопровождающей соста¬ 
вляющей движения х с (І). 

Формула (405) для этого случая дает 




' і. й « 


■.V 


/ — і/?о/ ,П 


Пользуясь фиг. 110 и исходными данными, найдем численные значе¬ 
ния величин, входящих в полученное выражение. В результате полу¬ 
чим 

х с (() = 0,07е~ 2( со$ (2/ — Д) — 0,434е-« +0,38*-* соз (/ — і) . 


Выясним на этом примере влияние на переходный процесс различ¬ 
ного расположения нулей передаточной функции при неизменном рас¬ 
положении полюсов. Для этого переместим нули передаточной функции 1 
в точки ті = — 2-|-у1,8; — — 2 — /1,8 и вычислим выражения х в (і) 

и х с (і) у сохранив при этом величину коэфициента К 0 : 


. 0,5 8і — 2»2*0,5 

_ 1 24-1,8* 

е (Р.)— 0,78 0,834-0,78 


1 = 0,48. 


1 Изменение расположения нулей передаточной функции без нарушения 
расположения ее полюсов обычно представляет большие трудности, так как 
параметры системы, определяющие расположение нулей, влияют и на положение 
полюсов. Эта задача легко решается, если в системе имеется дополнительное 
воздействие по возмущающей функции и ее производным. 
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Для сохранения значения К 0 возьмем выражение М ( 5 ) в следующем 
виде: 

Лк*) = мі-Ті)(і-Т2) 
и выберем соответствующее значение Ь 2 : 


. __ М ( 0 ) 
0 ~~ О (0) 


#2*7,24 

408 


0,0177# 2 = 0,0245, 


откуда 

#2=1,38. 

После соответствующих вычислений получим 

(і) = 0,0245 [ 1 + 0,48] = 0,0362^-°^ 


и 

х е (і) = 1,1- Ю- 2 е-и соз (21 + 0,06тс) — 0,195^ + 
+ 0,216е-« соз (*—%) • 


Полученные выражения для х н (і) и х с (і) показывают, что в ре¬ 
зультате изменения расположения нулей передаточной функции внутри 
области расположения ее полюсов существенно снизились амплитуды 
или, точнее говоря, величины всех составляющих переходного процесса, 
а компонента собственных движений системы, определяемая полюсами 
X! и Х 2 передаточной функции, вблизи которых (на расстоянии 0,2) 
помещены ее нули и уменьшилась почти в 6 раз. 

Роль этой компоненты по сравнению с другими стала пренебрежи¬ 
мо малой, несмотря на то, что определяющие ее полюсы имеют наи¬ 
меньшую по абсолютной величине вещественную часть, характеризующую 
степень устойчивости системы. При этом переходный процесс в основ¬ 
ном уже определяется другими полюсами передаточной функции. 

Из анализа влияния распределения нулей и полюсов передаточной 
функции на характер переходного процесса и его основные составляю¬ 
щие можно сделать следующие общие выводы и сформулировать неко¬ 
торые' рекомендации по выбору расположения полюсов передаточной 
функции относительно области полюсов заданного спектра внешнего 
воздействия. 

1. Полюсы передаточной функции системы следует удалять от области 
расположения полюсов спектра внешнего воздействия и во всяком 
случае не допускать их совпадения, что приводит к обобщенному 
резонансу. 

2. Нули и полюсы передаточной функции необходимо располагать 


так, чтобы значение передаточной функции в полюсах р к спектра 

воздействия ~ ^ было минимальным, если система должна минимальным 
и \Рь) 

образом реагировать на возмущающее воздействие /(^), или таким 


образом, чтобы 


передаточная функция 


М($) 

0(5) 


имела в полюсах спектра 
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чтобы 

Я (Рі) 


^ м ін) ^ 


воздействия почти постоянное значение, т. е. 

ж ... = соп8і, если система должна с минимальными погрешностями 
воспроизводить внешнее воздействие /(()• 

3. Нули передаточной функции целесообразно размещать вблизи ее 
полюсов, расположенных ближе всего к мнимой оси. При удалении 
нулей от полюсов передаточной функции возрастают собственные сопро¬ 
вождающие колебания. 

4. Полюсы передаточной функции необходимо располагать возможно 
дальше от мнимой оси. Удаленные от мнимой оси полюсы не оказывают 
существенного влияния на характер переходного процесса. 

Эти общие рекомендации позволяют ориентироваться в выборе рас¬ 
положения нулей и полюсов передаточной функции системы относительно 
заданной области расположения полюсов спектра воздействия и изменять 
их положение в определенном направлении, если качество переходного 
процесса не удовлетворяет поставленным требованиям. 
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ГЛАВА XX 


ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ И ВЫБОР ПАРАМЕТРОВ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Метод интегральных оценок относится к числу аналитических 
методов исследования качества процессов регулирования. При аналити¬ 
ческих методах иссследования качество процесса характерезуется вели¬ 
чинами, выраженными в аналитической форме чер^з параметры системы. 
Величинами, характеризующими процесс регулирования в методе инте¬ 
гральных оценок, служат определенные интегралы по времени от неко¬ 
торых функций регулируемой величины или других координат системы. 

Вид интегральной оценки, т. е. вид подинтегральной функции, выби¬ 
рается с тем расчетом, чтобы, с одной стороны, оценка по возможности 
лучше характеризовала качество переходных процессов, а с другой — 
возможно проще выражалась через коэфициенты уравнений системы 
регулирования. 

Эти условия являются противоречивыми, и иногда удобно пользоваться 
оценками, которые дают сравнительно отдаленное представление о каче¬ 
стве переходного процесса, но зато весьма просто определяются через 
коэфициенты уравнений. 

Находят применение: 

1) интегральные квадратические оценки вида 

оо со 

1 0 ш* | хЧі- У, = | (** + ф 8 ) Л, ... ; 

■ } п — I* [* 2 + 4* г + • • • + х 1 Пх(П) '} йі 

или более общего вида 

оо 

У = | Рй(, 

где х — кордината системы; 

х а> х 2 > •••» т л — постоянные, задаваемые при выборе оценки; 

Р —квадратическая форма координат системы; 

2) линейные интегральные оценки 

*00 = | хйіі Х п = Г хШ, .. ; * 0/я = 
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а также линейные оценки вида 


х ат = | хе~ а Ч т й(, 

О 

где а — положительная постоянная. 

Метод интегральных оценок имеет значительные перспективы приме¬ 
нения при исследовании как линейных, так и нелинейных систем. Этот 
метод получил основное свое развитие в трудах советских ученых 

т-[ 7 ]. 


1. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ КВАДРАТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ 

Интегральные квадратические оценки наиболее общего вида могут 
быть получены следующим образом. 

Пусть уравнения линейной системы записаны в общем виде: 

Хь = ^акіХі+/к(іУ, і= 1, 2, н, ( 409 ) 

І= 1 

где х 1 — координаты системы. 

Будем пока предполагать, что возмущающие воздейст вия /*(/) имеют 
форму 

/к (О = *1Еі&кд е ** і 


где §— заданные коэфициенты; 

\ д — постоянные, имеющие отрицательные вещественные части. 
Умножим уравнение (409) последовательно на х ѵ х 2 , ..., х п и 
проинтегрируем в пределах от 0 до оо *, тогда будем иметь п 2 уравне¬ 
ний вида 

оо. п оо 

I Х к х } (11 = 2 Х(Х)Ы + 2 8к Ч Х] ( — х,), (410) 

0 і =1 0 


где А)($)— преобразование Лапласа функции х;{і). 

Если не принимать во внимание соотношений 

| ХіХ]йі = | Х}Хійі , ( 411 ) 

оо 

то уравнение (410) содержит п 2 неизвестных вида ^ХіХ^і и п 2, неиз- 

оо. 

вестных вида ^х^х^і. Число уравнений становится равным числу неиз¬ 
вестных, если, интегрируя по частям, записать: 

оо. оо со 

^лгдлгу йі — х к х/ | — | х к Х](Іі. (412) 

О 0 0 


* Для устойчивой системы все указанные интегралы сходятся. 
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со 

Линейная комбинация интегралов | х к х является интегральной 

квадратической оценкой. Иными словами, интегральная квадратическая 
рценка представляет интеграл от квадратической формы координат системы 


у= 1(2^л ) аі . 

о 

Уравнения (410) и (412) позволяют выразить интегральную квадра¬ 
тическую оценку через начальное значение переменных и коэфициенты 
уравнений а кг Например, если уравнения системы имеют вид 

х 1 = — ах г — Ьх 2 \ 
х 2 = х 1 — е~ Х( , 

где а, Ь, X — вещественные положительные постоянные, то уравнения 
(410) и (412) запишутся следующим образом: 

Г х х х^йі — — а | х\йі — Ъ Г х х х 2 йЬ\ 
о о 5 

со. со со 

^х 1 х 2 (Н=— а х х х 2 й1 — Ъ^х\(іі\ 
о о о 

I х 2 х х йі = ^х\йі — Х х (X); 
о о 

| х 2 х 2 йі — | х х х 2 йі — Х 2 (X); 
о о 

I* х х х х йі: = у д^ 0 ; \х 2 х 2 "оДГоо» 

6 о 

§х г х 2 аі = — х 10 х 20 — | х х х 2 а^ 
о о 


где х 10 и х 2о — начальные значения координат. 
Из этих уравнений следует: 


1 х \^ 2 2 * а ^20 а * 

^ х і х гМ = — \+ Хг 00; 

1 * 2 = т( Х 10 * 20 + Т^ІО ) + (в+т) ["2 ^20 ^2 00 ] • 

В частности, если начальные отклонения равны нулю, то 

X -{“ а 


*.(*)=• 




2 (Х2 дХ X 

7* X (і 

2а' (Хг + аХ + 6) X 
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Применение интегральных квадратических оценок наиболее общего 
вида наталкивается на трудность рационального выбора значений 
коэфициентов ^ квадратичной формы. Дело в том, что интеграл 
квадратичной формы координат системы можно рассматривать как 
оценку качества процесса лишь в том случае, когда значение квадра¬ 
тичной формы монотонно увеличивается с увеличением отклонений 
координат. Более точно можно сказать, что коэфициенты ^квадрати¬ 
ческой формы оценки должны выбираться так, чтобы уравнения вида 

= ѵ — 1 » 2 > • •• ; 
ѵ г < ѵ 2 < ѵ ъ , ... 

соответствовали замкнутым, вложенным друг в друга в порядке номе¬ 
ров ѵ, поверхностям. Однако при выборе оценки помимо этого усло¬ 
вия требуется задать значение каждого из коэфициентов ибо это 

значение определяет „вес* каждой составляющей в интегральной квад¬ 
ратической оценке. 

Наибольшее применение находят интегральные квадратические оценки 
более простого вида: 



^=1 [** + + •.. + Л»>’] (І(, 


где х — отклонение регулируемой величины или другой коор¬ 

динаты системы; 

"і> т 2 > • • • , т „ —постоянные, задаваемые при выборе оценки и имею¬ 
щие размерность времени. 

Выбор постоянных т-р т 2 , ... , может быть произведен на осно¬ 
вании следующих соображений. 

Рассмотрим сначала вместо интеграла ] п другой интеграл 

г п = I* [х 2 ++... + аі у 


где е > О, причем будем предполагать, что производные интересующей 
нас величины х(і) равны нулю при ^<0, а следовательно, 

х ( — в) =*( — е)=.. е) = 0. (413) 

Представим интеграл У в следующем виде: 

У п + + + ХІ П Х М' ] Оі = 

=* (' (* + а і* + • • • + а л * (я) ) г йі -}- с. (414) 
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Возведя в квадрат подинтегральный многочлен правой части и ин¬ 
тегрируя по частям произведения производных с неравными показате¬ 
лями, получаем, что равенство (414) имеет место, если 


а і — 2а 0 а 2 = ф 
а \ — 2^7.3 + 2а 0 а 4 = ф 

а з — 2а 2 а 4 + 2а і а в — 2а о а б = 


(415) 


а п — Х я”! 
п п 1 

с = (— е), 


где а 0 = т 0 = 1 введены для симметрии формул. 

При этом учитываются со¬ 
отношения (413) и обращение 
в нуль всех переменных вели¬ 
чин при /=> 00 . 

Переходя к пределу при 
е — 0, получим 

Л/=| (* + а і* + ••• + 

-{-а хМ) 2 йі + а,лго, Фиг. Ш. Переходные функции п последо- 

п вательно соединенных . апериодических 

звеньев. 

где а: 0 = а: (0). 

Если х 0 задано, то а 1 д;2 = соп$і и интеграл 




(416) 


имеет наименьшее значение тогда, когда х является решением диферен- 
циального уравнения 

Ѵ (л) + «п-і ^ (л ~ 1) + ... 4- х = 0 (417) 


при Х(р) — х 0 \ х(0) — х(0) — .. . = х№ (0) = 0. 

Отсюда следует, что если желательно приближение переходной функ¬ 
ции рассматриваемой системы к функции, являющейся решением уравне¬ 
ния (417) при указанных начальных условиях, то следует отыскивать 
минимум интегральной оценки ./ я , постоянные которой определяются 
соотношениями (415), 

Так, если в качестве функции, к которой должно осуществиться 
приближение, выбрать переходную функцию п последовательно соеди¬ 
ненных апериодических звеньев (фиг. 111), то коэфициенты а р а 2 , . .., 
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а п будут равны коэфициентам при соответствующих степенях 5 в разло¬ 
жении бинома (1 т. е. 

П{п — — Я+ 1 ) 'Г а 

а д ---/ ч. 

Подставляя эти выражения в уравнения (415), легко найти, что 

2 * _ п(п—\){п — д+\) т2(1 
? д\ 



Фиг. 112. Экстремали, соответствующие минимуму 
квадратических оценок: 


[ °° Г со Т 

!(.** + Т*х* + Г 4 л* а ) йі ; кривая 2 - ^_{_ т*х* + Т'х 9 {- Т*л*і йі 

О ішіп ІО _ІтІп 

Таким образом, приближение к переходным функциям фиг. 111 
можно осуществить, находя условия минимума интегральных оценок 
вида 

'іо 

} (х 2 + Т 2 х 2 ) М\ 
о 


со 

](х* + 2 Т 2 х 2 + Т*х 2 )М\ 
о 


^(д; 2 + 3 Т 2 х г + 3 Т*х 2 + Г 6 '* 2 ) йі\ 

О 


Пользуясь терминами вариационного исчисления, следует решение 
уравнения (417) называть экстремалью, а формулы (415) рассматривать 
как соотношения между коэфициентами интегральной оценки и коэфи- 
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циентами диференциального уравнения экстремали. Интегральным оцен¬ 
кам вида 

?(х 2 -\-Т 2 х 2 + Т 4 х 2 )<и; 


(х* + Т г х г + Т*х 2 + Т*х г ) йі\ 



соответствуют экстремали, изображенные на фиг. 112. Эіи экстремали 
получены путем определения коэфициентов уравнений экстремалей со¬ 
гласно соотношениям (415) и путем приближенного определения функций 
рассмотренным ниже способом. 


Способы вычисления интегральных квадратическг^х оценок 

Перейдем к рассмотрению способов вычисления интегральных квад¬ 
ратических оценок. 

Как уже указывалось, интегральные квадратические оценки выра¬ 
жаются в конечном виде через начальные значения переменных и коэ- 
фициенты уравнений. 

Во многих случаях удобно пользоваться формулой, представляющей 
результат решения уравнений (410)—(412). Эту формулу можно запи¬ 
сать в следующем виде [5]. 

Если функция х ( і ) имеет дробно-рациональное преобразование 
Лапласа 



(О е' 5І аі = 


4- 4~ 

а 0 + # 1 $ + 


+ Ь т 8 а 

+ а п* П 


_ 1 _. 

8 ’ 


т < п — 1 (418) 


и корни уравнения 

о п 5 п + а я _і5"-М- ... + а 0 = 0 
обладают отрицательными вещественными частями, то 

Пд:(0-х(оо)]*Л = 4-(ВЛ + В 1 А 1 + --- + 

о 2«о д 

+ В т Ь я -2Ь 0 Ь г Ц, (419) 


а о 

-#2 

а і 

1 

о» 

• 

. 0 

0 

а,- 

й 

со 

«5 • 

0 

0 

~ а о 

а 2 

— а 4 - .. 

0 

0 

0 — 

а і 

«з • • 

. 0 

О . 

* 6 

0 

О.’. 

. й п . 
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Д„ (ѵ =■* 0,1, .... т) — определитель, получающийся из Д заменой 
(ѵ -І~ 1) столбца столбцом 

ар 

в 0 =* 2 0 ; 

В^Ь*— 2&Л; 


В ь = Ь\ — 2&*_і Ьь+\ ■+> ... +2(—1 ) к Ь 0 Ь 2к ; 


В т **=Ь 7 . 

ія т 

Следует заметить, что определитель Д равен старшему определителю 
Гурвица и обращается в нуль на соответствующем участке границы 
области устойчивости. 

Если 6 0 = 0, то преобразование Лапласа имеет вид 

ѵ/ с \ _ Ь\ Н- Ь 2 8 -Ь ..* + Ьт 8 ™- 1 

ао + аі 8+ ... 4-а л $ л ‘ 

Предельное значение лг(оо) в этом случае равно нулю: 

*(со) = Ій=0. 
ѵ ' Оо 

Формула (419) принимает вид 

{ = 2^- + * А + • • • + В т Д ж ), (420) 

где 






Так, например, если преобразование Лапласа интересующей нас вели¬ 
чины равно 


ѵ/ с ч _ ь і + М 

1} ~~ 1 + аі« + а#* + «»’ 


то 


142 


5і = Ь2; В г — Ъ\, В ъ — В А =вв . . . 


Д = 


1 — 

0 

0 —1 


0 

— 1 
#2 


0; 


= о 1 а а —1; 







и 



1 

«1 

0 


1 

—а г 

а 1 

Дд “ 

0 

1 

—1 

= я 2 ; А 2 — 

0 

а і 

1 


0 

0 

#2 


0 

— 1 

0 


| хЧі 


ъ\аг + ь\ 
Т * а г а 2 — І " 


Формула (420) годна тогда, когда степень полинома числителя преоб¬ 
разования X (з) не менее чем на две единицы меньше степени полинома 
знаменателя. Иногда требуется найти интегральную квадратическую 
оценку функции, преобразование Лапласа которой имеет вид 

X 4 - Ь 2 з + » » - + Ь п $ п 1 

а о “Н 4“ а ъ$ 2 + • • • + Яп$ п 


Соответствующая этому случаю формула записывается так [5]: 


где 


х 2 йі 


2яо д 


+ . . . + В' п _ 1 ^ 1 -2Ь' 0 Ь[Ь] І (421) 



к 




где 6 0 = 0 введено для симметрии формул и определители Д, Д ѵ имеют 
указанное выше выражение. 

Широко также известна следующая формула. Если 


то 



е~ 5І йЬ, 



1 оо 

хи») х {-}*)&*. 
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В частности, если 


Ь\ + Ь %8 Ь п 8 П 

#о -|- а±8 л п 8 п 9 


Гѵ-2 ✓//_ — Г — 6 3 а> 2 + » . ♦ )(Ьі — іЬ 2 ^Л-Ь^ 4- » » ♦) ^ 

) Х КЦаі — 2ъ) (<г 0 + + • •. + Л Я ® Я )(Л6- ві» + ... + (- ОЧ*®*) 

О —со 

= _±_ 7 _ В 1 —В 2 ^ + • - • +(-1 ) п - 1 В п »2п-2 

2у I (О 0 + «!<■> т • • • + а, ,<о п ) (а 0 — Яі«> + ... + (— 1 )"«„«") 


_±_ г • • • +(-і) л - 1д ^ 2п - 2 (422) 


В 2 = Ь\-2Ь 1 Ь 3 -, В 3 = Ь1-2Ь 2 Ь 4 +2Ь 1 Ь ъ - 


в п = П- 


Общей формулой для вычисления этих интегралов является формула 
(421). Она может быть выведена, в частности [10], на основании определе¬ 
ния вычетов подинтегральной функции в правой части равенства (422). 

В некоторых работах [10] приведены формулы (421) в разверну¬ 
том виде для п от 1 до 7. 

Для применения формул (419)—(421) необходимо найти преобразо¬ 
вание Лапласа X (5) интересующей нас величины. В ряде случаев опре¬ 
деление X ($) может представлять трудности. Последнее отно¬ 
сится прежде всего к системам, находящимся под воздействием 
возмущающих сил, изменяющихся по сложному закону во времени. По¬ 
этому желательно указать такой способ вычисления интегральных ква¬ 
дратических оценок, при котором не требовалось бы знания преобразо¬ 
ваний Лапласа возмущающих сил и достаточно было бы знания других 
легче определяемых характеристик возмущающих сил. Допустим, что 
передаточная функция и диференциальное уравнение системы имеют вид 

у / \ __ Ь 0 4 ~ 4 ~»♦ • 4 ~ Ь т $ т и 

ао + + а п § п 9 

й п х . а п ~ 1 х . , . х , , а/ , , . а т / , АПО \ 

а п -дрг + а п ~ і а{ п-Т + • • • + а о% — ь 0 / + —ц + . . . + Ь т . (423) 


Возведем это уравнение в квадрат и проинтегрируем от 0 до оо. 
Предполагая, что все интегралы сходятся и принимая, что 

(0) = (0) =...=* (0) = 0; 

лг( л )(оо) = (оо) = ... = л:(оо)—-0; 

/( 0 )=/( 0 ) = ...=/(^) ( 0 ) = ( 0 ), 

получим 



= в 0 |>л+ в^{^) г аі + . .. + V (424) 
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где 


А 0 а%; 

А ^ 2а 0 а 2 ^ 

А % = а \ — 2а 1 а 3 + 2а 0 а і> 


\= а 1> 

В 0 = Ь 0’ 

В 1 = Ь\-2Ь 0 Ь 2 -, 

5 2 =^-26Л + 2^ 4 ; 


в т = ьі. 

Найдем выражение для интегральных квадратических оценок в виде 
ряда 

= И 0 Р к + Б^ь+1 + 0 2 Рм+2 + •••, (425) 

СО 

где Р к =§В 0 ; О г ... — коэфициенты. 

Подставляя это выражение в уравнение (424) и приравнивая коэфи¬ 
циенты при Р к с одинаковыми индексами, получаем 1 

А 0 О 0 = В 0 ; 

А^о А^ г = В± \ 

А?Ро + А 1 В 1 + Л 0 О 2 — В 2 ; 


АгР о + А п -Р 1 + • • • + Ар п = 0; (426) 


АгР'» 4“ А я— А 0 й п ^ = 0; 


1 Уравнения (426), начиная с л-го, представляют однородные уравнения 
в конечных разностях с постоянными коэфициентами. Известно, что общее 
решение таких уравнений имеет вид 

^»м+м+---+^ 

где г 2 ; г п — корни уравнений 

Н (г) - А 0 г п + А 1 г п ~ 1 + ... + А п - 0 ; 

Рі> Ръ • ..; Р п — постоянные, которые определяются из первых уравнений (426). 
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Эти уравнения позволяют последовательно определить коэфициенты 
... по заданным значениям А 0 ; А г ; ... ; А п \ В 0 ; В г \ ... ; В т . 
При возмущающих силах, изменяющихся медленно в сравнении с соб¬ 
ственными движениями системы, члены ряда (425) быстро убывают. 
Это дает возможность приближенно определять интегральные квадра¬ 
тические оценки, вычисляя лишь несколько первых коэфициентов Ъ ч . 
В качестве примера найдем указанным способом приближенное выраже¬ 
ние интегральной квадратической оценки выходной величины колеба¬ 
тельного звена при подаче на вход звена импульса вида /{і) = іе~ х К 
Передаточная функция и величины Р к в этом случае равны 


У (8) : 


$ 2 + + а>о 


Рй= у е -ыаі 

Р а = X 2 1 (2 — >і) 2 ег**М = X; 


Соотношения (426) принимают форму 

(2С 2 -1)со 2 Л 0 + ш4О 1 = 0; 

^о + (2С 2 -1)^ а + <»^2 = 0, 


Обозначим характеристическое уравнение, соответствующее уравнению 
(423), так: 

М в а п^ п 4* а п —\^ п 1 + • • • + #о в 0. 

Легко видеть, что Н (X) связано с Н 0 (X) следующим соотношением: 

где ] =* V — \. 

Стало быть, еслиХ ѵ (ѵ=*1; 2; ...;л)— корни уравнения # 0 (Х)=*0, то 

Х ѵ —и — Отсюда следует, что для сходимости ряда (425) 

У 

достаточно, чтобы для всех больших некоторого ^о» выполнялось неравенство 

где р — модуль наименьшего по модулю корня характеристического уравнения. 
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откуда 

0.-і; 0і—-Цг^> 0 а =-[і-(і-з; в ) 2 ]4;---; 

®0 ® о 


Р" - І [' + <■ - Х *)(І) г + 2№ О - + ...]. 

Особенно простое выражение интегральная квадратическая оценка 

1/2 

имеет при степени затухания С = . В этом случае 

00 ііі 

? Х ^ = Р 0 -^Р % + ^Р А - і5-Р 6 + ... 

Ь “о “о 

Необходимо заметить, что коэфициенты О 0 ; ... равны коэ- 

фициентам разложения в ряд по степеням со 2 квадрата амплитудной 
частотной характеристики. 

В самом деле, квадрат амплитудной характеристики равен 

I У (/оЛ I 2 = I + У^з^ 3 + -»-1 2 _ 

1 V |ао + М ш — Л20> 2 4-/аз^ 3 —... 1 2 

_ Др + ^0)2 + ... + В т ^ т 
А 0 + Ліо)2 Н- ... Н- Л л о> 2Л 

Находя коэфициенты разложения в ряд делением числителя на зна¬ 
менатель, убеждаемся, что эти коэфициенты определяются соотноше¬ 
ниями (426). 

2. ЗАМЕЧАНИЯ О МЕТОДИКЕ И ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ КВАДРАТИЧЕСКИХ ОЦЕНОК 

Целью применения интегральных квадратических оценок является 
определение таких значений параметров или соотношений между пара¬ 
метрами, при которых качество процесса регулирования удовлетворяет 
поставленным требованиям. 

Отсутствие однозначного соответствия между формой кривой пере¬ 
ходного процесса и значением любой из интегральных оценок затруд¬ 
няет, а в ряде случаев и полностью исключает возможность определять 
качество процесса регулирования по значению интегральной оценки. 
Методика применения интегральных квадратических оценок обычно 
заключается не в определении характера процесса по числовым значе¬ 
ниям этих оценок, а в отыскании условий минимума оценок. 

Соотношения между параметрами системы регулирования, при кото¬ 
рых интегральная квадратическая оценка имеет минимум, и являются 
согласно рассматриваемой методике теми расчетными формулами, на 
основании которых должно осуществляться проектирование регулятора. 
Необходимо иметь в виду, что во многих случаях интегральные ква¬ 
дратические и средние квадратические оценки позволяют произвести 
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энергетический расчет системы регулирования *, а именно, энергию, 
выделяемую в элементах регулятора за время переходного процесса, 
или среднюю мощность, расходуемую в этих элементах при непрерыв¬ 
ных колебаниях системы, можно выразить соответственно через инте¬ 
гральные квадратические или средние квадратические оценки. Поэтому 
требования к мощности элементов систем автоматического регули¬ 
рования могут быть выражены в значениях указанных оценок, а 
расчет системы должен производиться с условием заданной ограни¬ 
ченности интегральных оценок, выражающих энергетические соотно¬ 
шения (см. рассматриваемый ниже 
пример). 

Для определения условий ми¬ 
нимума можно пользоваться фор¬ 
мулами (426), (421) и (425), вы¬ 
ражающими зависимость квадра¬ 
тических оценок от параметров 
системы. 

Следует упомянуть, что анали¬ 
тическое определение условий 
минимума выражений вида (429) 
для систем пятого и более 
высокого порядка обычно весьма 
громоздко и трудно выпол¬ 
нимо. Выбор параметров из усло¬ 
вий минимума интегральных ква¬ 
дратических оценок, так же как 
и другие способы расчета систем 
регулирования, требует проверки 
качества процесса регулирования путем построения кривой переход¬ 
ного процесса при выбранных значениях параметров. Итак, расчет 
включает следующие этапы: выбор вида оценки, определение зависи¬ 
мости оценки от параметров системы, отыскание условий минимума, 
проверку качества переходного процесса, проверку энергетических со¬ 
отношений. 

Для иллюстрации методики применения интегральных квадратических 
оценок рассмотрим динамические ошибки автопотенциометра, схема 
которого изображена на фиг. ИЗ. 

В этом автопотенциометре разность измеряемого напряжения ѵ и 
напряжения, снимаемого с потенциометра 5, подается через корректи¬ 
рующее устройство (диференцирующий контур 6) на гальванометр /. 
Гальванометр снабжен фотоэлектрическим датчиком 2, посылающим 
сигнал на электронный усилитель 3. К выходу электронного усилителя 
подключена управляющая обмотка конденсаторного асинхронного двига¬ 
теля 4 . Двигатель 4 через редуктор связан со щеткой потенциометра 5 
и при работе автопотенциометра устанавливает щетку в положение, при 
котором снимаемое напряжение равно подведенному напряжению ѵ. 


1 Акад. В. С. Кулебакин впервые подчеркнул необходимость учета энерге¬ 
тических соображений в практику анализа динамики систем регулирования. 
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Фиг. 113. Схема автопотенциометра. 



Запишем уравнения автопотенциометра, полагая начальные отклоне¬ 
ния равными нулю. 

Гальванометр может быть с высокой точностью описан уравнением 
колебательного звена 

( 7|* 2 + 2С Т ѣ з + \)Х 2 (з) = к 2 Х, (8), ( 427 ) 

где Л^з); Х 2 (8) — соответственно преобразования Лапласа тока и 
угла отклонения рамки; 

-собственная частота гальванометра. 

■* з 

Если считать усилитель 3 линейным и безинерционным, пренебречь 
мертвым ходом в редукторе и для асинхронного серводвигателя принять 
обычно применяемое уравнение, эквивалентное последовательному со¬ 
единению апериодического и интегрирующего звена, то уравнение усили¬ 
тельной и исполнительной системы получит вид 

(7 4 5* + 5)*(5) = 6 3 * 2 (5), (428) 

где А"($) — преобразование Лапласа напряжения, снимаемого с потен¬ 
циометра; 

Т А — постоянная времени серводвигателя. 

Уравнение реального диференцирующего контура 6 имеет следующий 
вид: 

( Т х з + 1 ) *, ( 5 ) = к х (1 + Т г $) [ 7 ( 5 ) - *( 5 ) І , ( 429 ) 

где 

'г _ г>п- •г _ К г К п% 

У 2 —КС, 1 г — С, 

/?-(- К г — сопротивление цепи гальванометра; 

Й и С —сопротивление и емкость диференцирующего контура 6; 

Р(8) — преобразование Лапласа входного напряжения. 

Полагая сопротивление гальванометра малым, пренебрежем влянием Т ѵ 
тогда 

х г = к А (ѵ — х) 4- к г Т 2 (ѵ — л;). 


Средняя мощность, расходуемая на нагрев катушки гальванометра, 
равна 

_ т т 

Р г = = К г Пт і ^ х\йі = і? г ^Ііт -^ 7 ^ ^ ^1 (/— X) + 


-т 

+ к х Т г (-§--§)] 2 ^ ^ 


где й г — сопротивление катушки гальванометра; 

= х — /; /=ѵ; 

Ад: 2 ; Ах 2 — средние значения квадрата отклонения и квадрата производ¬ 
ной отклонения. 
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Таким образом, условие, при котором мощность, рассеиваемая 
в катушке, не превосходит заданной величины Р 0 , имеет вид 

^+ т ^ г <А- 

Напряжение, снимаемое с потенциометра, пропорционально углу 
поворота а выходного вала редуктора сервомотора: 

х = к А а, 


поэтому уравнение сервомотора можно записать в таком виде: 

а*а , (Іа __*з 

йі 2 йі к А 2 ’ 

Если поделить это уравнение на Т А и умножить на приведенный 
к выходному валу момент инерции подвижных частей то получим 
следующее уравнение моментов на выходном валу: 

3(Ра . ^ йа Зк з 

~ШГ "г Ті' йі~ Т А к А • 


Средняя мощность, расходуемая на динамическое торможение, равна 



і _ Л— і ( ах у 


Помимо расчета мощностей элементов при проектировании систем 
регулирования важно бывает знать величину отклонений тех или иных 
координат системы. Так, например, в рассматриваемой системе необхо¬ 
димо знать величину отклонений луча гальванометра при данном режиме 
работы. Отклонение гальванометра может быть охарактеризовано сред¬ 
ним значением х \. 

Выбор параметров автопотенциометра произведем из условий мини- 

оо 

мума интегральной квадратической оценки | [х{і) — лг(оо)) 2 ^прискач- 

о 

кообразном изменении напряжения ѵ{і). 

д* 2 

Зная характеристики возмущающей силы / 7 0 =/ 2 ; = Р 2 = 

= > • • • 9 определим при выбранных из условия качества пере¬ 

ходного процесса значениях параметров мощность, рассеиваемую в галь¬ 
ванометре Р г и в сервомоторе Р м , а также х\. 

Если Г 4 = 0,1сек., 7*3 = 0,! сек., С = 0,75, то согласно уравнениям 
(427)—(429) преобразование Лапласа напряжения х при скачкообраз¬ 
ном изменении входного напряжения / равно 

Х( 3 ) = _ 6о + М _ і ( 43 °) 

#о йі$ #2*^ “Н “I” Л А 8^ 8 9 
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где 


а ь — к\ 0 ! = 1 кТ 2 ; а 2 = 0,25; а 3 = 0,025; гг 4 == 0,001; 
Формула (419) дает 


Ь 0 — к) — кТ 2 . 


1 


2а\ 


Л =Л*(0 —*(«>)] 

о 


01 — 02 

04 

0 


00 01 

0і 

0 

«0 

0і — 

03 

0 

+ *? 

0 0о — 

•0з 

0 

о — 00 

02 — 

04 

0 0 

02 — 

■04 

Ю 

0 — 

01 

03 


0 0 — 

■01 

03 


0о — а 2 сі\ О 

О а г — а в О 

О — #о #2 — 04 

О о — а і а ъ 



1 1 1,31 — 0,256 7-2 — 0,0256 + 5,256 7| — 627| Т<1 

5.25 + 4,256 Т 2 — №Т\— 0,6256 2" 



Фиг. 114. Зависимость интегральной квадратической 
оценки У 0 от передаточного коэфициента разомкнутой 
системы к и постоянной времени диференцирующего 
контура Т 2 . 

На фиг. 114 изображена зависимость интегральной квадратической 
оценки от передаточного коэфициента разомкнутой системы к и 
постоянной времени диференцирующего контура Т 2 . Указанная зависи¬ 
мость изображается семейством кривых, вдоль которых ^ 0 = сопзі 
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Из графиков (фиг. 114) следует, что оценка минимальна при 
к ^ 7,5 сек- 1 ; Г 2 = 0,15 сек. При этих значениях параметров преобра¬ 
зование Лапласа Х(з) напряжения х равно 

у / ѵ __ 7,5 Н~ Ц3$ _ 

— 7,5 + 2,135 + 0,2552 + 0,025^3 + 0,001*4 


процесса, соответству- 


причем в рассматриваемом случае Р (з) = у. 

На фиг. 115 приведена кривая переходного 
ющего выбранным значениям параметров. 

Из графика фиг. 115 следует, что 
выбор параметров к и Т 2 из условия ми¬ 
нимума простейшей интегральной квадра¬ 
тической оценки 7 0 обеспечивает удовлетво¬ 
рительное качество процесса регулирова¬ 
ния в рассматриваемом автопотенцио¬ 
метре. 

Определим теперь средние квадра¬ 
тические отклонения в рассматриваемой 
системе при произвольном медленном 
изменении входного напряжения /. 

Из уравнений (427)—(429) при вы¬ 
бранных значениях параметров получаем 

1 + 0 Аз + 6,2510“V + 4,7510“ 3 53 + 1,510“Ѵ 



Фиг. 115. Кривая переходного 
процесса. 


Х 1 (з) = к 1 - 


•^2 (^)-^ 1^2 


ДА' (5): 


7,5 + 2,135 + 2,510“ ! 5 2 + 2,510“ 2 5 3 -+ 10“ 3 5 4 

_ 1 + 2,510“ *5 + 1,510~ 2 5 г _ 

7,5 4- 2,135 + 2,510 V 2 + 2,510“ 2 5 3 + 10“ V 
1 + 2,510“ х 5 + 2,510“ 3 5 2 + 10“ 3 5 3 


• $Р (5); 


■5^ (5); 


7,5 + 2,125 + 2,510 -1 5 2 + 2,510“ 2 5 3 + 10“Ѵ 


^( 5 ), 


где А' 1 (5); А' 2 (5); ДА" (5) — преобразования Лапласа соответственно 

тока гальванометра, угла отклонения рамки 
и разности напряжений &х = х —/. 

Воспользуемся формулой (425), которая пригодна, очевидно, и 
для средних квадратических оценок; находим: 

х г = Р й + 8,910-3^ + 3,8610“ 4 Р 2 — 7,3510~ 6 Р 3 + 2,1810- 7 Р 4 + ... ; 
х\ = к\ (1,7810-2^ + 3,8610“ 4 Р 2 + 1,110-бр, — 3,410- 9 Р 4 + 

+ 3,1510“ 9 Р 5 + ...); 

= А 2 *! (1,7810-2^ + 3,410“ 4 Р 2 4-8,5310-бр з — 610-зр 4 + 

_ +2,5710“ 9 Р 5 + ...); 

Длг 2 = 1,7810“ 2 Р 1 — 1,510“’ 5 Р 2 1,1510“ 5 Р а — 2,6310“ 7 Р 4 -|- 
4-9,1210“ 9 Р 5 4-...; 

х 2 =Р 1 4- 8,910“ 3 Р 2 4- 3,8610“ 4 Р 3 — 7,3510- 6 Р 4 4- 

4-2,1810“ 7 Р 5 4-..., (431) 
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где 


Л) = ѵ *'> 




Пусть дано Р о = 50в 2 ; Р г =500в 2 сек 


- 2 . 


Е 2 = 410 3 в 2 


сек 


- 4 . 


= 3,510 4 в 2 сек- 6 ; Е 4 = 310 б в 2 сек- 6 ; Р ъ = Ш 6 в 2 сек¬ 


ло 




колебаниям 


Эти значения примерно соответствуют синусоидальным 
напряжения амплитудой 10 в и частотой 0,5 гц. 

Легко убедиться, что условие сходимости рядов заведомо выпол¬ 
няется, если закон нарастания величин Р д при д > 5 остается примерно 


таким же, как и для первых шести номеров 


( т - 


е. если 




Подставляя указанные значения в формулу (431), находим: 


ю). 


* 2 = 50 4)45 1>55 _ 0,25 + 0,065 + ... ча 55,8 в 2 ; 

х\ = к\ (8,9 + 1,545 + 0,385 — 0,001 + 0,009 + ... ) ж Щ8*?а 2 ; 
х\ = (8,9 + 1,36 + 0,288 — 0,018 + 0,0077 + ...)« Ю,54*?*|; 

Д* 2 = 8,9 — 0,06 + 0,403 — 0,079 + 0,0274 + ... 9,2 в 2 сек - 2 І 


х ъ = 500 + 36,6 + 13,5 — 2,2 + 0,65 + ... ж 550 в 2 сек ~ 2 . 


Если допустимый из условия нагрева катушки гальванометра ток 
равен 1 ма , то 

*? = 10 , 8*1 < 10 “ 6 , 

откуда 

4- > 3,28-10 3 ом. 

Величина 4- есть сопротивление цепи гальванометра (см. фиг. 113). 
Выбираем —- = 4000 ом. 

Если конструкция фотоэлектрического датчика допускает отклонения 
луча 3°, то имеет место условие 

4= Ю,54АіАІ < 27,5- ІО -4 , 

откуда 

к 2 < 64,5л -1 . 

Выбираем коэфициент чувствительности гальванометра к 2 = 50 сГ 1 . 
Коэфициент усиления к ѣ найдем из соотношения 

к^к 2 к^ -■ ■ — к — 7,5, 

* = ЛА. = 600 в сек -1 . 

3 * 1*2 
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Коэфициент равен падению напряжения на дуге потенциометра 
в 1 радиан. Примем й 4 = 40 в, тогда мощность Р нУ расходуемая серво¬ 
мотором на динамическое торможение, будет равна 


Р —± Л 
м ~ Т 4 ъ 


І.Ъ _ ^ І2 

2 160 
4 


Если момент инерции ротора сервомотора 7 составляет 0,1 гем-сек 2 , 
а коэфициент редукции равен 1000, то 7ж0,1-1000 2 = 1 кгм-сек 2 . 
Для этих значений 


р _ 550 3 44 кгм .се К - 1 = 33,6 вт. 

м ІоО 


Средняя квадратическая ошибка автопотенциометра при рассматри¬ 
ваемом режиме работы составляет 

У^ = 3,02 в. 


3. ЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ 

На фиг. 116 изображен график монотонного переходного процесса 
в некоторой линейной системе регулирования. Отклонение регулируемой 

величины 

х = у(са)—у(() 

для такого процесса монотонно умень¬ 
шается со временем. Интегральная оценка 

[3] Х 00 == ^хйі представляет заштрихован- 
о 

ную на фиг. 116 площадь, ограниченную кри- 
Фиг. 116. График монотонного вой переходного процесса и прямой конеч- 
переходного процесса. ного значения у (со). Эта площадь иногда 

называется площадью регулирования. 
Оценка более общего вида 

оо оо оо 

х йт "= I хГйі= ^ | хй (Г+ 1 ) = | X (4) йі х 
0 0 0 

равна площади, ограниченной кривой процесса, построенной в коорди- 
і т ~\~ і 

натах х; і х = - — ^ . Таким образом, оценка Х ш тоже является как бы 

площадью регулирования, но для кривой, изображенной в новых коор¬ 
динатах. Величины Х 00У Х 01 и т. д. характеризуют определенным обра¬ 
зом качество регулирования. Чем меньше эти величины для монотонного 
процесса, тем выше качество регулирования. Необходимо, однако, под¬ 
черкнуть, что столь простая связь между качеством процесса регулиро¬ 
вания и оценками Х 0т существует только для монотонных процессов. 

Для колебательного процесса ни одна из величин Х 0т , взятая 
в отдельности, не является мерой времени протекания процесса и вели- 

554 




чины отклонений. Это становится вполне очевидным, если учесть, что 
интегральная оценка Х 0т представляет разность площадей, очерченных 
кривой переходного процесса и расположенных выше и ниже прямой 
предельного значения у = у (оо). 

Итак, расчет параметров системы из условия минимума одной из 
оценок Х 0т для колебательных систем может привести к неправильным 
выводам и значениям. Поэтому применение интегральных оценок Х 0т 
либо сочетается с определением условий монотонности процесса, либо 
осуществляется несколько иным путем, чем путь отыскания условий 
минимума одной из оценок Х 0т . Это другое применение линейных 
интегральных оценок заключается 
в следующем. 

Интегральные оценки вида 

* 0т = \*ГйІ 

и особенно оценки 

оо 

Х ат = хе- а1 і т йі 

О 

являются одним из средств прибли¬ 
женного решения линейных дифе- 
ренциальных уравнений с постоян¬ 
ными коэфициентами. Форма полу¬ 
чающихся при этом решений такова, Фиг. 117. Функция „веса*<р(0- 
что позволяет в ряде случаев произ¬ 
водить выбор параметров линейных систем автоматического регулирования. 

Рассмотрим это применение для линейных интегральных оценок 
вида Х ат . Известно, что если &(/) — так называемая импульсная функция 
(см. главу V) 

Ѳ при і Ф 0; 
оо при і— 0; 

I *(0<й=і, 

— оо 

то любую встречающуюся в рассматриваемых задачах функцию можно 
представить в виде 




|*(*)Ч* — ѳ ) 

*(Ѳ) = -Ч -• (432) 

IЧ* — 0) # 

Если вместо импульсной функции 8(/ — Ѳ) подставить непрерывную 
функцию 9 (/), имеющую максимум в точке / = Ѳ (фиг. 117), то равен¬ 
ство (432) уступает место приближенному равенству, тем более точному, 
чем острее максимум функции <р(0- 
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В качестве функции „веса* <р(0 можно выбрать функцию вида 

<р (/) = I в 

Эта функция имеет максимум в точке тем более острый, чем 

больше т. 

Таким образом, получаем приближенное равенство 



о 


Однако, в силу того что функция і т е аі несимметрична относи¬ 
тельно точки максимума, более точным обычно оказывается соотношение 


х 





т\ 

а т+1 


(433) 


Интегральная оценка Х ат выражается через преобразование Лапласа 
функции х(І). В самом деле, диференцируя под знаком интеграла, имеем 


[лг т Х( - 8 ^\ *=« — аа т I * е | * (0 Ла т е — 

О О 

= (—1ГI * (0 е~ а Ч т сІІ = (-1 ) т х ат , (434) 

О 

где х(і) — преобразование Лапласа функции х(1). 

Заменяя -і- через т, из уравнений (433) и (434) находим [9]: 

х|<т + і),]«(-іг^^[^>] < 435 > 

X 

Заметим, что величина ~ есть коэфициент при т -й 

^ ^ 5= — 

X 

степени 5 в разложении 1 

X + -^) = ^0 + С 1 8 + + • • * » 


поэтому 

Х { 5 + т) ^^[х(^) — х(2х)х$ + х(3х)х^ — ...], (436) 


1 Тот случай, когда Х(з) имеет полюс, в точке 5 = — не рассматриваем. 



где х (т), х (2 т),.. . — приближенные значения функции х (0 в моменты 
времени т, 2т,.. . 

Преобразование Лапласа X интересующей нас величины 

обычно представляет отношение полиномов или рядов по 5 , поэтому 

коэфициенты с т и приближенные значения лг(т); л; (2т);.. . можно опре¬ 
делять посредством деления соответствующих полиномов или рядов. 



Фиг. 118. Кривые зависимости погрешности Ах в определении 
ординаты кривой переходного процесса от порядка производ¬ 
ной т и значения показателя /. 


формулы (435) и (436) удобны для приближенного определения 
кривых переходных процессов при известных числовых значениях коэфи- 
циентов преобразования Лапласа. Для применения формул (435) и (436) 


существенно знать, насколько значение х[(т- |-1)т] отличается от 


х [{т 1) т]. Оценим разность Дл; = х [(т 1) т] — х 1) т] для 

показательной функции х({) = е~ ХІ , где X—вещественное число. Имеем 




і т йі 


Дх=- 


-X (т-Н) 


'■і т аі 


е ~Х (т+1) 1 


е х (т+1) X 

(1 + Іх ) т + 1 



На фиг. 118 изображены кривые зависимости погрешностей от 
порядка производной т и значения показателя /=(/тг + 1)Хт. Из этих 
графиков следует, в частности, что формулы (435) и (436) при ш — 4 
дают значение рассматриваемой величины с точностью не менее 5°/ 0 
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максимального значения. При т = 10 абсолютная ошибка не превышает 
2,5°/ 0 . При т = 0 абсолютная ошибка достигает 21 0 / 0 * Следует при 
этом отметить, что графики фиг. 118 относятся к частному, хотя и весьма 
характерному для переходных процессов, виду функции. 

Интегральные оценки вида Х 0т = являются частным слу- 

о 

чаем оценок Х ат . Так как оценки Х 0т получаются из оценок Х ат при 
стремлении * = \ к нулю, то формула (436) дает основание предпо¬ 
лагать, что оценки Х 0т могут быть применены для нахождения решений 
уравнений при /->оо. 

Покажем, что это действительно так. Преобразование Лапласа Х(з) 
регулируемой величины х(І) при нулевых начальных условиях может 
быть представлено в виде 

Х(з)=Г{з)Р{з\ (437) 


где V (з )— передаточная функция замкнутой системы; 

Е($)— преобразование Лапласа возмущающего воздействия. 

Если передаточная функция не имеет полюса в точке $ = 0, то она 
в окрестности этой точки может быть представлена рядом 


т=г ( о) + -і-(.§^_ о8 +-і г 



*Х, 


оо' 


1 

1! 


^оі 5 + 




где 



к(і) — импульсная переходная функция. 

Подставляя это выражение для К($) в формулу (437) и переходя 
к оригиналам, получим 

*(0 = Х 00 / - ± Х 01 г + -±- Х 02 Г (438) 


Таким образом, коэфициенты разложения х(1) в ряд по производным 
возмущающей функции равны коэфициентам разложения по степеням 5 
передаточной функции и пропорциональны линейным оценкам Х 00 ; Х 01 
и т. д. 

Ряд в правой части равенства (438) сходится при медленно меняю¬ 
щихся возмущающих функциях. Формулу (438) можно получить еще 
следующим образом. Если передаточная функция является дробно-рацио¬ 
нальной функцией вида 

у / == Ч~ 4~ * * • "Ь Ь т $ т 

' ' ао + а г з + 4 -... + а п з п 9 
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то уравнение (437) соответствует диференциальному уравнению (423). 
Будем искать частное решение неоднородного уравнения (423) в виде 
ряда 

* — <Ѵ+ С Х Г + О/' + ..., (439) 

полагая ряд п раз диферецируемым. Коэфициенты С 0 , С г ,... этого 
ряда часто именуют коэфициентами ошибок. 

Подставляя выражение (439) для х в уравнение (438) и приравни¬ 
вая коэфициенты при производных / одинаковых порядков, получаем 

<*оС 0 = Ь 0 \ 
а х С 0 а оС\ = Ь х \ 

а т С О + а т-\С 1 + . . . + ЯхСт -1 + а ^ т = Ь т \ (440) 

а т+іС 0 -{- а т С 1 а т -.\С г + а х С т а 0 С т .= 0 ; 

а п^о “Н а п - 1 С г -(- ... + « 0 С Л = 0; 


а гРд "1" ^<7+1 + • • • "Ь а оСп+д = 0. 


Эти уравнения позволяют последовательно определить коэфициенты 
С 0 ; С г ; С 2 ,... и величины Х 00 ; Х 01 ; ..., которые связаны с указан¬ 
ными коэфициентами соотношением 

я = (-1) Я т!С я . 

Доказательство условия сходимости ряда (438) может быть выпол¬ 
нено аналогично рассмотренному доказательству для интегральных квадра¬ 
тических оценок. Для равномерной сходимости ряда (438) достаточно, 
чтобы для всех больших </ 0 , выполнялось неравенство 

М д+1 <рМ д , 

где р — модуль наименьшего по модулю корня уравнения; 

М д — верхняя граница абсолютной величины производной /$. 

Чем быстрее сходится последовательность С 0 ; С г ;..., тем выше 
быстродействие системы. Наоборот, для получения требуемого быстро¬ 
действия необходимо обеспечить некоторую скорость убывания коэфи- 
циентов ошибок. Поэтому выбор параметров систем регулирования 
в некоторых случаях можно производить, задавая значения или скорость 
убывания коэфициентов ошибок. Можно, в частности, пытаться так 
подобрать параметры системы, чтобы некоторые из коэфициентов ошибок 
обратились в нуль. 

При применении такого способа необходимо иметь в виду следую¬ 
щее. Во-первых, равенство нулю всех т первых коэфициентов ошибок 
означает астатичность т -го порядка и может быть обеспечено лишь подбо¬ 
ром соответствующей структурной схемы системы. Во-вторых, обраще¬ 
ние в нуль некоторого числа коэфициентов ошибок может иметь место 
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как для устойчивой, так и для неустойчивой системы. Поэтому выбор 
параметров из условий равенства нулю некоторых коэфициентов ошибок 
должен сопровождаться проверкой устойчивости и качества переходных 
процессов при выбранных значениях параметров. 

Таким образом, применение указанного способа требует осторож¬ 
ности. Однако определение значений параметров, обращающих в нуль 
коэфициенты ошибок с невысокими порядковыми номерами, настолько 
просто, что подобный предварительный расчет для многих систем ока¬ 
зывается целесообразным. 


4. ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОЦЕНОК 

Для иллюстрации применения линейных интегральных оценок рас¬ 
смотрим динамические ошибки указанного выше автопотенциометра. 
Передаточная функция для этой системы имеет вид 

у /«\ _ X ($) _ ь о + _ 

' ' Г (з) а 0 + Оі8 + 02 $ 2 + а ѣ 8 3 + а 4 $ 4 * 


где а 0 = к; а х — 1 + кТ 2 ; а 2 = 2СГ 3 Т 4 ; а в = т\ + 2СТ“ 3 Г 4 ; а А — Т 4 ТІ ; 
^0 ку — к^ 2, к — • к-^к^к^» 

Примем Г 4 = 0,1 сек.; Г 3 =0,1 сек.; С = 0,75; преобразование 
Лапласа АГ($) при скачкообразном изменении входного напряжения / 
будет иметь вид 




к -{- кТ%8 

к+ (\+ЬТд 8 + 0,2552 + 2,510“ V + КГ 3 $ 4 


_1_ 

8 * 


Требуется выбрать значения коэфициента усиления к и постоянной 
диференцирующего звена Г 2 , обеспечивающие приемлемое качество пере¬ 
ходного процесса. Согласно формулам (440) коэфициенты ошибок 
в данном случае равны 

с 0 = і; 


с 2 


1 _ 

к 



= - Т [ ( + т) 2 + °’ 025 - 0,25 (г 2 + Щ ; 


Определим значения параметров к и Т 2 , при которых коэфициенты 
ошибок С г и С 3 обращаются в нуль. Решая уравнения 

Т* + \- 0,25 = 0; 

( + -г)' + °> 025 “ °> 25 ( Г 2 + т) = °« 

получдем 7“ 2 = 0,15 сек.; к— 10 сек -1 . Применив любой из критериев 
устойчивости, убеждаемся, что найденные значения соответствуют области 
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устойчивости. Используя указанный выше способ, найдем приближенное 
выражение переходной функции системы, т. е. приближенное выражение 
для напряжения х(і), снимаемого с потенциометра, при скачкообразном 
изменении входного напряжения. Преобразование Лапласа переходной 
функции при выбранных значениях параметров имеет вид 

10 + 2,55 + 0,2552 + 0,02553 + 0,00І5* 5 * 


Предполагая, что время регулирования в рассматриваемой системе 
существенно больше 0,1 сек., примем х = 0,1 сек., тогда 

ЛГ ( 5 “Ьт) = ' ,(Г ( 5 + 10 )“ 950 + 2855 + 35x2 + 2,25x3 + 0,075$“ + 0,001x6 ~ 
= 2,6310“ 2 — 6,3110“ 3 5 + 9,2510“ V — 1,0810“ V + 
1,1310“Ѵ — 1,2010 6 5 б + .. . 

Приближенные значения интересующей нас функции х(і) будут равны: 


*(0,1)«х(0,1) = 


2,6310 


,-2 


: 0,263; 


*(0,2)«*(0,2) = М»0_! = о,631; 

0 \ 9 , 2510 ' 

л: (0,3) ж * (0,3) ==-^ 


1-4 


: 0,925; 


л: (0,4)^ л: (0,4) = 
л:(0,5)^л:(0,5) = 


1,0810 


4 


т4 

1,131(Г 5 


хб 


= 1,08; 
= 1.13; 



*(0,6)«і(0,6) = 6 = 1,2; 


ОХ 0,*І 0,6 ісек 

Фиг. 119. Вычисленная кри¬ 
вая переходного процесса. 


На фиг. 119 изображен график переходной функции системы согласно 
полученным приближенным значениям. Проводя аналогичное построение 
для меньшего интервала т (скажем, т = 0,07 сек. или т = 0,05 сек.) 
или находя точное решение уравнения, можно убедиться, что найденная 
при т = 0,1 приближенная переходная функция мало отличается отточ¬ 
ной переходной функции. Небольшой объем вычислительной работы 
является несомненным достоинством рассмотренного приближенного спо¬ 
соба построения переходных процессов. 

График фиг. 119 показывает, что при выбранных значениях пара¬ 
метров 7" 2 ===== 0,15 сек., к — 10 сек^ 1 переходная функция имеет коле¬ 
бательный характер, причем перерегулирование довольно велико. Это 
дает основание предполагать, что выбранное значение параметров не 
является оптимальным с точки зрения качества процесса регулирования, 
хотя и сравнительно близким к оптимальным значениям. Уменьшив коэ- 
фициент усиления к и произведя построения переходной функции, можно 
подбором найти оптимальные значения параметров. Более точное реше¬ 
ние задачи выбора параметров дает рассмотренный выше метод инте¬ 
гральных квадратических оценок. 

36 Коллектив авторов 1309 


561 



ЛИТЕРАТУРА 


1. Мандельштам Л. И., Полное собрание трудов, т. 1. 1944, стр. 173. 

2. X арке вич А. А., „Журнал технической физики" № 7, 1937. 

3. Куле ба кин В. С., „Автоматика и телемеханика" № б, 1941. 

4. М о и с е е в Н. Д., „Записки семинара по устойчивости движения 4 , 
вып. 3, ВВИА им. Жуковского, 1948. 

5. Красовский А. А., О степени устойчивости линейных систем, 
„Труды ВВИА им. Жуковского", 1948. 

6. Фельдбаум А. А. „Автоматика и телемеханика" № 1, 1948. 

7. Красовский А. А., Интегральные оценки качества процесса регу¬ 
лирования, Машгиз, 1949. 

8. Цып кин Я. 3., Переходные и установившиеся процессы в импульсных 
цепях, Госэнергоиздат, 1951. 

9. V/ і б б е г N.. ТЬе іпѵегвіоп оі іЬе Ьаріасе іпіеогаі апб ійе геіаіеб пю- 
гпепі ргоЫеш, „Тгапз. Ашег. Мабі. Зое.", 1934, р. 107—200. 

10. Теория следящих систем, ИИЛ, 1951. 



ГЛАВА XXI 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ СИСТЕМ ИМПУЛЬСНОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 


В системах импульсного регулирования управление исполнительным 
устройством осуществляется не непрерывно, а через равноотстоящие 
друг от друга (точно или приближенно) моменты времени прямоуголь¬ 
ными импульсами, параметры которых (высота, длительность, знак) 
зависят от значения отклонения регулируемой величины (или в общем 
случае — отклонения и производных, и интегралов его и т. д.) в дис¬ 
кретные равноотстоящие моменты времени. Физически это значит, что 
в системах импульсного регулирования цепь регулирования подвергается 
принужденному периодическому размыканию. Это обстоятельство позво¬ 
ляет весьма просто осуществить многоточечное регулирование и в ряде 
случаев получить более благоприятный характер процесса регулирования. 

Из-за принужденного периодического размыкания цепи регулирова¬ 
ния, являющегося характерным свойством систем импульсного регули¬ 
рования, не представляется возможным описать процессы в них одними 
и теми же диференциальными уравнениями, как это имело место, на¬ 
пример, для систем непрерывного регулирования. Поэтому исследова¬ 
ние систем импульсного регулирования требует несколько иного подхода. 

Изучению систем импульсного регулирования был посвящен ряд работ 
отечественных ученых: Н. Е. Жуковского, А. И. Сидорова, Я. И. Грдина 
(системы регулирования на отсечку), Ю. Г. Корнилова (системы с 
контактным гальванометром) и др. 

В настоящей главе излагается методика исследования систем импульс¬ 
ного регулирования, основанная на использовании дискретного преоб¬ 
разования Лапласа, которая формально подобна методике исследования 
систем непрерывного регулирования. 

Ограниченный объем главы не позволяет привести доказательства 
основных соотношений, необходимых для исследования и расчета си¬ 
стем импульсного регулирования. Их можно найти в соответствующей 
литературе [1], [2], [3], 

1. КЛАССИФИКАЦИЯ СИСТЕМ ИМПУЛЬСНОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Структурная схема системы импульсного регулирования приведена 
на фиг 120, где обозначено: 1 — регулируемый объект, 2 —измеритель¬ 
ное устройство, 3 — задающее устройство, 4 — сравнивающее устрой¬ 
ство, 5 — управляющее устройство, в — импульсный элемент, 7 — ис¬ 
полнительное устройство, 8 — внутренняя связь. 
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От системы непрерывного регулирования система импульсного регу¬ 
лирования отличается наличием в ней импульсного элемента вместо 
обычного усилителя. Входной величиной импульсного элемента является 
сигнал, вырабатываемый управляющим устройством,— управляющий сиг¬ 
нал, который определяет собой закон регулирования. 

Выходной величиной импульсного элемента является последователь¬ 
ность равноотстоящих друг от лруга прямоугольных импульсов, кото¬ 
рые определяются высотой, длительностью и знаком (полярностью). 

Импульсный элемент преобразует, вообще говоря, непрерывно из¬ 
меняющуюся выходную величину в последовательность равноотстоящих 
друг от друга на постоянную величину 1 Т р импульсов, параметры ко¬ 
торых зависят от значений входной переменной в моменты времени 

і^пТр, называемые моментами съема. Вели¬ 
чина Т р называется интервалом регулиро¬ 
вания или периодом чередования импульсов, 
а п представляет целое неотрицательное число. 

При этом энергия последовательности 
импульсов, являющихся выходными перемен¬ 
ными импульсного элемента, обычно много 
больше энергии входной переменной благо¬ 
даря наличию в нем дополнительного источ¬ 
ника энергии. Таким образом, импульсный 
элемент является усилителем. 

В зависимости от того, какие из парамет¬ 
ров импульсов изменяются, системы импульс¬ 
ного регулирования можно подразделить на три типа. 

К первому типу относятся системы с импульсным элементом, 
преобразующим входную величину в последовательность импульсов, 
высота которых пропорциональна значениям его входной величины в 
моменты съема (фиг. 121). 

Длительность импульсов, равная ^Т^СІ), называется рабочим 
интервалом , так как в течение этого промежутка времени импульсы 
воздействуют на исполнительное устройство. Схематическое изображе¬ 
ние импульсного элемента системы импульсного регулирования первого 
типа приведено на фиг. 122. Импульсный элемент выполнен в виде 
прямой падающей дужки /, совершающей периодическое движение и 
прижимающей указатель 2 к той или иной точке прямоугольного со¬ 
противления 3, к которому присоединены батареи 4 с равным напря¬ 
жением Е 0 . Входной величиной импульсного элемента является смеще¬ 
ние указателя относительно средней точки прямоугольного сопроти¬ 
вления. Выходной величиной являются импульсы напряжения постоянной 
длительности, но различные по величине (и знаку) в зависимости от 
отклонения указателя от средней точки в моменты прижима его падаю¬ 
щей дужкой. 

Ко второму типу относятся системы с импульсным элементом, 
преобразующим входную переменную в последовательность импульсов, 
длительность которых пропорциональна значениям его входной вели- 


1 Точно или приближенно. 
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Фиг. 120. Структурная схема 
системы прерывистого ре¬ 
гулирования. 



чины в моменты съема (фиг. 123). В этом случае рабочий интервал 7 Т р 
является переменным. Схематическое изображение импульсного эле¬ 
мента системы импульсного регулирования второго типа приведено на 
фиг. 124. Импульсный элемент выполнен в виде скошенной падающей 
дужки 7, совершающей периодическое движение и прижимающей ука- 



Фиг. 121. Входная (/) и выходная (2) Фиг. 122. Импульсный элемент системы 
величины импульсного элемента си- прерывистого регулирования первого 
стем первого типа. типа. 

затель 2 к контактной пластине 3, изолированной в средней точке и 
соединенной с батареями 4 . равного напряжения. Входной величиной 
импульсного элемента, как и ранее, является смещение указателя отно¬ 
сительно средней точки. Выходной величиной являются импульсы на- 



Фиг. 123» Выходная (7) и входная (2) Фиг. 124. Импульсный элемент системы 
величины импульсного элемента си- прерывистого регулирования второго 
стем второго типа. типа. 


(и знаку) в зависимости от отклонения указателя от средней точки 
в моменты прижима его падающей дужкой. 

Наконец, к третьему типу относятся системы с импульсным 
Элементом, преобразующим входную величину в последовательность 
импульсов постоянной высоты и длительности, но с различными знаками 
( полярностями ), зависящими от знаков входной величины в моменты 
съема (фиг. 125). 

Схематическое изображение импульсного элемента систем третьего 
типа приведено на фиг. 126. Этот импульсный элемент отличается от 
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импульсного элемента систем второго типа лишь тем, что скошенная 
падающая дужка заменена прямой падающей дужкой. 

В системах импульсного регулирования первого типа скорость сер¬ 
водвигателя, являющегося исполнительным устройством, изменяется в ка¬ 
ждое рабочем интервале пропорционально значению входной величины 
импульсного элемента в моменты съема. В зависимости от скорости 
в каждом рабочем интервале изменяется и ход серводвигателя (кривая 
3 на фиг. 121). 

В системах импульсного регулирования второго типа скорость сер¬ 
водвигателя постоянна; в зависимости от длительности импульсов в 
каждом рабочем интервале меняется время, а значит и ход серводвига¬ 
теля (кривая 3 на фиг. 123). 

В системах импульсного регу¬ 
лирования третьего типа ско- 




Фиг. 125. Входная (7) и выходная (2) 
величины импульсного элемента си¬ 
стем третьего типа. 


Фиг. 126. Импульсный элемент си¬ 
стемы прерывистого регулирования 
третьего типа. 


рость и время хода серводвигателя постоянны. В каждом рабочем 
интервале ход серводвигателя постоянен. 

Системы импульсного регулирования первого и второго типов яв¬ 
ляются аналогами линейных систем непрерывного регулирования, так 
как воздействие на исполнительное устройство пропорционально вели¬ 
чине управляющего сигнала. 

Системы импульсного регулирования третьего типа являются анало¬ 
гами релейных систем регулирования. 

В приведенную выше классификацию систем импульсного или пре¬ 
рывистого регулирования не вошли системы с прерывателями или клю¬ 
чами, в которых цепь регулирования принужденно периодически замы¬ 
кается и которые в рабочем интервале ничем не отличаются от систем 
непрерывного регулирования. 

Импульсным элементом в этих системах является ключ или пре¬ 
рыватель. Выходная величина импульсного элемента представляет 
импульсы, „вырезаемые* из входной величины, уже непрямоугольной 
формы (фиг. 127). Если рабочий интервал уТ р равен интервалу регу¬ 
лирования 7 ^( 7 = 1), что физически означает устранение прерывателя 
или ключа, то эти системы превращаются в системы непрерывнрго ре¬ 
гулирования. Если же рабочий интервал достаточно мал (т<СІ), так 
что можно считать импульсы примерно прямоугольными, то эта систе¬ 
ма превращается в систему импульсного регулирования первого типа. 
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Если снабдить прерывателем или ключом систему релейного регу¬ 
лирования, то такая система будет отличаться от систем импульсного 
регулирования тем, что полярность импульса может в рабочем интер¬ 
вале меняться при переходе входной величины импульсного элемента 
через нуль (фиг. 128). 

Указанные системы, не вошедшие в классификацию, далее не рас¬ 
сматриваются. 

Исходя из описанного выше характера действия импульсных эле¬ 
ментов, принцип работы систем импульсного регулирования можно осу¬ 
ществлять следующим образом (см. фиг. 120). Измерительный элемент не¬ 
прерывно измеряет регулируемую величину. Измеренная регулируемая 
величина сопоставляется с заданным значением в сравнивающем устрой¬ 


стве и разность их, т. е. отклонение регулируемой величины, воздей¬ 
ствует на управляющее устройство, в котором формируется управляющий 
_ сигнал. Управляющий сигнал воздей- 



Фиг. 127. Входная (/) и выходная (2) Фиг. 128. Входная (/) и выходная (2) 
величины импульсного элемента в величины релейного элемента 

вщГе ключа. с ключом. 


равноотстоящие друг от друга моменты времени і=п Т рі (я = 0, 1, 
2 ...) импульсный элемент воспроизводит последовательность импульсов, 
высота или длительность которых (в зависимости от того, является ли 
рассматриваемая система системой первого или второго типов), пропор¬ 
циональна управляющему сигналу, а полярность их зависит от поляр¬ 
ности управляющего сигнала (в системах третьего типа). Эти импульсы 
воздействуют на исполнительное устройство (серводвигатель), которое 
изменяет положение регулирующего органа. 

Таким образом, в системах импульсного регулирования передача 
управляющего сигнала на исполнительное устройство происходит путем 
модуляции импульсов управляющим сигналом. В системах первого типа 
модулируется высота импульсов (амплитудно-импульсная модуляция). В 
системах второго типа модулируется длительность или ширина импульсов 
(модуляция по длительности или широтно-импульсная модуляция). В 
системах третьего типа модулируется полярность — знак импульсов. 

Укажем здесь на некоторые свойства систем импульсного регулиро¬ 
вания, которые следуют непосредственно из принципа их работы. 

1. Если на систему импульсного регулирования действует периоди¬ 
ческое возмущение (изменение нагрузки, настройки и т. п.), полу- 
период которого кратен интервалу регулирования Т р > то может ока¬ 
заться, что регулятор не будет реагировать на изменения регулируемой 
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величины, вызванные этим возмущением. Действительно, в этом случае 
входная величина (управляющая величина) импульсного элемента будет 
периодической (фиг. 129, а). Предположим, что моменты съема совпа¬ 
дут с моментами прохождения выходной величины через нуль, тогда 
выходная величина импульсного элемента тождественно равна нулю, и 
воздействие на исполнительное устройство будет отсутствовать, т. е. 
физически будет отсутствовать система регулирования. Поэтому удвоен¬ 
ный интервал регулирования 2Т Р должен быть меньше периода коле¬ 
баний возмущения (изменения нагрузки) и собственных колебаний ли¬ 
нейной части системы. Выполнение этого требования необходимо также 
и для того, чтобы последовательность импульсов достаточно точно 

отображала существенные 
черты управляющего сиг¬ 
нала. 

С другой стороны, это 
свойство может быть исполь¬ 
зовано для устранения, или, 
как говорят, фильтрации, 
высокочастотных периоди¬ 
ческих колебаний, которые 
могут быть положены на 
управляющий сигнал (на¬ 
стройку). Выбирая интервал 
регулирования кратным пе¬ 
риоду этих высокочастотных 
колебаний (фиг. 129,6), мы 
получим, если моменты съема совпадут с моментами перемены знака 
высокочастотных колебаний, полное отсутствие воздействия их на 
исполнительное устройство, тогда как сам управляющий сигнал будет 
воздействовать на исполнительное устройство. 

2. Если на систему импульсного регулирования воздействует возму¬ 
щение вида единичного скачка (например, сброс нагрузки, мгновенное 
изменение настройки), то регулируемая величина в установившемся ре¬ 
жиме в системах с астатическим исполнительным устройством (т. е. 
исполнительным устройством, содержащим интегрирующее звено) будет 
постоянной в любой момент времени, а системы со статическим испол¬ 
нительным устройством (т<1) будут испытывать колебания с периодом, 
равным интервалу регулирования Т р . Последнее следует из того, что в 
установившемся режиме в первом случае жесткая связь, между величи¬ 
ной управляющего сигнала и положением регулирующего органа 
отсутствует, а во втором случае существует. 

3. В системах импульсного регулирования третьего типа регули¬ 
руемая величина всегда испытывает колебания, т. е. рабочим режимом 
этих систем являются автоколебания. Действительно, при любом сколь 
угодно малом отклонении регулируемой величины от заданного значе¬ 
ния импульсный элемент в каждом интервале регулирования будет с 
одинаковой интенсивностью воздействовать на исполнительное устрой¬ 
ство, которое в свою очередь воздействует на регулируемый объект и 
вызывает отклонение регулируемой величины в противоположную сторону, 
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Фиг. 129. К пояснению свойств систем преры¬ 
вистого регулирования. 



4. В системах импульсного регулирования второго и третьего типов 
с астатическим исполнительным устройством (т. е. включающим интег¬ 
рирующее звено), мощность последнего может быть полностью исполь¬ 
зована, так как серводвигатель в этом случае работает в режиме по¬ 
стоянной скорости. 

В системах импульсного регулирования первого типа полное ис¬ 
пользование мощности происходит только при наибольших значениях 



а) 



управляющего сигнала, ибо в этом случае скорость серводвигателя, 
пропорциональная управляющему сигналу, в различных интервалах ре¬ 
гулирования различна. 

5. Импульсный элемент второго типа, воздействующий на нелиней¬ 
ный элемент с симметричной характеристикой, устраняет его нели¬ 
нейные свойства. Последнее следует из того очевидного факта, что 
входная величина нелинейного элемента, являющаяся выходной величи¬ 
ной импульсного элемента, неизменна в рабочем интервале, а на дли¬ 
тельность импульсов нелинейность не влияет (фиг. 130). 

В промышленной автоматике для регулирования сравнительно мед¬ 
ленно протекающих процессов (температура, концентрация, давление) 
широко применяются системы импульсного или прерывистого регулиро¬ 
вания второго и третьего типов. 

В измерительной и радиолокационной технике, наоборот, в большинстве 
случаев применяются системы импульсного регулирования первого типа. 
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Практически применяемые импульсные элементы в системах импульс¬ 
ного регулирования отличаются своей конструкцией от приведенных 
выше их схематических изображений, поясняющих принцип действия. 

В приведенной ниже табл. 2 изображен ряд типовых импульсных 
элементов и дано краткое пояснение к ним. 

Таблица 2 


№ 


Тип импульсного элемента 


Пояснения 


Двойная падающа і дужка 



Измерительное устройство 4 
поворачивает стрелки 2 и 3, свя¬ 
занные пружиной 5. Благодаря 
периодическому срабатыванию 
электромагнита 6 падающие 
дужки поочередно прижимают 
стрелки к сопротивлению /, из¬ 
меняя тем самым высоту им¬ 
пульсов напряжения в цепи. 
7 = 1; Т р « 10 сек. 


Двусторонняя фиксирующая схема 



Схема применяется в импульс¬ 
ной технике для преобразования 
непрерывного звукового сигна¬ 
ла / в импульсы 3 изменяю¬ 
щейся высоты. Фиксирующие 
импульсы 2 определяют пе¬ 
риод Тр 


Ступенчатая падающая дужка 
с ртутными контактами 



Измерительное устройство 1 
(гальванометр) поворачивает 
стрелку 2 . Периодически дви¬ 
жущаяся падающая дужка 3, 
прижимая стрелку, опрокиды¬ 
вает ртутные контакты. Длитель¬ 
ность замыкания их пропорцио¬ 
нальна углу отклонения стрелки 2 
от среднего положения 
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Продолжение табл. 2 


№ 


4 


II 


Тип импульсного элемента 


Падающая дужка с контактными 
шайбами 



Пояснения 


Измерительное устройство / 
поворачивает стрелку 2. Перио¬ 
дически движущаяся падающая 
дужка 3 , прижимая стрелку 
к рычагу 4 % поворачивает его, 
а вместе с ним и контактный 
рычаг 5. Вращающиеся контакт¬ 
ные секторы 6 образуют контакт 
с контактным рычагом, возвра¬ 
щая его в горизонтальное поло¬ 
жение. Длительность контакта 
пропорциональна углу отклоне¬ 
ния стрелки 2 от среднего по¬ 
ложения 


Падающая дужка с золотником 



Измерительное устройство по¬ 
ворачивает стрелку /, которая 
периодически прижимается па¬ 
дающей дужкой к рычагу 2 
или 2'. Благодаря повороту ры¬ 
чагов поршень золотника пере¬ 
мещается, открывая отверстие 
для прохода масла в сервомотор. 
Длительность открытия отвер¬ 
стий пропорциональна углу от¬ 
клонения стрелки 1 от среднего 
положения 


иференциальное реле 



Измерительное устройство / 
поворачивает стрелку с контак¬ 
тами 2, которые замыкаются 
с вращающимися зубчатыми 
шайбами 3 и 3'. Длительность 
замыкания пропорциональна уг¬ 
лу отклонения стрелки, от сред¬ 
него положения 
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Продолжение табл. 2 


Тип импульсного элемента 



Импульсный элемент регулятора 
напряжения СН-91 



Измерительное устройство 1 
(моментный двигатель) повора¬ 
чивает контактную систему 2 и 
зубья вращающейся звездочки 3, 
начинает соприкасаться с кон¬ 
тактами 4 на промежуток вре¬ 
мени, пропорциональный углу 
отклонения контактной системы 
от вертикальной оси. При боль¬ 
ших углах поворота контактной 
системы входит в соприкосно¬ 
вение контактный диск 5, обра¬ 
зующий непрерывный контакт 


Фотоэлектрический импульсный 
элемент Чугунова 




Измерительное устройство 
поворачивает зеркальце/,откло¬ 
няющее световой луч. Этот луч, 
отражаясь от периодически ка¬ 
чающегося зеркальца, попадает 
на фотоэлемент 3 , управляющий 
вместе с контактами К л и К п 
углом зажигания тиратронов. 
В анодных цепях последних 
включены обмотки двигателя. 
Время включения двигателя 
пропорционально углу отклоне¬ 
ния зеркальца 1 от среднего 
положения 


Импульсный элемент электронного 
регулятора соотношения 
мазут — воздух ЭРС-60 


От измерительно- 
о устройства 



Измерительное устройство 
поворачивает рычаг /. Конец 
этого рычага, приподнимаясь 
радиальным срезом лекала 2 
или 3 , опрокидывает ртутный 
контакт 4. Длительность замы¬ 
кания пропорциональна углу 
отклонения рычага 1 от среднего 
положения 
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Продолжение табл. 2 
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2. УРАВНЕНИЯ И ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМ 
ИМПУЛЬСНОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 


Структурную схему систем импульсного регулирования (см. фиг. 120) 
можно всегда представить в более удобном для дальнейшего изложе¬ 
ния виде (фиг. 131). К линейной части системы относятся все эле¬ 
менты системы, за исключением импульсного элемента. Линейная часть 
системы представляет собой часть разомкнутой на входе импульс¬ 
ного элемента системы импульсного регулирования, не содержащей 
импульсного элемента 2 . Далее предположим, что внешнее возмущение и 0 (() 
приложено ко входу импульсного элемента. Это не является огра¬ 
ничением, ибо возмущения, приложенные 
в любой точке линейной части, можно всегда 
привести (пересчитать) ко входу импульс¬ 
ного элемента. 

Если к какой-либо точке системы при¬ 
ложено внешнее воздействие, то это воздей¬ 
ствие вызывает реакцию на входе импульс¬ 
ного элемента, которая может быть тем или 
иным известным способом вычислена. При 
этом обычно затруднений не возникает, так 

Фиг. 131. Схематические как Рассматривается часть линейной разе- 
изображения систем преры- мкнутой системы. Эта реакция и является воз- 
вистого регулирования. действием, приведенным ко входу импульс¬ 
ного элемента. 

Линейная часть системы характеризуется передаточной функцией 
1Г($), которая зависит от передаточных функций отдельных звеньев 
^У { (з) и составляется по известным правилам. Рассматривая линейную 
часть системы с сосредоточенными постоянными, передаточную фукцию 
ѴУ (8 ) можно представить в виде 

где М (5) и ^ ( 5 ) — многочлены ог 5, причем степень І х многочлена 
М (з) не превышает степени I многочлена Ь(з), Передаточную функцию 
ѴУ (з) легко найти, применяя преобразование Лапласа к диференциаль- 
ным уравнениям линейной части цепи, или непосредственно из диферен- 

фк 

циальных уравнений после замены в них — на з к - 

йі ч 

Импульсный элемент характеризуется интервалом регулирования Т р , 
скважностью 7 , являющейся отношением длительности импульса ^Т р к 
интервалу регулирования Т р , и коэфициентом усиления к и , предста¬ 
вляющим отношение выходной величины импульсного элемента к вход¬ 
ной в моменты съема і=пТ р . 

1 В дальнейшем под разомкнутой системой импульсного регулирования 
подразумевается всегда система, разомкнутая на выходе импульсного элемента. 
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В системах импульсного регулирования первого типа (и третьего 
типа) 7 = сопзі. В системах второго типа 

Т = *І в лг( я7 ')|, 

где х—коэфициент пропорциональности. 

Воздействие на линейную часть системы определяется значениями 
и вх (I) в моменты съема і = пТ р . Для замкнутой системы величина 
и вх (і) равна разности между воздействием и 0 (і) и выходной величиной 
«««(О П Р И *=пТ р , т. е. 

и вхО іТ р)= и о( ,іТ р) — и еих (пТ р ). 


Далее будет удобнее рассматривать процессы как функции относи- 
і 

тельного времени —. При таком изменении масштаба времени относи- 
* р 

тельный интервал регулирования будет равен единице, относительная 
длительность импульсов будет равна скважности у, а моменты съема т 
станут равными п. 

Для перехода к относительному времени заменим в передаточной 

а 1 

функции линейной части системы 5 на— так, что 


Г(?): 


м (?) 


О (<?)’ 


(441) 


где д — Тр8. 

В этом случае для замкнутой системы будем иметь 

и вх [«1 = «о И - и еых 1«1» ( 442 ) 

где под и[п] подразумевается функция, совпадающая с и(і) в моменты 
і—п % а между ними остающаяся постоянной [1]. Для составления 
уравнений замкнутой системы импульсного регулирования воспользуемся 
дискретным преобразованием Лапласа, определяемым соотношением 2 

II* (д) — й [и [лг]} = 2 е~ яп и \п], 
п~ о 

где и[п) —ступенчатая функция (оригинал); 

II* (д) — изображение ступенчатой функции. 

Символ /){...} обозначает операцию дискретного преобразования 
Лапласа [1], 

Дискретное преобразование Лапласа по отношению к системам им¬ 
пульсного регулирования играет ту же роль, что и обычное преобра¬ 
зование к системам непрерывного регулирования. 

Подвергая соотношение (442) дискретному преобразованию Лапласа, 
получим 

іЛх(д)= іЛ(д) — іАих(д)- (443) 


плас ^ ДеСЬ ИСП0ЛЬЗ У ется так называемая теорема подобия преобразования Ла- 
2 См. приложение. 
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Второе уравнение, связывающее изображения входной величины 
импульсного элемента Ѵ* х (д) =й {к вх [и]} и выходной величины линей¬ 
ной части системы 1)* ых (д) = Е> {и шх [п]} в моменты съема і=п, для 
систем импульсного регулирования первого и второго типов можно, как 
показано в [1], записать в виде 

иІх(д)=^Чя)Уия)- ( 444 ) 


Это уравнение является уравнением разомкнутой системы импульс¬ 
ного регулирования , а 47* (д) представляет передаточную функцию 
разомкнутой системы прерывистого регулирования . 

Передаточная функция 47* (д) может быть найдена по передаточной 
функции линейной части системы 1 V (д) при помощи формулы 


где 


при ф 0; 


»*<»>-* 21 е - -тгОгж• 


Ѵ«1 




с,= "М.±^1 вс ,( 1-е-ы) 
*У(Ч,) ТО, ѵ ' 


Сі~ 


МФ) 
& (0) т 


(445) 


(446) 


при Ц[ = 0, д., ф 0 и к = к а ч для систем импульсного регулирования 
первого типа, а для систем импульсного регулирования второго типа 


и 


С,= 


М(Яѵ) 




к — к а *, 


(447) 


причем для систем второго типа предполагается, что ^<^1. 

Это значит, что рассматривают малые изменения управляющего сиг¬ 
нала (входной величины импульсного элемента) или пренебрегают дли¬ 
тельностью включения исполнительного устройства. 

В выражениях (445) — (447) через д ч обозначены полюсы передаточной 
функции линейной части системы 47 ( д ), т. е. корни уравнения -О (д) = 0, 
которые предполагаются отличными друг от друга. В тех случаях, когда 
линейная часть системы не содержит внутренних обратных связей, эти 
полюсы выражаются через параметры звеньев линейной части. 

В иных случаях, например, когда линейная часть сложна, более удоб¬ 
ным может оказаться иное выражение передаточной функции 47* (д), 
которое можно получить из уравнения (445) после некоторых преобра¬ 
зований: 


«?*(«) = Ьі, + к 2 г <9 + 2 "“ЛтттЙ5г («8) 

т=—-со 
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для систем первого типа и 

со 

) = **«+* 2 1Г( 9 + 2іи»У) (449) 

пг=— оо 

для систем второго типа. 

Величины 

Зі =іііт.Щ?) и ^ 2 = -і-1іт?И7(9) 

^ <7~*оо ^ <7-+со 


обычно равны нулю. 

Выражения (448) и (449) опреде¬ 
ляют передаточную функцию разомк¬ 
нутой системы импульсного регулиро¬ 
вания непосредственно через переда¬ 
точные функции линейной части. 

Уравнение разомкнутой системы 
импульсного регулирования третьего 
типа запишется аналогично выражению 
(444) в виде 

Ц*в Ы Лч)= (<7)0{Ф(« в ,1й])Ь (450) 


Ф(ивх) 


+1 




-1-7 

Фиг. 132. Характеристика релей¬ 
ного элемента. 


где Ф (и вх ) —характеристика релейного элемента (фиг. 132), а Ц7*(<7) 
попрежнему определяется формулами (445) или (448) и (449). Это 
следует из того, что импульсный элемент системы третьего типа экви¬ 
валентен последовательному соединению релейного элемента и импульс¬ 
ного элемента систем первого типа (фиг. 133). 



Фиг. 133. Эквивалентность импульсного элемента третьего типа 
последовательному соединению релейного элемента и импульсного 
элемента первого типа. 


Исключая из уравнений (443) и (444) І1* вх (д), получим уравнение 
замкнутых систем импульсного регулирования первого и второго 
типов в следующей форме: 

^«Л?) = ттп^^о ( <7). (451) 

Если значение ѴІ ых (д) из выражения (451) подставить в (443), 
то получим уравнение относительно входной переменной импульсного 
элемента (сигнала управления) 

^вх(д) = 1 ур* Ѵо(д). 


37 Коллектив 


авторов 1309 


(452) 
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Уравнения (451) и (452), аналогичные по форме уравнениям системы 
непрерывного регулирования, определяют процессы в дискретные моменты 
времени і — п, т. е. в моменты съема. 

Выражения 


Ка,і(ЧУ 


1 


1 + И* (?) 


и Кз, 2 ІЧ) 


_ V* (?) 

1 + К" (?) 


(453) 


определяют собой соответствующие передаточные функции замкнутых 
систем импульсного регулирования первого и второго типов 1 . 

Уравнение замкнутой системы импульсного регулирования третьего 
типа получим после подстановки в уравнение (450) значения и дх [л] из 
формулы (442^ или і/ в ых(ч) из формулы (443) в виде 

іС,(<7)= ^*(?)І){Ф(Ио[я]-« вМ хІ«])} ( 454 > 

или 

^4 (?) = иі (?) - V* (?) {Ф (« в , [я] )}• (455) 


В отличие от уравнений систем импульсного регулирования первого 
и второго типов, которые являются линейными, уравнения систем импульс¬ 
ного регулирования третьего типа нелинейны. 

Приведенные уравнения (451), (452) и (454) охватывают и тот слу¬ 
чай, когда линейная часть системы содержит звенья, характеризуемые по¬ 
стоянным запаздыванием т. 

Если звено запаздывания включено последовательно с линейной частью, 
то передаточная функция такого соединения будет равна 

Г,(?)= 

— Т 

где т = —-относительное время запаздывания. 

1 р 

Вместо передаточной фукции (#) в уравнения систем импульс¬ 
ного регулирования следует подставлять 

і 

(?) = * 2 0?ѵ (в - 1 -*) — - ~ дѴ е~ (к ~ х) \ (456) 

В в ѵ 

ѵ=1 

где С ѵ определяется выражениями (446) или (447) при 

к — 1 <т< & — у* 

или 

И?* (?) = с ~> { ^ е ч - {к -^ - 1 ] ё~ к \ (457) 

Ѵ=1 


1 Они совпадают с Ф е и Ф соответственно для систем непрерывного регу¬ 
лирования, если считать, что измерительное устройство безинерционно. 
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где 


МЩ 

ѵ й'(Я,)Я, 

при к — 7 < х < & 1 >. 

Если звено запаздывания включено любым иным образом в линейную 
часть системы, то передаточная функция линейной части может быть 
представлена в виде 

^ (Я) = ѴГі (д) е- Тт + Щ , (Я), (458) 

и тогда в уравнения систем импульсного регулирования вместо 117* (?) 
следует подставлять 

№*(Я)=КЛЯ)+Жп(я\ 

где 1 ^ 5 , т (я) определяется по формулам (456) и (457), а И7 |(?)— п0 
формуле (445). 

Для систем первого и третьего типов функция 1 Ѵ*(я) в зависимости 

от величины т определяется формулами (456) или (457) при 7 < 1 или 
(456) при 7 = 1 , для систем второго типа (так как^<^ 1 ) — формулой 
(456). Что же касается выражений для передаточных функций (448) и 
(449), то они остаются справедливыми и при наличии запаздывания, если 
в правые части этих выражений подставлять функцию 1 Ѵ х (я), определя¬ 
емую формулой (458). 

Отметим некоторые свойства передаточных функций систем импульс¬ 
ного регулирования. Как видно из приведенных выше выражений, 117* (?) 
является функцией е 1 *. 117* (< 7 ) имеет I полюсов е я ѵ и бесконечное число 
полюсов <7, отличающихся от ? ѵ на + 2тсту, так как е я ' і+2кт * = . На¬ 

зовем полюсы, расположенные в полосе — тс < ^тя < тс, основными. 
В дальнейшем нас будут интересовать лишь основные полюсы. 

Для составления уравнений систем импульсного регулирования необ¬ 
ходимо: 

а) найти передаточную функцию линейной части системы и подста¬ 
новкой $ = ■— привести ее к безразмерной форме 

\17(?) = - М ^ • 

б) по этой передаточной функции И7(?) определить передаточную 
функцию разомкнутой системы импульсного регулирования VI/* (я), 
используя соответствующие формулы: при отсутствии запаздывания — 
(445), при наличии запаздывания — (456) и (457) или в любом случае — 
(448) и (449); 

в) подставить 1 V* (я) в соответствующее тому или иному типу систем 
уравнение (451), (452) и (454). 

Ч Отметим, что при — 0 после раскрытия неопределенности слагаемое 
при ѵ — / будет иметь вид 



37* 
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Приведенные выше уравнения систем импульсного регулирования 
описывают процессы в дискретные моменты времени т = п, т. е. моменты 
съема. Небольшое видоизменение этих уравнений позволяет описать 
процессы в любые моменты времени [1]. Здесь, однако, мы на этом не 
будем останавливаться. 

Если в выражения передаточных функций разомкнутой или 

замкнутой К* 3 (д) систем импульсного регулирования подставить <7 = 

=/*, гделг = а)Г р — относительная частота, 
то получим соответствующие частотные хара¬ 
ктеристики. 

Эти частотные характеристики полностью 
определяются изменением относительной ча¬ 
стоты х в интервале —тс < х < тс или, как 
будет видно далее, в интервале 0 < х < тс. 

Частотные характеристики играют важ¬ 
ную роль как при исследовании устойчивости, 
так и при исследовании качества систем 
импульсного регулирования. Поэтому оста¬ 
новимся вкратце на способах построения ча¬ 
стотных характеристик. 

Для построения частотной характери¬ 
стики разомкнутой системы импульсного ре¬ 
гулирования ѴР*(]х) воспользуемся выраже¬ 
ниями (448) и (449 ) г К 

Полагая в этих выражениях ц=}х и 
принимая для простоты ё\ — 82 = 0 * полу¬ 
чим после простых преобразований выражения для частотных характе¬ 
ристик 

* 00 8ІП Х ~ ^ ^ 71Ш у х+2кт 

Г*(/*;) = А ^ + х + 2 1т„ е ' “ ". ( 459 > 

ГП——00 2 ^ 

если система первого типа, и 

ѵр* (/*;) = & 2 №Ч/(* + 2 %т)) г (460) 

т=—со 

если система второго типа. 

формулы (459) и (460) определяют частотную характеристику разо¬ 
мкнутой системы импульсного регулирования ѴР*(]х) через частотную 
характеристику ее линейной части ]Ѵ (у*) при различных значениях 
частоты. Поэтому №*(/*;) может быть построена следующим образом. 
Рассмотрим вначале выражение частотной характеристики ѴУ*(]х) для 
систем второго типа уравнения (460). Пусть частотная характеристика 
линейной части 1 Г(/и>) имеет вид, графически изображенный на фиг. 134. 
Сплошная кривая соответствует а) > 0, а пунктирная кривая (симметрич¬ 
ная) соответствует (о < 0 . 

О Использование для этой цели выражений Ѵ7* (< 7 ), определяемых форму¬ 
лами (445) и (456), подробно описано в работах [1]. 
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Фиг. 134. Амплитудно-фазо¬ 
вая частотная характери¬ 
стика линейной части 
системы. 



Задаваясь значением интервала регулирования Т рі нанесем на частот¬ 
ную характеристику вместо значений <о значения х, исходя из соотно¬ 
шения х = шТ р . При изменении интервала регулирования Т р оцифровка х 
будет изменяться [для астатических систем при этом будет пропорцио¬ 
нально изменяться масштаб частотной характеристики ИР (ух) линейной 
части] (фиг. 135). 

Задаваясь теперь значением х = х 2 < тс, отмечаем на частотной харак¬ 
теристике линейной части ИР (ух) точки х г \ х х — 2тс; х г — 4тс;.. 
х 1 2тс; х г + 4тс;.. . и т. д. Сумма векторов, проведенных из начала 
координат к этим точкам, согласно уравнению (460) определяет значе¬ 
ние искомой частотной характеристики ИР* (ух) при х — х г (фиг. 136). 



Так как при достаточно больших х модуль частотной характеристики 
линейной части | ИР (ух)| обычно стремится к нулю, то в выражении (460) 
можно ограничиться небольшим числом слагаемых, часто равным двум, 
и тогда 


ИР*(ух)ж& {^(ух)+ИР(у(л: — 2тс))}. (461) 

В этом случае построение ИР* (ух) особенно просто. В каждой точке 
х, < тс частотной характеристики линейной части системы ИР (ух), как 
из начала, проводится вектор ИР^х, —2тс)) (фиг. 136). _ 

Кривая, соединяющая концы этих векторов, увеличенных в к раз, и 
определяет ИР* (ух). 

Для систем импульсного регулирования первого типа отличие в по¬ 
строении ИР* (ух) состоит лишь в повороте соответствующих векторов 
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. х + 2 ът 

х + 2*ж „ ѣт —2 -* , „ 

на углы - - -у и уменьшении модулей их в — - + - раз(//г = 0 ; 


определяется по соот- 


. х + 2 пт 

5іп -^-7 § ^ п2 

+ 1; +2;...). Величина -определяется по соот- 

2 ™ Т 

ветствующим таблицам (см., например, [7]). 

Частотные характеристики замкнутой системы импульсного регули¬ 
рования получаются из передаточных функций (453) после замены в 

них я на ух. 

У Вводя нормированную частотную ха- 

Ѵ/Ѵх) рактеристику 





ѵг* (Я) 


где к — общий множитель, не зависящий 
от частоты, запишем выражения для ча¬ 
стотных характеристик в виде 

1 к 


Кз, іС/ЛГ) : 


1 + к УѴ'*{]х) _І + цу* Ц х ) 


К, 2 их) -- 


Фиг. 137. К построению час¬ 
тотных характеристик замкну¬ 
той системы. 


кѴУ* Цх) 

1 + кШ* (ух) 


ѴУ* Цх) 


Так как частотные характеристики К*Цх) и 117* (Цх) связаны между 
собой однозначно, то легко по частотной характеристике 117* (ух) гео¬ 
метрически построить частотные характеристики замкнутой системы 
импульсного регулирования К 3 (ух), как это производится в теории 
непрерывного регулирования (см. главу XV). Из фиг. 137, на которой 
изображена частотная характеристика импульсного регулирования 117* ( ух), 
очевидно, что для данного значения х 

Іг* С/х) = 08; -і- = оО. 

Сумма этих векторов равна 

Ігё = аО + ОЬ = і + №*их). 


Таким образом, при заданном значении х 


Хз, і их) 


аО аО -/с 

■ 
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где аО и а% — модули; 

О и о — фазы векторов аО и аЬ. 

Модуль частотной характеристики | К 3в і (ух) | замкнутой системы 

импульсного регулирования равен отношению постоянного отрезка аО 

•—► —• 

к отрезку Оо, а фаза равна углу между векторами аО и аЬ. Из этого 
построения можно также получить вещественную и мнимую частотные 
характеристики. Так как 

кі 1 0'х) = ІКзС/х) I е - ' 4 ’ = Р* (л:) (х), 


то 


р* (X) 
< 3 * (X) = 


кі Цх) I С05 
К'з их) | 5ІП 


аО сов аЬ ѣ 

аЬ ао * 

аО 8іп ср_Об 


(463) 


Все эти построения почти без изменений остаются при вычислении 

$ I 

К 3 2 (ух) по обратной частотной характеристике —-. 

И/ Цх) 

Частотные характеристики используются далее для анализа устойчи¬ 
вости и качества систем импульсного регулирования. 


3. УСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМ ИМПУЛЬСНОГО РЕГУЛИРОВАНИИ 

В устойчивой (линейной) системе любое ограниченное возмущение 
вызывает ограниченное изменение величи-н, характеризующих состояние 
системы. 

В случае систем импульсного регулирования эти свойства относятся 
к рассматриваемым дискретным значениям некоторых величин (например, 
входной величины импульсного элемента) в моменты съема, описываю¬ 
щихся ступенчатыми функциями (см. приложение). 

Пусть ступенчатая функция 

и [я] =и ш [я] 

характеризует невозмущенное состояние системы импульсного регулиро¬ 
вания первого или второго типов. В частности, и ст [п] может быть постоян¬ 
ной. Если по какой-либо причине состояние системы изменится, то после 
устранения этой причины 

к [я] =и ст [я[ + 3 м [я]. 

Величина Ьа [п\ характеризует свободные колебания системы и может 
быть представлена в виде 

8 и [я]=]Г^"> 

где йѵ — постоянные числа; 

<7ѵ — основные полюсы передаточных функций замкнутой системы, т. е. 
корни уравнения 

Ф*(?) = і + ^Чч). 
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Если представить ѴУ* (д) в виде 

ІГ* (д) = 


М* (я) 
О* (д) 9 


то д ч будут основными корнями уравнения 

а * (д) = П* (д) + М *(д) = О, 


которое является аналогом характеристического уравнения . Очевидно, 
система будет устойчивой, если с ростом п 8 и [п\ стремится к нулю. 
Необходимое и достаточное условие устойчивости состоит в том, чтобы 
все основные корни характеристического уравнения 0 *(д) = 0, или, 
что то же, полюсы передаточной функции замкнутой системы, имели 

отрицательные действительные ча¬ 
сти, или, иначе говоря, чтобы эти 
полюсы лежали в левой части полосы 
—тс < ]тд < тс плоскости д (фиг. 138). 
^ В отличие от теории непрерывного 
регулирования в теории импульсного 
регулирования роль левой части пло¬ 
скости корней играет левая часть по¬ 
лосы —к<]тд<^ъ #ед<0) (фиг. 138). 

Так как основные полюсы 1 Ѵ*(д) 
совпадают с полюсами ѴУ {д), то мы 
приходим к заключению: если линей - 
ная часть системы импульсного регу¬ 
лирования устойчива , то устойчива 
и сама разомкнутая система импульсного регулирования. Иначе го¬ 
воря, добавление импульсного элемента к линейной части не изменяет 
устойчивости. Этот вывод физически очевиден. 

Для анализа устойчивости замкнутых систем импульсного регулиро¬ 
вания применяются критерии устойчивости, которые позволяют опреде¬ 
лить, устойчива система или нет, без необходимости непосредственного 
вычисления корней характеристического уравнения. 

Приведем формулировки критериев устойчивости систем импульсного 
регулирования, которые аналогичны критериям устойчивости систем непре¬ 
рывного регулирования. Доказательства этих критериев устойчивости 
можно найти в работах [1]. 


1 

1 

ос 

03 

г: 

і| 

ось 

• 

РІ 

Действительная 

-; — —] 

п 

ось 


1 -Л 


г 

и 



Плоскость д 


Фиг. 138. 


а) Аналог критерия Рауса — Гурвица 


Пусть 


О* ( д ) = а 1 е 1<1 1) 4 + •••-}- а 0 = О 




характеристическое уравнение системы импульсного регулирования. 
Обозначим 

і 


ь-ЕМ(Ѵ)-(І)(і-і) + (5)(і-?)---- 

и* == о 
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где 


/ Р \ и- 1 

\к) к\ ({х— к) ! * 


Для того чтобы система импульсного регулирования была устой¬ 
чивой , необходимо и достаточно , чтобы выполнялись условия 


Ь„ > 0, ь х > о, 

ь г ь д 

Ъ Іі 

>0; 

^1 &3 ^5 

&0 ^2 ^4 




О 

О 

О 

со 


(464) 


и т. д. В раскрытом виде эти условия обозначаются следующим обра¬ 
зом: 

для I= 1 

&0 == # 0 » ^1 ;== «о» 

и, следовательно, 

а х + а 0 >0; —а 0 >0; (465) 

для 1 — 2 

Л) = а 2 + 

Ь 1 = 2 (а 2 — а 0 ); 

Ь 2 = ^2 “}” #о, 

и, следовательно, 

а 2 а і "Ь а о > Ф 1 

а 2 — а 0 >0) I (466) 

^2 — Яі-м 0 >°; ) 

для /= 3 

^0 = а 3 + а 2 + а 1 + а 0 > 

Ь і = г(а ѣ — а 0 )-\-а 2 — а 1 ; 

Ь 2 = 3 (Лд Л 0 ) ^2 > 

“ а^ Л 


и, следовательно, после упрощений получаем 

а ъ + а 2 Ч~ а і Ч~ а о > 0; 

а В — а 2 + а 1— «о>°> 
а\ + аі + а 2 а 0 — а ъ а г > 0. 


(467) 


б) Аналог критерия Михайлова 

Если подставить Ц=]х в многочлен О*(< 7 ), где х = ыТ р , и отде 
лить действительную и мнимую части, то получим 

О* их) = а/ 1х + а г - х е (1 ~ Х)іх -]- \- а^ х а й = 

= и* (л:) - 1 -/г>* (л:). 
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где 


и* (х) = а г соз Іх + а*_і соз (/ — 1) х -}- • • • + соз х -(- а 0 ; 
ѵ* (х) = о,} зіп Іх -{- аі- 1 зіп (/— 1) х -)-••• -|- а г зіпх; 


и* (х) и ѵ* (х), а значит и О* (х), являются периодическими функ¬ 
циями х и полностью определяются при изменении х в интервале 
—тс < х < тс. 


При изменении х в этом интервале вектор 0*(ух) описывает своим 
концом кривую, которая называется характеристической кривой или 
годографом, причем годограф симметричен относительно действительной 
оси при —тс <х <0 и 0 < х < тс. 



Фиг. 139. Характеристические 
кривые устойчивых систем 
(/=1, 2, 3, 4). 



Фиг. 140. Характеристические кривые и их 
действительные и мнимые части: 

а — для устойчивых систем; б — для неустойчивых 
систем (/ = 5). 


Для того чтобы система импульсного регулирования была устой¬ 
чивой , необходимо и достаточно , чтобы при возрастании х от 0 
до тс характеристическая кривая , начиная с положительной части 
действительной оси , последовательно обходила 21 квадрантов против 
часовой стрелки , где I — степень характеристического уравнения , 
или , что эквивалентно , чтобы и*{х) и ѵ*{х) имели в интервале 
0 < х < тс I действительных перемежающихся корней и чтобы при 
х = 0 было и*( 0)>0 и / у*'( 0 )> 0 . 

На фиг. 139 графически изображен примерный вид характеристиче¬ 
ских кривых, соответствующих устойчивым системам импульсного 
регулирования для /=1, 2, 3, 4. На фиг. 140 изображены характе¬ 
ристические кривые О* (ух), и* (х) и <ц*(х) для устойчивой и не¬ 
устойчивой систем импульсного регулирования при 1 = 5. 

Приведенные формулировки аналогичны формулировкам критерия 
Михайлова для систем непрерывного регулирования. 

в) Аналог частотного критерия Найквиста — Михайлова 

Рассмотрим передаточную функцию разомкнутой системы импульс¬ 
ного регулирования ѴУ* (ух). Отделяя в ней вещественную часть и * (х) 
от мнимой ѵ* (х), получим 

ѴУ* (ух) = и* (х) /у* (х). 
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При изменении х от 0 до тг конец вектора описывает кривую, на¬ 
зываемую амплитудно-фазовой частотной характеристикой. 

Предполагая, что линейная часть системы устойчива, можно сформу¬ 
лировать критерий устойчивости следующим образом. 

Система импульсного регулирования устойчива , если амплитудно¬ 
фазовая частотная характеристика не охватывает точку — /; ]0. 



Фиг. 141. Амплитудно-фазовые частотные характеристики 
устойчивой разомкнутой системы прерывистого регулиро¬ 
вания соответствуют: 

а — устойчивой замкнутой системе; б — неустойчивой замкнутой системе. 


На фиг. 141 изображены амплитудно-фазовые частотные характери¬ 
стики, соответствующие устойчивой (фиг. 141, а) и неустойчивой 
(фиг. 141, б) системам импульсного регулирования. 

Если линейная часть системы нейтральна (т. е. передаточная функ¬ 
ция ее имеет г' полюсов, равных нулю), то формулировка критерия 
устойчивости остается без изме¬ 
нений, однако при построении 
амплитудно-фазовой частотной ха¬ 
рактеристики следует дополнить ее 
дугой окружности бесконечно 
большого радиуса, центральный 

угол которой равен г\ как 

это показано на фиг. 142 для 
случая г' = 1. Годограф ампли¬ 
тудно-фазовой частотной харак¬ 
теристики — 1 соответствует ус¬ 
тойчивой системе, а —2—неустой¬ 
чивой системе импульсного регу¬ 
лирования. 

Наконец, если линейная часть системы неустойчива (т. е. передаточ¬ 
ная функция ее имеет г полюсов с положительной действительной 
частью), то в этом случае система импульсного регулирования будет 
устойчивой, если годограф частотной характеристики охватывает точку 

—1, у’О в положительном направлении (т. е. против часовой стрелки) ^ 
раз. При г — 0 мы приходим к предыдущей формулировке. 



Фиг. 142. Амплитудно-фазовые частот¬ 
ные характеристики нейтральной разо¬ 
мкнутой системы прерывистого регули¬ 
рования соответствуют: 

1 — устойчивой замкнутой системе; 2 — неустой¬ 
чивой замкнутой системе. 
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Заметим, что для нормированной частотной характеристики функ¬ 
цию точки —1, /0 выполняет точка —-^,/0. 


А 


У(](4 


0)о 


Это 

ния 1 Ѵ*^‘х) по 
из условия 


Амплитудно-фазовая частотная харак¬ 
теристика, не нормированная И7* (]х) или 
нормированная ѴѴ* (/я), может быть, по¬ 
строена по приведенным выше формулам 
аналитически или графически, исходя из 
амплитудно-фазовой частотной характери¬ 
стики линейной части. 

Отметим в заключение, что введение 
импульсного регулирования может явиться 
сильным средством стабилизации систем и 
улучшения их динамических свойств, если 
амплитудно-фазовая частотная характери¬ 
стика линейной части, начиная с некото¬ 
рой частоты, проходит через I и IV ква¬ 
дранты (фиг. 143). Такой частотной ха¬ 
рактеристикой обладают, например, систе¬ 
мы с запаздыванием, системы с распре¬ 
деленными параметрами и т. д. 

непосредственно следует из указанного выше способа построе¬ 
на (/*;). Интервал регулирования при этом выбирается 



Фиг. 143. К стабилизации си¬ 
стем введением импульсного 
элемента. 



4. ПРОЦЕСС РЕГУЛИРОВАНИЯ В СИСТЕМАХ ИМПУЛЬСНОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 

После исследования устойчивости систем импульсного регулирова¬ 
ния рассмотрим процессы регулирования в них. 

Уравнение системы импульсного регулирования 

Ѵвх(я)= і иу* Ѵо(Я) 
можно привести к виду 

(468) 


где Н*(д) — многочлен степени / 2 ; 

(/*(?) — многочлен степени /, соответствующий характеристиче¬ 
скому уравнению. 

Предположим, что к 0 \п\ имеет вид единичного скачка, т. е. 

( 1 при п = 0, 1, 2... ; 

П ° ^ I 0 при п < 0, 
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тогда входная величина импульсного элемента может быть найдена по 
выражению [1] 


и вх 1«1 


н*{ 0) . у я *(?ѵ) ч,п 

а* (0) + 2л ( е ?ѵ _ і) е ’ 


(469) 


где — основные корни характеристического уравнения, т. е. основ¬ 
ные полюсы передаточной функции замкнутой системы, а 


О* Ы = 


сЮ* (< 7 ) * 

^ <7=? ѵ * 


__ Эта формула определяет процесс регулирования в моменты съема 
1 = п = 0 , 1 , 2 . .. 

Если система устойчива, то действительные части — основных 
корней характеристического уравнения отрицательны и все слагаемые 
в и вх [п], содержащие е ЯыП , с ростом п будут стремиться к нулю. 
Предел, к которому стремится и вх [/г], будет равен 

//* ( 0 ) 1 

и вх [°°] ^ = (і* ( 0 ) ^ 1 + І#'* ( 0 ) * (470) 

Эта величина характеризует статическое (установившееся) отклонение 
входной величины импульсного элемента. и вх [оо] отлично от нуля при 
Ц7*(0 )Ф со и обращается в нуль, когда ^*( 0 ) = схэ. Последний случай 
имеет место тогда, когда исполнительное устройство содержит интегри¬ 
рующее звено. 

Построение процесса по формуле (469) связано с необходимостью 
вычисления корней характеристического уравнения О* (< 7 ) = 0, что при 
/ > 3 является чрезвычайно громоздкой операцией. Приведем иное выра¬ 
жение, свободное от этих недостатков и позволяющее построить процесс 
при любом воздействии. 

Если передаточную функцию замкнутой системы представить в виде 
Н*(д) ь о + М? + . ■ ■ + Ь І2 _ г е 4 «■‘-ѴЬ;/ 1 * _ 

О * (Я) а 0 + ау& + ... + а,_і е ч ( ' _1) + а^ 1 ’ 

(/> 4 ). 


то можно показать [ 1 ], что 

л—Н --и 

й «[ л ]= 2 Г А и 0 Щ-(1-І ъ + к)], ( 471 ) 

/г=0 

где коэфициенты Ги определяются по коэфициентам а г Ь і передаточной 
функции из рекуррентного соотношения 

Г* = ± {*/,_* - 2 (472) 

= 0 При 6 >4, «^ = 0 при (!.>/). 
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Таким образом, определение процесса регулирования в моменты съема 
~і = п сводится к вычислению коэфициентов Г к . Выражение (471) опре¬ 
деляет процесс регулирования (для і—п) при любой форме и 0 [п]. Если 
и 0 [п] имеет вид единичного скачка, то и 0 [п — (/—4 + ^)1 равно 1 
при & < я — /+ / 2 и 0 при & > п — / 4» и значения процесса нахо¬ 

дятся простым суммированием Г к . При заданных значениях параметров си¬ 
стемы вычисление процесса по выражению (471) не представляет труда. 

Процесс можно, наконец, определить графо-аналитическим методом 
по амплитудно-фазовой частотной характеристике. Для этой цели по 



Фиг. 144. К построению процесса по Фиг. 145. Трапецоидальная 

вещественной частотной характеристике. вещественная частотная ха¬ 

рактеристика. 


к ней известный способ трапеций, широко распространенный в теории 
непрерывного регулирования [7] (фиг. 144), найдем [4] 



где Ар — площадь трапеции, а остальные обозначения ясны из фиг. 145. 

Пользуясь таблицами определяем Г кі а затем, как указано 

выше, и интересующий нас процесс. 


5. КОСВЕННЫЕ МЕТОДЫ ОЦЕНКИ КАЧЕСТВА В СИСТЕМАХ 
ИМПУЛЬСНОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Как и в теории непрерывного регулирования, для выбора параметров 
системы автоматического регулирования важную роль играют косвенные 
методы оценки качества процесса регулирования, не требующие построе¬ 
ния последнего. Мы вкратце рассмотрим две такие оценки: степень 
устойчивости и интегральные оценки. 

а) Степень устойчивости 

Чем больше по абсолютной величине действительные части полюсов # ѵ , 
тем быстрее затухают составляющие процесса е ЧчП с ростом п . Как и 
в случае систем непрерывного регулирования, быстрота затухания про- 
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цесса устойчивой системы в некоторых случаях (см. главу XIX) может 
быть охарактеризована абсолютной величиной действительной части бли¬ 
жайшего к мнимой оси комплексной плоскости ? корня характеристи¬ 
ческого уравнения 

О* (?) = О* (?) +- М* (?) = 0. (474) 

Эту величину мы назовем степенью устойчивости и обозначим ее 
через 5, так что 

$ = тіп \Не д^\ (475) 


(см. фиг. 138). 

Степень устойчивости является относительной величиной, так как 

процессы выражаются в функции относительного времени = ——. 

1 р 

Абсолютная величина степени устойчивости, очевидно, будет равна 



Для определения степени устойчивости достаточно подставить в пере¬ 
даточную функцию ѴР* (?) разомкнутой системы импульсного регули¬ 
рования ? — Е вместо ? и полученную таким образом передаточную 
функцию рассматривать как передаточную функцию некоторой новой 
системы, граница устойчивости которой соответствует линии равной 
степени устойчивости исследуемой системы. Точно так же как и в теории 
непрерывного регулирования, задача сводится к исследованию устойчиво¬ 
сти этой новой системы, последнее же может быть проведено на осно¬ 
вании критериев устойчивости, приведенных выше. 

В отличие от систем непрерывного регулирования, обладающих всегда 
конечной степенью устойчивости, в системах импульсного регулирования 
степень устойчивости может достигать бесконечности. Бесконечная сте¬ 
пень устойчивости соответствует тому, что действительные части корней 
уравнения О* (?) = 0, которое мы выпишем в явном виде 

О* (?) = ^ ^ -)- а 0 = 0, 


равны — оо. Очевидно, что условия, при которых достигается беско¬ 
нечная степень устойчивости, имеют вид 

а 0 ==в 1 = ... = «,_!= 0, (476) 

так как в этом случае все корни уравнейия 

О* (?) = ще* 1 = 0 


равны —оо. Если задан оператор разомкнутой системы 


№*(?) = 


М*{д) 
О* (?) 


Ь'о + ь[е« + • • • + Ь' и _ + Ь[е ч1 ' 

а 0 + а[еЧ + ... + а[_ х е ч (г-1) + а^е 41 * 


(4 < О, 


(477) 
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то условия (476), при которых достигается бесконечная степень устой¬ 
чивости, согласно равенствам (476) и (477) примут вид 1 


а о — ’ а \ » 






(478) 


При бесконечной степени устойчивости процесс регулирования 
при возмущениях вида единичного скачкгі заканчивается в конечное 
% число интервалов регулирования . 

Действительно, если а 0 = а г = 

. . ., = аі -1 = 0 , то из рекуррентного 
и с I соотношения получаем 


х 


Импульсный 

элемент 


Гь 






при к < / 2 ; 


Г* = 0 




ЧУ' 


^7* 


при к > 4 > и в этом случае по фор¬ 
муле (471) будем иметь 



и вх [«] 


п—1-\-Ц 

2 

к=0 


ѵ Р--к 

а і 


1 [л _^_/ + / 2 ] 


при п < /, а значит и к < 4 » и 
1 2 


к=0 


аі 


і 


1+ѴѴ*(0) 


«ел: [°°І 


Б) 

Фиг. 146. К пояснению физического 
смысла бесконечной степени устой¬ 
чивости. 


при п > /. 


к блг И! П Р И я > / не зависит от /г. 
В частности, если 1Г*(0)=оо, то 
и вЛГ [п] = 0 при /г > /. 

Отсюда мы заключаем, что в системе с бесконечной степенью устой¬ 
чивости процесс регулирования оканчивается по истечении конечного 
числа интервалов п = I . 

Поясним физически смысл «бесконечной степени устойчивости. 

Рассмотрим регулируемый объект, описываемый уравнением первого 
порядка. На фиг. 146, а этот объект представлен в виде электрической цепи. 
Напряжение и с на емкости С сравнивается с эталонным напряжением Е 0 , 
и разность их воздействует на импульсный элемент. Импульсный элемент 
воздействует на вход цепи импульсами, высота или длительность кото¬ 
рых зависит от разности Е 0 — и с . Можно подобрать параметры импульсного 


1 Часть из коэфициентов Ь' может быть равна нулю. 
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элемента (т. е. воздействующих импульсов) так, чтобы процесс регули¬ 
рования заканчивался в течение одного интервала, как это показано на 
фиг. 146, б , и для системы первого типа (кривые /). При иных значениях 
параметров процесс не будет заканчиваться в конечный промежуток 
времени (кривые 2 и 3), так как к началу следующего интервала будет 
иметь место отклонение. 

Условия (476) или (478) назовем условиями конечной длительности 
процесса регулирования . Параметры, удовлетворяющие этим условиям, 
назовем оптимальными с точки зрения бесконечной степени устойчивости. 
Конечно, не для всякой системы существуют оптимальные параметры. 


б) Аналоги интегральных оценок 

Динамические свойства переходного процесса, т. е. процесса регу¬ 
лирования, возникающего вследствие возмущения вида единичного скачка, 
можно оценить величинами 


4 = 2 {« [«] —« [°°]}; 4 = 2 {« [я] — и [оо]} 2 , 


п =О 


л = О 


иЩиЩ 


р 


1и[п] 


|_2 

I Г-*“ 




■=>/? 


0 12 3 4 5 6 


и[п] 

.—уЛ.-(и[п]-иИ ) 2 



I - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1-/7 

0 1 2 3 4 5 6 


Фиг. 147. Площадь откло¬ 
нения (/) и площадь ква¬ 
драта отклонения (2) про¬ 
цесса при и [оо] = 0. 


Фиг. 148. Площадь отклоне¬ 
ния (/) и площадь квадрата 
отклонения (2) процесса при 
и [оо] Ф 0. 


которые являются аналогами соответствующих интегральных оценок в 
теории непрерывного регулирования (см. главу XX). 

В тех случаях, когда статическое отклонение и вх [ с©]=0, что часто 
встречается в системах импульсного регулирования, 

оо оо 

4= 2 4= 2 «’,[«]. (479) 

/ 1=0 п *=0 

І х — площадь, заключенная между ступенчатой функцией, описы¬ 
вающей процесс в системе импульсного регулирования и[п\, и установив¬ 
шимся значением ее, т. е. площадь отклонения ступенчатой функции от ее 
предельного значения (фиг. 147 и 148). 

/ 2 — площадь квадрата этого отклонения (фиг. 147 и 148). Отметим, 
что І г и / 2 являются относительными величинами. Для получения абсо¬ 
лютных величин их следует умножить на Т р . 

Можно показать [ 1 ], что 

оо 

4=2 У»х * і +№*(<?)] 9 =о ' ( 480 ^ 

0 


38 Коллектив авторов 1309 
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Очевидно, что І г может быть пригодна для оценки неколебательных 
процессов. Оценка / 2 лишена этого недостатка. 

Приведем выражение, позволяющее вычислить / 2 непосредственно 
по коэфициентам передаточной функции замкнутой системы. Пусть 


и вхМ>— о* (д) 0 * (а) и 


О* (я) 


(?) 


(в 


этом случае и вх [оэ] = 


ШI 

<7* (0) 


= 0); Щ(д) — изображение единичного 


скачка; 

О* (д) = аів д1 \в ч + ... + а х е я а 0 = 0 


характеристическое уравнение и 

н\ (?) = а к -іе ч (4 -° + а и . 2 е ч (4 " 2) + ... + <4, 


тогда при / = / 2 = 1 


/- * 
л 2 2 2 * 

(481) 

а 1~ а 0 


при /=/ 2 = 2 


^ (^1 + 4 ) ( а 2 + &і) — 2 ^ о ^ 1^1 

(#2 — а о ) [(#2 + # о ) 2 - 

(482) 


/ 2 является функцией параметров системы импульсного регулирования. 
Значения параметров, при которых / 2 достигает наименьшей величины, 
назовем оптимальными с точки зрения оценки / 2 . 

/ 2 можно также определить графически по частотной характеристике 
замкнутой системы. 

Можно показать, что 


4 = 


_і_ 

к 


Г Н\Цх) 

3 О* О*) 


2 

йх , 


(483) 


т. е. / 2 равно площади квадрата модуля 


Н\{]х) 

с?* и*) * 


6. НЕПРЕРЫВНОЕ РЕГУЛИРОВАНИЕ КАК ГРАНИЦА 
ИМПУЛЬСНОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

При стремлении интервала регулирования к нулю Т р -* 0, естественно 
ожидать, что свойства системы импульсного регулирования будут при¬ 
ближаться к свойствам соответствующей системы непрерывного регули¬ 
рования. 

Исходя из выражений (448) (459), можно показать, что 

ѴтШ*(Т р з) = к№(з), (484) 
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где И7* (Т р 8) = ѴР* (#) — передаточная функция разомкнутой системы 

прерывистого регулирования; 

ѴУ($) — передаточная функция линейной части системы. 


для систем первого типа; 


к = к и ъ 


для систем второго типа. 

Действительно, при заданном значении х = х 1 = ыТ р чем меньше Т р , 
тем больше значение = -ф -. Если для ^ модуль частотной харак- 

1 р 

теристики линейной части очень мал и значениями | (усо) | при аз > 

можно пренебречь, то из уравнений (459) и (460) следует, что 

НТ* их) = Щ7* и*Т р )« * I ѴЦіо) (485) 


при 0 (*) <С -у -, а значит, и для передаточных функций справедливо 

соотношение (4§4). 

Таким образом, при стремлении интервала регулирования к нулю 
передаточная функция разомкнутой системы импульсного регулирования 
ѴР* ІЯ) — УУ* (Тр 8 ) как первого, так и второго типов стремится к пе¬ 
редаточной фунции системы непрерывного регулирования, состоящей из 
линейной части и (вместо импульсного элемента) линейного усилителя 
с коэфициентом усиления а так как форма уравнений для замкнутых 
систем импульсного и непрерывного регулирования тождественна, то 
отсюда следует, что при Т р -—>0 уравнения систем импульсного и не¬ 
прерывного регулирования совпадают. Следовательно, с этой точки 
зрения непрерывное регулирование является границей импульсного 
регулирования. 

В силу непрерывной зависимости НР* (Т р з) от Т р можно заключить, 
что при Т р , отличном от нуля, но достаточно малом, так что для 
наибольшего по абсолютной величине или модулю = р ы Т р выполняется 
неравенство 

7'рІ#*/Ч»ах«1> <486) 


свойства систем импульсного регулирования мало отличаются от свойств 
соответствующих систем непрерывного регулирования, т. е. систем в ко¬ 
торых вместо импульсного элемента находится линейный усилитель. 
Именно этот факт наряду с некоторыми обстоятельствами конструктивного 
характера лежал в основе применения принципа импульсного регулиро¬ 
вания объектов с медленно изменяющимися процессами. 

С другой стороны, этот факт просто и наглядно объясняет линеа¬ 
ризацию релейных систем автоматического регулирования при наложении 
на них внешних периодических колебаний высокой частоты [5]. 

Рассмотрим контактное устройство (например, поляризованное реле), 
управляющее двигателем 5 (фиг. 149). Положение подвижного контакта 2 
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определяется напряжением, подводимым к обмотке 1 от измерительного 
элемента, которое пропорционально отклонению регулируемой величины 
от заданного значения. Придадим теперь жестко связанным между собой 
контактам 3 и 4 колебательное движение (например, при помощи ку¬ 
лачка) по синусоидальному или близкому к треугольному закону 
с амплитудой, примерно равной (несколько меньшей) половине рас¬ 
стояния между контактами 3 и 4. Тогда при отклонениях регулируемой 
величины и, значит, изменении положения контакта 2, не превышаю¬ 
щего амплитуды наложенных колебаний, двигатель будет управляться 
импульсами напряжения, длительность которых примерно пропорцио¬ 
нальна отклонению регули- 


К внешнему 

источнику периодического 
напряжения 

1 



К регулирующему 
К измерительному органу 

элементу 

Фиг. 149. К линеаризации релейных систем. 


руемой величины. 

Тот же эффект можно 
получить, если контакты 3 
и 4 оставить неподвижными, 
а на дополнительную обмот¬ 
ку реле 6 подать от внеш¬ 
него источника напряжение 
соответствующей формы и 
амплитуды. 

Наложение тем или иным 
способом внешних колеба¬ 


ний, таким образом, превращает релейную систему автоматического ре¬ 
гулирования в систему импульсного регулирования второго типа. 

Если частота внешних колебаний достаточно высока, то интервал 
регулирования будет достаточно мал, и при выполнении неравенства 
(486) наша система будет вести себя как линейная система непрерыв¬ 
ного регулирования. 


7. СИСТЕМЫ ИМПУЛЬСНОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ ТРЕТЬЕГО ТИПА 

Как было отмечено выше, системы импульсного регулирования 
третьего типа являются нелинейными системами, склонными к автоко¬ 
лебаниям. 

В системах, содержащих в исполнительном устройстве интегрирующее 
звено, амплитуда этих автоколебаний уменьшается с уменьшением их 
периода. Поэтому с точки зрения уменьшения амплитуды следует вы¬ 
бирать параметры системы так, чтобы период автоколебаний был 
наименьшим, т. е. равным / Л = 2^или і п =2Т р . 

Мы не будем приводить здесь подробного анализа исследования 
автоколебаний, аналогичного во многих отношениях анализу обычных 
релейных систем (см. главу XXXVII), отметим лишь, что при стремлении Т р 
к нулю система импульсного регулирования третьего типа стремится 
к обычной релейной системе. Это становится очевидным после рас¬ 
смотрения эквивалентной схемы импульсного элемента третьего типа 
(фиг. 133). Сведения об исследовании систем такого типа можно по¬ 
черпнуть из соответствующей литературы [8]. 
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8 . ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ТИПОВЫХ ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
ТЕМПЕРАТУРЫ 


Приведем здесь вкратце основные свойства и расчетные графики 
типовых систем автоматического регулирования температуры. 

Схема системы автоматического регулирования температуры с упругой 
обратной связью приведена на фиг. 150 *. 

Измерение температуры производится термометром сопротивления /, 
являющегося одним из плеч моста 2. В диагональ моста включена 
рамка гальванометра 3 падающей дужки (см., например, фиг. 125), 
которая на фиг. 150 изображена схе¬ 
матически. При смещении указате¬ 
ля 4 У что соответствует изменению 
температуры объекта регулирования, 
замыкается один из контактов 5 и 
приводит в движение реверсивный 
мотор 6 постоянного тока, который 
изменяет положение клапана 7, ре¬ 
гулирующего подачу топлива (или 
нагревающего агента). 

Одновременно с вращением ре¬ 
версивного мотора 6 нагревается 
одно из сопротивлений 8 . Благодаря 
этому газ в той части ІІ-образной 
трубки, где находится это сопроти¬ 
вление, расширяется, понижая в ней 
уровень ртути 9, и, следовательно, 
сопротивление, например / 0 , вклю¬ 
ченное в одно из плеч моста, уве¬ 
личивается. При этом уровень ртути во второй части ІІ-образной 
трубки повышается и тем самым уменьшает сопротивление //, включен¬ 
ное в смежное плечо моста. 

Вызываемый этим изменением разбаланс моста создает дополнитель¬ 
ный корректирующий импульс. По окончании процесса регулирования 
равновесие моста всегда соответствует заданному значению регули¬ 
руемой величины. 

Величина номинальной температуры, которая должна поддерживаться 
регулятором, устанавливается задатчиком 12 температуры. Управление 
реверсивным мотором, а значит и клапаном, производится импульсами, 
длительность которых зависит от длительности замыкания контактов, 
т. е. от значения регулируемой величины в определенные равноотстоя¬ 
щие друг от друга моменты времени. 

В системах первого типа, схем которых мы не приводим, будет 
изменяться не длительность, а величина импульсов. 


* Различные схемы и конструкции упругой обратной связи описаны, на¬ 
пример, в [6]. 



Фиг. 150. Схема системы автомати¬ 
ческого регулирования температуры 
с упругой обратной связью. 
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Структурная схема системы приведена на фиг. 151. Элементы си¬ 
стемы имеют следующие передаточные функции сервомотора (реверсив¬ 
ный мотор): 




где Т с — время сервомотора; объект регулирования 




і 

7 * 5+1 


е 


— 15 


9 


где Т а — постоянная времени; т—время запаздывания объекта измери¬ 
тельного элемента (гальванометр и мостик), который (элемент) мы 

предполагаем идеальным; 

Щ (*) = *»> 



(где к ъ — коэфициент пропорциональ¬ 
ности измерительного элемента); упру¬ 
гая обратная связь 




Ту8+ Г 


где Т ѵ 


а р 


Фиг. 151. Структурная схема си¬ 
стемы, изображенной на фиг. 150. 


. у постоянная времени, 
коэфициент обратной связи. 

Как видно из структурной схемы 
разомкнутой системы прерывистого ре¬ 
гулирования (фиг. 151), передаточная 


функция линейной части разомкнутой системы будет равна 
ІГ(5) = { Щ ($) Щ (5) + Щ (5)} IV, (*). 


Подставляя выражения для 1^($) (/=1, 2, 3, 4), получаем после 
перехода к безразмерным величинам 


Ѵ(ч) = 


кд РЗс 

Я (<7 + (9 


е 


-ід 


I ^Ор 9у 

^ я+ ь> 


(487) 


где обозначено 

= ІЛ. 

Т а ’ 



Т 



Пользуясь теорией, изложенной в предыдущих разделах, можно 
найти (д), исследовать устойчивость, найти оптимальные параметры 
с той или иной точки зрения и построить процесс регулирования. 

Мы приведем лишь результаты исследования и расчетные графики, 
выраженные в безразмерных величинах. 
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2 (еЧ) 


еЧ-2е 


1) Системы импульсного регулирования без обратной связи (р = 0) 

а) Устойчивость 

Границы областей устойчивости (к 0 ф с ) гр как функция р при различ¬ 
ных значениях т для систем импульсного регулирования второго типа 
приведены на фиг. 152. Области устойчивости лежат ниже соответствую¬ 
щих границ. Пунктиром указана граница устойчивости соответствующей 
системы непрерывного регулирования с запаздыванием. Отсюда видно, 
чтоприт <1 в широком интервале значений р область устойчивости 
систем импульсного регули- к 0 ^ с 
рования по к$ с больше обла- ^ 
сти устойчивости соответ- ^ 
ствующей системы непре¬ 
рывного регулирования с за- 40 
паздыванием. Интервал этих 
значений [3 уменьшается 20 
одновременно с уменьше¬ 
нием т. С ростом (3 граница 
устойчивости монотонно д 
уменьшается при т= 0 , а ^ 
при 0 <т <1 вначале воз- ^ 
растает, достигая при неко¬ 
тором значении максимума, 
а затем уменьшается. 2 

При значениях (3, близ¬ 
ких к максимуму, область 
устойчивости системы 

импульсного регулирования 

г чяпячпыпянием больше фиг - 152 * Границы устойчивости системы пре- 
с запаздыва О , р ЫВИСТОГО регулирования при наличии запаз- 

чем системы без запазды- ттыкяния к пегѵлипѵемом объекте 



0 , 4 “ 


__ 

іннікжіхаянм 

ііііііііеггшіш 



о ,2 аз аз а 7 / 


3 4 566Р 


с чяпячпынянием больше фиг - 152 * Границы устойчивости системы пре- 
с запаздыва О , р ЫВИСТОГО регулирования при наличии запаз- 

чем системы без запазды- дывания в регулируемом объекте 0<^т<[1 
вания. и при 'с = 0, 

На фиг. 153 изображены 

границы устойчивости системы первого типа без запаздывания и для 
сопоставления приведена граница устойчивости системы второго типа 
без запаздывания. В интервале 0<(3<(3* область устойчивости систем 
первого типа меньше областей устойчивости систем второго типа, а в 
интервале |3*<[3 — больше. 

С ростом у область устойчивости систем первого типа уменьшается. 
С ростом (3 граница устойчивости возрастает, достигая при некотором 
значении р максимума, а затем уменьшается. 


б) Оптимальные параметры 

В системе импульсного регулирования без упругой обратной связи 
бесконечная степень устойчивости недостижима. 

Оптимальные параметры, при которых / 2 достигает минимума, опре¬ 
деляются из графика фиг. 154. На фиг. 155 приведен процесс при 
Р=0,5 и оптимальном значении параметра & 0 р с =1,61, найденном из 
графика фиг. 154. 
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0,1 0,2 Ц4 0,60,81 2 Ь 6 80 


Фиг. 153. Границы устойчивости системы пре¬ 
рывистого регулирования первого и второго 
типов при т =* 0. 



0,1 0.2 0.3 СА 0,6 0.8 1 2 2,5р 

Фиг. 154. Зависимость (Ь($) опт от р, при 
которой / 2 достигает минимума. 


«ахМ 



Фиг. 155. Изменение и вх при изме¬ 
нении и 0 скачком в системе авто¬ 
матического регулирования темпе¬ 
ратуры без упругой связи. 
Пунктир — ступенчатая функция и [л], 
сплошная кривая — действительный 
процесс. 










2) Системы импульсного регулирования с упругой 
обратной связью 

а) Устойчивость 

Можно показать, что введение упругой и в частном случае жесткой 
обратных связей уменьшает область устойчивости системы импульсного 
регулирования без запаздывания. 

При наличии запаздывания регулируемого объекта область устойчи¬ 
вости может увеличиваться. 


б) Оптимальные параметры 

Введение упругой обратной связи позволяет выбрать оптимальные 
параметры, при которых достигается бесконечная степень устойчивости. 
■ Рѵ 

1*0 Рс 
\200 


Зависимости к$„ 


_ і »~у> 

р' ОТ Р и т, при которых 
достигается бесконечная 
степень устойчивости, 
приведены на фиг. 156. 

Чем больше т, тем опти¬ 
мальные значения р' и к$ с 
больше, а [З у меньше при 
постоянном значении р. 

Физически это значит, что 
для достижения бесконеч¬ 
ной степени устойчивости 
при больших значениях т 
действие регулятора и 
упругой обратной связи 
должно быть более интен¬ 
сивным. 

С уменьшением р == 

Т 

= -^ оптимальное значе- 

а 

ние к 0 ф с значительно воз¬ 
растает. Поэтому при ма¬ 
лых значениях интервала 

регулирования Т р по сравнению с постоянной времени объекта 7 а по¬ 
лучение бесконечной степени устойчивости затруднительно из-за невоз¬ 
можности практического достижения весьма больших значений к$ с . 

Из этих графиков, если их сопоставить с графиками границы устой¬ 
чивости системы без обратной связи, но с запаздыванием, видно что 
оптимальные значения к$ с всегда лежат ниже границы устойчивости 
(к 0 Ф с )гр системы без запаздывания, но могут быть выше границы 
устойчивости системы с запаздыванием (й 0 р с ) гр , откуда и следует, что 
введение упругой обратной связи может увеличить область устойчи¬ 
вости. 

В частности, это происходит при оптимальных значениях параметров 

?' И Р у . 



Фиг. 156. Зависимость (к 0 $ с ) оптп ; р' от р и т, 
при которых достигается бесконечная степень 
устойчивости в системе с упругой обратной 
связью. 


601 


















Произведем расчет системы с упругой обратной связью при т = О 
И р = Іг = о,1. 

По графику фиг. 157 находим оптимальные параметры к$ с — 20; 

= 0,47; р' = р& = 0,05. 

Процесс регулирования при возмущениях вида единичного скачка 
(Нвх [п\ — отклонение), построенный при оптимальных параметрах, 
будет протекать согласно фиг. 158. Если 7^=10 сек., то длительность 
процесса регулирования будет 

і дл = 37 р — 30 сек. 


изх 



в системе автоматического регулирования темпера¬ 
туры с упругой обратной связью при оптимальных 
параметрах, соответствующих бесконечной степени 
устойчивости. 

Пунктир — ступенчатая функция. Сплошная кривая — действи¬ 
тельный процесс. 


Расчет оптимальных параметров, при которых процесс будет за¬ 
канчиваться в заданный промежуток времени, производится следующим 
образом. Зная число циклов, по истечении которых процесс заканчи¬ 
вается (в данном случае п = 1 — 3), находим 


_ ^дл 


I 


По значениям 7 Й и т регулируемого объекта вычисляем 



и далее по графику (фиг. 152) определяем к$ с \ рР у , из которых 
находим к 0 , Т с , Г у и р. 

Приведенные графики могут быть использованы для расчета типовых 
систем регулирования, подобных рассмотренным, или систем, переда¬ 
точная функция линейной части которых может быть приведена к виду 
(487). 




ПРИЛОЖЕНИЕ К ГЛАВЕ XXI 


Ступенчатой функцией называется функция, значения которой изменяются 
только при целых значениях аргумента (л = 0, 1, 2, ...), внутри же этих зна¬ 
чений она остается постоянной (рис. 158). Будем обозначать ступенчатую функцию 
символом /[«] и принимать значение ее в точках 
разрыва равным 

/[л]=1іт/(л + е) (е>0). (488) 

е -* о 

Кроме того, будем предполагать, что ступенча¬ 
тая функция тождественно равна нулю при отрица¬ 
тельных значениях аргумента. 

Рассмотрим ряд 

со 

р*(4)= 2 е-“ я /[п], (489) 

п=0 

где ^ = с + ]х — комплексное число. Нетрудно показать, что существует такое 
число а 0 , называемое абсциссой сходимости , что ряд (4$9) абсолютно сходится 
при Не # а 0 и расходится при Не ^ ~ а<а 0 . Очевидно, что абсциссой сходи¬ 

мости для ступенчатой функции, удовлетворяющей условию 

\/[п] \<Ме°' п > (490) 

где М и а —постоянные числа, не зависящие от п , будет а 0 > а і* Соотношение (489) 
устанавливает соответствие между ступенчатой функцией /[л], называемой 
оригиналом , и функцией комплексного переменного Г* (?), называемой изобра¬ 
жением ступенчатой функции / [л]. Это соответствие будем кратко записывать 
в виде 

Р*(?) = Д {/["]} или (491) 

Преобразование ступенчатых функций, определяемое соотношением (489), 
назовем дискретным преобразованием Лапласа і. 

Рассмотрим основные свойства дискретного преобразования Лапласа. 

1 . Теорема линейности : 

л (ІХ / [Я]) - {/ѵ М} = 21 я./ѵ (?). (492) 

Ь=1 ) Ѵ=1 Ѵ=1 

где 

К (?) /ѵ [«1 


т 


зт 


0 12 2 4 5 

Фиг. 158. Ступенчатая 
функция /[л], соответ¬ 
ствующая функции / (О* 


ий ѵ — постоянные. 

Эта теорема непосредственно вытекает из определения дискретного пре¬ 
образования Лапласа (489). 


Можно было бы определить преобразованием Лапласа ступенчатых функций 
(см. главы § V), как это сделано, например, в книгах М. Гарднера и Д. Бернса, 
Б. В. Булгакова, А. И. Лурье. Однако определение (489) более удобно для нашей 
цели. 
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2. Теорема сдвига: 

о (/[« + *]} - е« к [ Р* (?) - 2 е~1 п / [л] 

|_ п=0 

о {/[«-*]} -<Г чк Р* (?)• 

По определению (489) 

/>{/(« + *]}- 2 «“*"/[« + *]; 

я =0 

полагая Я] = я + 6 и, значит, л = я^ — к, имеем 


(493) 

(494) 


©{/[« + *]}= 2 

Пі—к 


со 


*-1 


_ 5-^/(п 3 ]- 2 «~* я, /[яі] 

/*і =0 л ,=0 


Первая сумма в правой части последнего равенства равна Р* (< 7 ). Меняя 
во второй сумме Пі на л, получаем формулу (493). Аналогичным образом 

оо со 

В V [П - А]} = 2 [я - А] - 2 е ~ ЧП ? ["-*]' 

л =0 п=к 

так как / [л — к] =0 при п<^к. 

Полагая теперь л — к = щ и, значит, л = л 2 + к, имеем 

оо оо 

о {/[Я -А]}- 2 <"•+*>/[»»,]-«-** 2 в -?в, /[л 1 ] = е _<3, *Р*(?)- 

«]—0 л ,=0 


3. Теорема смещения : 

л{« ±вя /[и]}-Р»(?та); 

° {е ±ал /[л]} - 2 е_?П ( е±0Л /М) = 2 - Р* (? Т«). 

/ 2=0 / 2=0 

4. Теорема о диференцировании по параметру: 

п/*/[л. Х]\ <*Р*(АХ) 

1 Л / ” <*Х 

следует непосредственно из теоремы линейности. 

5. Теорема умножения ступенчатой функции на п к : 


(495) 


°{яѴ [я]} = (- \) к ^Р- 


Диференцируя обе части равенства (489) к раз по получаем 

акр *і ч) = (-і) А 2 е " ЧПпк * м = (-о*- 0 (»*/[«]}. 

а Г Я о 

откуда следует равенство (497). 

6 . Теорема свертывания: 


(496) 


(497) 


В ( 2 л МУг [Л - от] [ - 

ѵп *=0 

= Я {/, [л]} О {/, [л]} = Р* (?) /$(?). 


о 2 /іі' і -*]лм 

и=о 


(498) 
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Умножая равенство (489) на р 2 Ія)> имеем 

со 

Р\ (?) Р\(Ч) = 2 <г чт Р г (?)Л И- 

т —О 


Но согласно теореме сдвига 

е-^РІІя) 


О п<^т 

/ 2 [п — т] п > т. 


Следовательно, 

Р\ (?) ^2 2 Л N /2 [и - /и]. 

т=0 

Полагая п — т = и, значит т — п — т ъ получаем 

р*г (?) р*2 (?) -»• 2 Л ~ 1«і]; 

т=0 


последние соотношения и доказывают теорему свертывания. 

7. Изображение разностей : 

Я {А/ [я]} = (** - 1) і 7 * (?) - «*/[0]; (499) 

*-і 

О (д*/[я]} = (е« - I)*/ 7 * (?) - е? 2 (е« - 1)*- 1 -’ду [О]!). (500) 

ѵ=0 

Разности (фиг. 158) 

4 /[я] = /[Я + 1) -/ [Я]; Л й / [П] - Д*~7[л + 1] - Д*- 1 / [л] (501) 

по отношению к ступенчатой функции играют ту же роль, что и производные 
по отношению к непрерывной функции. Применяя к первой из формул (501) 
дискретное преобразование Лапласа, получим 

О {Д/[я]} = О {/[л + 1]} — О {/[л]} = И {/л -+ 1]} - Р* (?). 

Согласно теореме сдвига 

0{/[п + 1]}=е<іР* (?)-^/[0]; 

следовательно, после подстановки в предыдущее соотношение получаем фор¬ 
мулу (499): 

О {А/ М} - И - 1) Г* (Я) - еЧ [0]. 

Аналогичным образом 

В {Д2/[л]} - О {АД/ [л]}-(«*- 1) /> {А/ [л]} - ^А/[0]. 

Воспользовавшись соотношением (499), получаем 

В {Д2/ [л] }=.(**- 1)2 Р (?) — ^ - 1) / [0] - ^А/ [0]. 

Продолжая далее указанный процесс, приходим к выражению (500). 
Разрешая выражение (500) относительно Р (< 7 ), получим формулу, которая 
очень удобна для нахождения изображений различных ступенчатых функций: 

а к ~ 1 1 

Р * {Ч) “ \ # е -\)к 2 {вЧ ~ 1) ^ 1_ '' ДѴ/ [0) + (еч-і/ ° (502) 

ѵ=0 


г ) Здесь А 0 / [0] =/[0]. 
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8 . Предельные значения ступенчатой функции : 


Рассмотрим 


Нт / [п] = Пт (еР — 1) Р* (?) а ); 

П-+СО О 

Ііт / [л] = Пт Р* (?). 

/ 2-*0 д -+со 


Б {Д/ [л]} = 2 е-^Д/М = (в» - 1) р* (?) - «У [0]. (505) 

/2=0 

При ? -> О имеем 

2 д / м - 1іт к* 7 - 1) (?) - «у и]. 

п =0 У '* 0 

Но 

2 д /м = 2 і/і« + ч -/м] = 1іт /и - /и. 

/7=о л=о п -+°° 

Следовательно, 

Нт / [л] - / [ 0 ] - Пт {еР - 1) Р* (?) -/ [ 0 ], 

п -* оо 0 -» 0 

откуда по сокращению /[ 0 ] следует формула (503). Рассмотрим снова фор¬ 
мулу (505), умножив предварительно обе части равенства на е~ я \ 

2 е ~ Ч (п+1) / N = (1 - е-“) Р* (?) -/ [0]. 

/2=0 

При ? -> оо сумма, стоящая в правой части этого равенства, равна нулю, и, 
следовательно, 

/• [ 0 ] = Ііш (1 — е~ 9 ) Р* (?) = Ііш Р* (?). 

<7 -*• со ^ со 

9. Площадь ступенчатой функции. 

Пусть Пт / [л] = 0, тогда площадь 5 ступенчатой функции (фиг. 158) равна 

/2 -*■ СО 

/И 8 = Р* (0). (506) 

у _ Действительно, полагая в основном соотноше- 

7 нии (489) ? = 0, получаем 


1 _ і -1-1- 1 -1— п 

0 12 3^5 

Фиг. 159. Единичная сту¬ 
пенчатая функция 
(постоянная). 


2 /м = д*(о) = $. 

/ 2=0 


(постоянная). Найдем изображения некоторых ступенчатых 

функций. 

{ 0 при л< 0, 

1 при л> 0. 

Это так называемая единичная ступенчатая функция (фиг. 159). Применим 
формулу (502), полагая в ней к = 1 и 

До/ [0] = / [0] - 1; Д/ [л] - / [л + 1 ] - / [п] = 0, 


тогда получаем 


П{\[п]} 


еР 

е* - 1 ‘ 


В этом случае абсцисса сходимости равна а 0 = 0. 


2 ) Если Пт / [л] существует. 
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2. / [л] = \ и [л] = 1 [л] — 1 [л — 1] — единичный импульс (фиг. 160). На осно¬ 
вании теоремы линейности и теоремы запаздывания имеем 

о {1« [«]} = о {1 [«]} — ^ о {1 [«]} = = 1 ( О0 = 0), (509) 


т. е. изображение единичного импульса есть постоянная, равная единице. 

3 . / [л] = е* п (фиг. 161). 

Воспользовавшись изображением 1 [л] и теоремой смещения, получаем 

е я ~* е д 


Ь{е ап } = 0{е ал 1 [я]} 




(а 0 = X). 


(510) 


4. / [и] = пе ап . 

Применяя теорему о 
диференцировании по па¬ 
раметру к функции е ап > 
получаем 

° I”'") -°{тг}- 
-А( « 

йо. -е а ) 

(51,) 


/И 


ЛИ 




7 л 


6 12 3 4 5 

1[п-1] У 

Фиг. 160. Единичный им¬ 
пульс. Образование его 
как разности двух еди¬ 
ничных ступенчатых 
функций. 



Фиг. 161. Экспоненциаль¬ 
ная ступенчатая функция 
при а>0 и а0. Здесь 
же указана соответ¬ 
ствующая непрерывная 
экспоненциальная 
функция. 


В конце приложения 
приведена таблица изоб¬ 
ражений ступенчатых 
функций, дополняющая соотношения, приведенные здесь. Как нетрудно ви¬ 
деть, изображения ступенчатых функций являются функциями не просто ?, а еР. 
Это является характерным свойством их. 

Желая подчеркнуть это свойство и одновременно сохранить символику 
обычного преобразования Лапласа, мы изображения ступенчатых функций 
снабжаем значком *. 

Нахождение оригинала по изображению . 

В общем виде изображение может быть представлено в виде дробно-рацио¬ 
нальной функции 


Р* (*)' 


Я* (?) 
<7* (?) ’ 


(512) 


где Я* (?) и О* (?) суть полиномы по еР и степень Я (?) не выше степени <7 (?). 
Формулы разложения . 

Пусть Р* (?) имеет I полюсов е ѵ или, что то же самое, ? ѵ [эти / полюсов 
являются корнями уравнения (7* (?) = О] 1 ). Тогда Р* (?) можно представить в виде 


Р* (?) 


н*(д) 

О* (Я) 



С ѵ 

е<1 — /ѵ 


9 


*) В последнем случае имеются в виду полюсы ? ѵ , лежащие в полосе 
—те < 1ш ? < тс. Эти полюсы мы назовем основными. Все остальные полюсы (их 
бесчисленное множество) имеют мнимую часть, отличающуюся от мнимой части 
основных полюсов на 2тс/га, где т — любое целое число, отличное от нуля. 
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если полагать, что среди корней уравнения О (< 7 ) = 0 кратных корней и корней, 
равных нулю, нет. Для определения с ѵ (ѵ = 1 , 2,..., /) умножим обе части 

равенства на еР — Л и, полагая ^ т. е. еР ■= Л, получаем 


с 




(?) 

с*(?) 



<7=^ 


(н.— 1. 2./). 


При ? 


(?|а.) 5=5 Раскрывая неопределенность, получаем 


с 


ѵ- 


н'Чя») я* (?|1 ) 

ао*(я) ] о* (яу.)' 

йеР \д=д^ 


(513) 


где точка над О* означает диференцирование по еЧ. Таким образом, разложение 
принимает вид 


И* (я) (Я,) 1 

О* (?) “ ХтЛ О* (V,) ' еЧ — е 

Ѵ=1 


(514) 


Замечая, что 1 


1 

еЯ — е 


еР 

еР — е д ѵ 






получаем, переходя от изображения к оригиналу, 


/м-2 

ѵ=1 


Я*(9ѵ) 4.П 
е ч Ю\я,) 


Рассмотрим еще важный случай, когда Р* (д) имеет полюс д 


Г* (Я) 


Н* (д) еЧ 
0*(д)'еЧ- 1 * 


0 : 


(515) 


(516) 


В этом случае, пользуясь формулой (504), получаем 


Н*(д) еЧ * уі Н*(Я,) _е?_ 

0*(д) ’еч- 1 а*{д^) ' {еЧ — е 9 ') {еЧ - 1) 

Замечая, что 2 


(517) 


_е?_ 

(еЧ - е 9 ') (еЧ- 1) 


1 ( еЧ _ еЧ \ . 

1 — в ?ѵ — 1 — е 9 ’ / 



( 1 -*«’"), 


и переходя от изображения к оригиналу, получаем 


т 


уі Я*( 9 ѵ) Я*(?ѵ) 

■^5* 6*(д ѵ )(1 — /*) (е 9 ' — 1) й*(ду) 


( 518 ) 


1 См. таблицу. Здесь использована теорема сдвига. 

2 См. таблицу. 
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Соответствие между оригиналами и изображениями в дискретном 
преобразовании Лапласа 


Оригинал 
/[п] = 

Изображение 

Оригинал 

Изображение 

= 0- 1 {дл)} 

/=•*(?) = О {/[я]} 

Лп) = о- 1 {ад} 

/”(?) = О {/(л)} 


ІиМ 


Цп] 


п 2 


е<* 


е *-1 


еР 


(е* - 1)2 


еУ 


(^—і)3 (< ?<7 + 1 ) 


пе 


,а (п- 1) 


п ? е <ЧП-1) 


е? 


е<*-е* 


еч 


{е<*-е а ) 2 


е<* 


(е*-е а ) 3 


{е я Л-е°) 


е зхп 


соз хп 


е4 


ё 1 -е зх 


( е я — соз х) е я 


ёЯ—ІеѴ созлг-Н 


31П хп 


е (1 зіп х 


ё& —2е? соз х +1 


- 1 . (е л ' п - е°- п ) 
» а 1 _ Ѵ 


ё 




еЧ 


(е* -е а ')(еЧ-е а ') 


еч 


(е*_1 )(еЧ-е а ) 


п \-е ап 
1— е а ~ (1 — е а ) 2 


еЧ 


(в 4 - 1 ) 2 ( е ч~е а ) 


V н * (<7ѵ ) „ „ 

ѵ=/^* (<7ѵ )* Ѵ 


Н* (?) 
О* (?) 


Н*( 0) 


+ 


+ 


О*(0) 
^*(<7ѵ) 


I- 

= 1 (/ Ѵ -І)0*(?ѵ) 


./ѵ» 


Н*(д) е ч 
0*(д) е ч —1 


Н*і ]х) 
0*Цх) 


е зхп + 


+ Е 


Н*\д) 




Н*(д) еЧ 


0*{д) е ч — е зх 


Примечание. Точка над <7* означает производную <7* по е^. 


39 Коллектив авторов 1309 
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Полагая в формуле (504) <7 = 0, имеем 


#*(0) _\^ Н* (<7ѵ) 

0*{ 0 ) ( 1 _/ѵ)о* (<7ѵ ) ' 


Следовательно, окончательно 


/[»] 


Я*(0) , 

= о* (о) ^ ^ 


Я*(9ѵ) 

(<Л-1)0* (<? ѵ ) 


А я 


(519) 


Последняя формула является аналогом хорошо известной формулы Хевисайда. 

Аналогичным образом можно получить формулы разложения в том случае, 
когда имеются кратные корни, чисто мнимые корни и т. д. Мы этих случаев 
здесь не будем рассматривать (часть из них приведена в таблице). 

Интегрированием в пределах от а — уті до а 4 - /п выражения (489) можно 
показать, что имеет место формула обращения 

с • 

/ [л] = {Р* (?)} = 2 ^-. ]' Р* (я) <Р*й Ч . (520) 

с 0 -> 


Формула обращения (520) для ступенчатых функций является аналогом фор¬ 
мулы обращения в обычном преобразовании Лапласа и решает задачу о нахо¬ 
ждении оригинала по изображению в общем виде 

Пользуясь формулой обращения и привлекая теорию вычетов, нетрудно из 
нее получить приведенные выше формулы разложения аналогично тому, как 
это сделано в теории преобразования Лапласа. 

Обладая специфическими особенностями, дискретное преобразование Лапласа 
применимо для описания и исследования систем прерывистого регулирования 
почти с той же легкостью, с которой применимо обычное преобразование 
Лапласа для исследования систем непрерывного регулирования. 
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РАЗДЕЛ IV 

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ АНАЛИЗА И СИНТЕЗА 
СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
ПРИ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ 


В предыдущих главах, посвященных анализу качества систем автома¬ 
тического регулирования, предполагалось, что воздействия представляют 
заданные функции времени. Часто исследование поведения системы под 
влиянием таких воздействий оказывается практически вполне доста¬ 
точным. 

Однако иногда предположение о том, что воздействие, вызвавшее 
переходный процесс, является заданной функцией времени, т. е. функ¬ 
цией, значение которой в любой будущий момент времени і однозначно 
определяется ее изменениями в предыдущие моменты времени, не дает 
возможности достаточно полно описать реальные условия работы си¬ 
стемы и правильно подойти к вопросу о выборе ее характеристик. 

Действительно, рассмотрим любую систему автоматического регу¬ 
лирования. Воздействия, которым она подвержена в реальных условиях 
ее работы, обычно представляют не заданные функции времени, 
а функции, для которых нельзя заранее установить с полной опреде¬ 
ленностью их зависимость от времени. Это следует из того очевидного 
соображения, что. сама необходимость в регулировании, основанном 
на измерении сигнала ошибки или отклонения регулируемой величины 
от заданного значения, возникает лишь в тех случаях, когда заранее 
нельзя предугадать закона изменения воздействия. Ясно, что если бы 
нам, например, было известно, какие именно сбросы и набросы на¬ 
грузки и в какие именно моменты времени произойдут в цепи генера¬ 
тора, вращаемого турбиной, то для поддержания постоянного числа 
оборотов вместо автоматического регулятора скорости можно было бы 
применить программный механизм, изменяющий соответствующим образом 
количество пара или воды, поступающее в турбину. 

Таким образом, воздействия, приложенные к системам регулиро¬ 
вания, представляют не заданные, а случайные непрерывно изменяю¬ 
щиеся функции времени, так как ни знание величины воздействия 
в любой исходный момент времени, ни даже знание всех его предыду¬ 
щих изменений не позволяют однозначно определить закон изменения 
воздействия в последующие моменты времени. Поэтому методы анализа 
и синтеза систем автоматического регулирования при наличии случай¬ 
ных непрерывно изменяющихся воздействий имеют большой практиче¬ 
ский интерес. 

Каким же образом следует подойти к вопросу о построении теории 
систем автоматического регулирования при наличии непрерывно изме¬ 
няющихся воздействий? 

39* 
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Можно указать следующие направления развития методов решения 
этого вопроса. 

Первое направление основано на введении в .рассмотрение статисти¬ 
ческих характеристик воздействий. Этими характеристиками обычно 
служат корреляционные функции и спектральные плотности (см. ниже), 
определяемые обычно из эксперимента. Математической основой этого 
направления является теория стационарных случайных процессов, раз¬ 
работанная А. Н. Колмогоровым и А. Я. Хинчиным [4], [5], [6]. 
Здесь необходимо также указать на общую теорию случайных функ¬ 
ций, разработанную В. С. Пугачевым [12]. 

В главе XXII — первой главе настоящего раздела — излагаются неко¬ 
торые сведения из теории стационарных случайных процессов. Это 
необходимо для уяснения метода анализа и синтеза систем автоматиче¬ 
ского регулирования, находящихся под влиянием стационарных случай¬ 
ных воздействий, описанного в главах XXII и XXIII. 

Второе направление, связанное с работами Н. Д. Моисеева [1] 
и Б. В. Булгакова [2], основывается на единственном и притом весьма 
общем предположении относительно возмущающих воздействий. Это 
предположение не требует статистической обработки воздействий и за¬ 
ключается в том, что возмущающие воздействия ограничены по модулю, 
а в остальном могут быть практически любыми однозначными функциями. 

Следуя этому направлению, можно, например, определить максималь¬ 
ное воздействие или накопленное отклонение системы, т. е. определить 
поведение системы при наихудших условиях, которые, однако, могут 
существенно отличаться от реально возможных условий и поэтому при¬ 
вести к весьма завышенной оценке максимального отклонения. 

Этому кругу вопросов посвящена глава XXIV. 

Наконец, в последней XXV главе настоящего раздела показывается, 
каким образом можно подойти к вЪпросу об ориентировочном выборе 
параметров систем регулирования, когда условия работы объекта регули¬ 
рования очень мало изучены или весьма непостоянны. 

Эта глава связана с главой XX предыдущего раздела и затрагивает 
вопросы как качества, так и динамической точности. Здесь показывается, 
что при определенных условиях воздействия в виде дельта-функции и 
ступенчатой функции могут рассматриваться как наиболее неблаго¬ 
приятные. 

Сейчас еще трудно сформулировать критерий, точно определяющий 
условия, когда при анализе систем регулирования можно ограничиться 
рассмотрением обычных переходных процессов, вызванных заданными 
воздействиями, и когда этот процесс необходимо рассматривать как 
непрекращающийся случайный процесс, применительно к которому 
обычное понятие качества, связанное с такими представлениями, как, 
например, время переходного процесса, величина перерегулирования 
и т. д., теряет смысл. Следовательно этот вопрос необходимо решать, 
исходя из анализа конкретных условий работы системы и предъявляемых 
к ней технических требований. 

Однако все же ясно, что рассмотрение процесса регулирования как 
случайного процесса мало целесообразно, если воздействия представляют 
импульсы или внезапные изменения входа, хотя и имеющие случайную 
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величину и возникающие в случайные моменты времени, но разделенные 
промежутками, достаточными для того, чтобы система успевала до по¬ 
явления каждого следующего импульса приходить в установившееся со¬ 
стояние, или, если воздействия являются функциями, которые можно 
подразделить на участки и апроксимировать в пределах каждого из 
участков типовыми функциями так, чтобы система на протяжении каждого 
из участков успевала достигнуть установившегося состояния. 

Наоборот, если воздействия имеют характер непрерывно хаотически 
колеблющихся функций и процесс воспроизведения нельзя рассматри¬ 
вать как ряд следующих друг за другом переходов из одного устано¬ 
вившегося состояния в другое (или прежнее), то применение методов, 
основанных на понятии динамической точности, становится, повидимому, 
вполне целесообразным. 

Итак, если предыдущий III раздел был посвящен изложению методов 
решения проблемы качества, то задача настоящего раздела (по крайней 
мере первых его трех глав) состоит в том, чтобы ввести читателя в 
тот круг вопросов, который связан с решением другой основной про¬ 
блемы теории регулирования, а именно проблемы динамической точности. 

Проблему динамической точности можно определить 
как проблему анализа и синтеза систем автоматического регулирования, 
находящихся под влиянием таких непрерывно изменяющихся воздей¬ 
ствий (сведения о которых могут быть весьма ограниченными), когда по¬ 
нятие о переходном процессе теряет смысл, и полной характеристикой 
неустановившегося процесса, происходящего в системе, может служить 
абсолютное значение разности | е (^) | между требуемым и действитель¬ 
ным значением регулируемой величины в заданном интервале 7\</<Г 2 . 

Следует подчеркнуть, что содержание раздела еще раз указывает на 
важность исследования характера воздействий, прикладываемых к си¬ 
стемам регулирования, работающих в самых различных условиях. Разра¬ 
ботка методов расчета, позволяющих учитывать специфику этих воз¬ 
действий, является одним из важнейших направлений, в которых должно 
происходить дальнейшее развитие теории регулирования. 



ГЛАВА XXII 


ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ИЗ ТЕОРИИ СТАЦИОНАРНЫХ 
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ К АНАЛИЗУ 
ТОЧНОСТИ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Качество работы многих систем автоматического регулирования 
существенно зависит от помех и шумов, накладывающихся на упра¬ 
вляющее воздействие (полезный входной сигнал) и уменьшающих 
точность его воспроизведения. 

Причины образования помех и шумов, являющихся, конечно, слу¬ 
чайными функциями, могут быть самыми различными. Рассмотрим, на¬ 
пример, ламповый усилитель, представляющий собой необходимый эле¬ 
мент большинства следящих систем и многих регуляторов. 

Хорошо известно, что даже тогда, когда на его входе нет никакого 
полезного сигнала, напряжение на его выходе колеблется или флюкти- 
рует относительно некоторого среднего значения. Эти флюктуации 
создаются большим числом различных факторов, к числу которых можно 
отнести, например: 

а) тепловые шумы, вызываемые беспорядочным движением электро¬ 
нов в проводниках; 

б) дробовой эффект, создаваемый тем, что число электронов, ис¬ 
пускаемых нитью лампы в единицу времени, колеблется относительно 
некоторого среднего значения; 

в) шумы, происходящие в контактах; 

г) шумы, создаваемые источниками питания; 

д) шумы, создаваемые генерацией автоколебаний в местных пара¬ 
зитных цепях обратной связи и т. д. 

Работу системы автоматического регулирования, находящейся под 
влиянием управляющего или задающего и возмущающего воздействий, 
какой бы характер они ни имели, можно сравнить с работой лампо¬ 
вого усилителя, на вход которого попадают не только полезные сигналы, 
но и помехи. 

Рассмотрим, например, систему автоматического регулирования 
самолет — автопилот. В ней полезным сигналом могут являться сигналы, 
поступающие на вход автопилота и определяющие требуемый закон 
движения самолета, а помехами — непрерывные случайные изменения 
лобового сопротивления и подъемной силы самолета вследствие хаоти- 
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ческого движения частиц воздуха, колебаний плотности атмосферы 
и других причин. 

Задача настоящей главы состоит в том, чтобы ознакомить читателя 
со статистическим методом анализа динамической точности систем авто¬ 
матического регулирования при наличии помех. Для понимания основ 
этого метода необходимо знание теории стационарных случайных про¬ 
цессов. Поэтому, прежде чем переходить к изложению метода, нам не¬ 
обходимо будет остановиться на некоторых понятиях и сведениях из 
этой теории. 

1. ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ! 

Предположим, что мы располагаем достаточно большим числом 
осциллограмм, полученных при одних и тех же условиях и предста¬ 
вляющих, например, запись флюктуаций напряжения на выходе лампо¬ 
вого усилителя. Флюктуации напряжения, записанные на осциллограммах, 
характеризуются некоторыми функцими х г (і); х 2 (*);...; (I) (фиг. 1 ), 

которые, несмотря на то, что они 
получены при одинаковых усло¬ 
виях работы, будут отличаться 
друг от друга, так как трудно 
себе представить, чтобы все явле¬ 
ния, ведущие к образованию этих 
флюктуаций, протекали одина¬ 
ково для всех осциллограмм. 

Величина напряжения на вы¬ 
ходе усилителя есть случайная ве¬ 
личина, которая, если нас интере¬ 
сует протекание рассматриваемо¬ 
го явления во времени, может 
быть подвергнута анализу при по¬ 
мощи обычных методов теории 
вероятностей. 

Случайная величина в теории 
вероятностей считается задан¬ 
ной, если известна ее функция распределения. В рассматриваемом 
случае функция распределения может быть определена следующим 
образом. 

Определим при помощи имеющихся осциллограмм достаточно 
большое число N наблюдавшихся значений напряжения \ 2 ; ^ 3 ; .. 

Будем откладывать вдоль оси абсцисс величину напряжения $, 
а вдоль оси ординат — отношение числа ѵ измеренных значений Б, 
меньших или равных, к общему числу N измеренных значении ?. 

Полученная таким образом кривая Р (х) (фиг. 2) и будет кривой 
распределения для величины напряжения. Ордината кривой Р (*), соот- 


1 Читатель, желающий более углубленно ознакомиться с вопросами теории 
вероятностей, излагаемыми в п. 1—3, отсылается к соответствующим курсам. 
См., например, [7], [8]. 



Фиг. 1. Осциллограммы флюктуации 
напряжения. 
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ветствующая значению & = х, определяет вероятность того, что величина 
напряжения $ не превышает значения х. Очевидно, что функция рас¬ 
пределения Р ( х ) есть неубывающая функция х, обладающая свойствами 


О < Р (х) < 1; 

Р (— оо) = 0; Р (-]- оо) = 1. 


( 1 ) 


Действительно, вероятность того, что напряжение будет равно —оо, 
равна нулю, вероятность того, что величина напряжения заключена 
в пределах (— оо, +°°)> равна единице, и вероятность того, что зна¬ 
чение напряжения заключено в пределах (— оо, х), при возрастании х 
может только возрастать. 

Функции распределения вероятности Р (х) можно дать простую фи¬ 
зическую интерпретацию, если представить себе единицу массы, распре- 




Фиг. 2. Функция распределения. 


Фиг. 3. Плотность распределения. 


деленную вдоль прямой так, чтобы количество массы, сосредоточенное 
во всех точках прямой, находящихся слева от точки х = $, равня¬ 
лось Р(Ь). 

Производная (фиг. 3) 


ар(х) 

йх 


ХЮ (X) 


( 2 ) 


в точке $ = х, если она существует, называется плотностью вероятности 
случайной величины х и представляет плотность единичной массы 
в рассматриваемой точке. 

Вероятность того, что величина I; принимает значение, принадлежа¬ 
щее интервалу х < I; < х + Ах, для малых Ах равна ^(х)Ах. 

Этот диференциал называется элементом вероятности данного рас¬ 
пределения. 

Функция распределения Р(х) или плотность распределения веро¬ 
ятности хю (х) полностью определяют случайную величину. 

Однако, так же как в теории переходных процессов, иногда доста¬ 
точно знать не самый переходный процесс, а лишь некоторые его 
числовые характеристики, например показатели качества или коэфи- 
циенты ошибки, так и при изучении случайных величин иногда доста¬ 
точно знать лишь некоторые числовые характеристики функции распре¬ 
деления, которыми обычно служат моменты этой функции. 

Определение понятия моментов функции распределения и понятия 
среднего значения или математического ожидания случайной величины 
дается ниже. 
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2 . СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ И МОМЕНТЫ. НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

Пусть измеренные значения случайной величины х равны х г ; х 2 ;...; х^ 
и пусть р к есть вероятность того, что величина х имеет значение, 
равное х к . 

Средним значением, или математическим ожида¬ 
нием, М величины х называется сумма 

N 

Мх=% р„х к . (3) 

1 

Точно так же, если /(*) представляет функцию случайной вели¬ 
чины х , измеренные значения которой равны х г ; х 2 ;.,, ; XN, то ее 
средним значением или математическим ожиданием, называется сумма 

^/=2д/<**)- (4) 

/г=1 

Рассмотрим теперь способ определения среднего значения Мх по 
заданной плотности распределения 'іѵ(х). 

Так как число измеренных значений х в интервале от Хі до хі -|- 
+ Алг/, отнесенное к общему числу измеренных значений х, прибли¬ 
женно равно чз) (хі) Ал;/, а значение величины х в этом интервале при¬ 
ближенно равно хі, то среднее значение приближенно определяется вы¬ 
ражением 

Мх = 2*/^ (*/) &х г 


В пределе при Дл^ -> 0 получим точную формулу для среднего зна¬ 
чения: 


оо 

Мх = | хчю (д:) йх. 


(5) 


Точно так же среднее значение величины / (х), являющееся функцией 
от х у определяется выражением 

Ж/ = | /(х)™ (х) йх. (6) 

— оо 

Если для некоторого целого положительного числа ѵ функция х^'хю ( х ) 
интегрируема на (— оо, +оо), то выражение 

| х'чю (л;) йх (7) 

—оо 

называется моментом порядка ѵ величины х. Момент первого порядка 

т 0 — й г — | хчю Сл:) йх ( 8 ) 

—ОО 

равен среднему значению или математическому ожиданию самой слу¬ 
чайной величины. 
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( 9 ) 


Если а — постоянная, то выражение 

оо 

| (д; — а)” ча> (л:) йх 

—ОО 

называется моментом порядка ѵ величины х относительно точки а. 

Моменты относительно точки а = т 0 , определяемой формулой (8), 
называются центральными моментами: 

Р-ѵ = I (х — піу 'Ы) (х) йх (10) 

—00 

На практике особенно часто пользуются следующими характеристи¬ 
ками распределения. 

Среднее 

оо 

т 0 = Мх = | хѵ){х)йх ( 11 ) 

—оо 

первый момент распределения, есть среднее значение самой случайной 
величины. 

Среднее /тг 0 имеет простую физическую интерпретацию: это — абсцисса 
центра тяжести единичной массы, распределенной вдоль прямой по 
закону, определяемому функцией 'ю(х). 

Срединным (или вероятным) значением Ь случайной величины х 
называется ее значение на границах интервала, вероятность нахождения 
внутри которого равна 0,5. Итак, величина Ь может быть определена 
из равенства 

ь 

| ча) (х) йх = 0,5. (12) 

—& 

Среднее значение квадрата случайной величины 

Мх 2 = | х 2 ?ѵ (л;) йх (13) 

—со 

является моментом второго порядка случайной величины. 

Отклонением случайной величины Ал; называется разность 

Ах = х — т 0 . 

Если известно типичное значение случайной величины, например ее 
среднее значение т 0 , то часто бывает необходимым вычислить неко¬ 
торый параметр, показывающий, насколько широко разбросаны значения 
этой величины по каждую сторону от типичного значения. Параметр 
такого рода называется характеристикой рассеяния. 

В качестве меры рассеяния относительно среднего значения т 0 
обычно рассматривается второй центральный момент: 

оо 

Р 2 = уИ(лг— от 0 ) 2 = I (х — т 0 ) 2 т(х)сІЪ>. (14) 

— ОО 

Он называется дисперсией случайной величины. 

Если среднее значение т 0 — 0, то дисперсия сводится к среднему 
от квадрата случайной величины. 
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Чтобы иметь характеристику рассеяния той же размерности, что и 
сама случайная величина і, часто предпочитают рассматривать неотри¬ 
цательное значение квадратного корня из (3 2 , которое называется стандарт¬ 
ным или средним квадратическим отклонение и и обозначается через с . 

Заметим, что наиболее часто встречающимся распределением является 
так называемое нормальное распределение. 

Случайная величина х называется нормально распределенной с пара¬ 
метрами /гс 0 , с , если плотность вероятности имеет вид 


чѵ (х) = 

(х—т 0 ) 2 


№1 


1 

т=е 


:Ѵ2п 


2 с 2 


(15) 


Величины т 0 и 


с обо¬ 
значают среднее значение и 
стандартное или среднее 
квадратическое отклонение. 

Изменение значения т 
вызывает только смещение 
кривой чю (ле) вдоль оси 
абсцисс без изменения ее 
формы, тогда как изменение 
величины с вызывает изме¬ 
нение масштаба вдоль обеих 



Фиг. 4. Кривые нормального распределения 
при различных значениях стандартного откло¬ 
нения С — 0,4; 1,0; 2,5. 


координатных осей, причем площадь, заключенная между кривой чѵ(х) 
и осью абсцисс, остается, конечно, равной единице (фиг. 4). 

Чем меньше с, тем большая часть массы сосредоточена в окрест¬ 
ности точки х = т Л . 


3. СЛУЧАЙНЫЕ ФУНКЦИИ [9], [10], [11], [12] 

Нами были приведены некоторые элементарные сведения из теории 
вероятностей, связанные с понятием случайной величины. 

Однако в дальнейшем нас будут интересовать не случайные вели¬ 
чины, а случайные процессы, т. е. явления, протекающие во времени. 
Для анализа случайных процессов необходим специальный математи¬ 
ческий аппарат, созданный в работах Е. Е. Слуцкого, А. Н. Колмо¬ 
горова [5], [6], А. Я. Хинчина [4] и В. С. Пугачева [12]. 

Случайной функцией х(і) аргумента і называется функция, значения 
которой являются случайными величинами. 

Случайная функция х (і) считается заданной, если известны ее 
я-мерные функции распределения или соответствующие им плотности 
распределения. 

Понятие я-мерной плотности распределения можно пояснить сле¬ 
дующим образом. 

Как уже указывалось, осциллограммы на фиг. 1 характеризуются 
некоторыми случайными функциями х г (і), х 2 (і), . . . Рассмотрим какой- 
либо определенный момент времени і и определим, какая доля из общего 
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числа функций х ( {і) имеет в этот момент времени значение, заклю¬ 
ченное между х и х + Ах. Эта доля зависит от і и пропорциональна Ах 
при малых Ах. Обозначим ее через <и) 1 (х, і) и назовем функцию (х, і) 
одномерной плотностью распределения вероятности. Рассмотрим 
теперь всевозможные пары значений х, наблюдавшиеся в два различных 
момента времени і г и і ѵ Долю пар значений х, для которой величина х 
заключена между (х 1? х 1 -\-Ах 1 ) при і—і 1 и между (х 2 , х-(-Ах 2 ) при 
отнесенная к общему числу наблюдавшихся пар значений, обо¬ 
значим через ^ 2 (.х, ^;х 2 , и назовем двухмерной плотностью 

распределения вероятности. Этот процесс можно продолжить и опре¬ 
делить трехмерную, четырехмерную и все последующие плотности рас¬ 
пределения вероятности. 

Итак, мы видим, что случайный процесс можно характеризовать 
некоторыми плотностями распределения вероятности, полностью опреде¬ 
ляющими его в статистическом смысле. 

Действительно, если нам известны: 

1 ) вероятность нахождения любой из функций х(^), входящих 
в совокупность функций, характеризующих рассматриваемый случайный 
процесс, в момент і = і х в интервале (х, х-}-Дх), равная 

^(х, І) Ах; (16) 

2 ) вероятность нахождения любой из функций х(і ) в интервале 
(х 1? х 1 -[-Ах 1 ) в момент времени і = і^ и в интервале (х 2 , х 2 -(-Ах 2 ) 
в момент времени і = і гу равная 

^2 (*^ 1 > ^ 1 » х 2> ^ 2 ) Ах 2 Ах 2 , (17) 

3) вероятность нахождения значения любой из функций х(і) в интер¬ 
вале (х ѵ х 1 + Ах 1 ) в момент времени і=1 1У в интервале (х 2 , х 2 + Ах 2 ) 
в момент времени і=і г , в интервале (х 3 , х 3 + Ах 3 ) в момент времени 
і = і ъ , равная 

(* 1 > *^ 2 > ^ 2 > х з* ^ 3 ) (18) 

и т. д., т. е. если нам известны функции чюь при любом А, то можно 
считать, что мы знаем все о случайном процессе. 

Подводя итог, можно дать следующее определение случайного 
процесса. 

Если в результате различных наблюдений над процессом , произ¬ 
водимых при одном и том же комплексе принимаемых во внимание 
условий , получаются различные функции х(і ), для каждой из кото¬ 
рых зависимость переменной х от аргумента і неизвестна и могут 
бытъ определены лишь п-мерные функции распределения или плот¬ 
ности вероятности для значений переменных х(і ') в различные 
моменты времени , то процесс называется стохшпическим или 
случайным. 

Из сказанного ясно уже отмеченное нами обстоятельство, что ста¬ 
тистический метод изучения случайных процессов ставит себе задачей 
не изучение каждой из функций х (/), входящей в совокупность функций, 
характеризующих этот процесс, а изучение свойств всей совокупности 
функций в целом. 
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4. СТАЦИОНАРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

В общем случае для экспериментального определения я-мерных 
функций плотности вероятности, характеризующих случайный процесс, 
необходимо располагать большим числом функций х(і), полученных из 
большого числа наблюдений над подобными системами, чтобы затем 
определить вероятность нахождения величины х в любом интервале 
(х, х -ф- Але) в момент времени і. 

Трудности математического описания и экспериментального исследо¬ 
вания такого рода случайных процессов, на которые не наложено 
никаких ограничивающих предположений, очевидны. Поэтому обычно 
рассматриваются те или иные виды случайных процессов, удовлетво¬ 
ряющих определенным допущениям. Среди таких процессов значительное 
внимание уделялось так называемым процессам Маркова. Отличительная 
особенность процессов Маркова [4], состоит в том, что в каждый 
данный момент времени дальнейший ход такого процесса обусловливается 
только состоянием его в этот момент независимо от характера течения 
процесса в предшествовавший период. При такого рода процессах наше 
суждение о будущем нисколько не меняется в случае возможного рас¬ 
ширения знаний относительно предшествовавшего течения событий. Эти 
процессы сравнительно легко поддаются математической обработке 
и в то же время во многих приложениях (радиоактивный распад, теле¬ 
фония и др.) хорошо согласуются с действительностью. 

Однако значительно более многочисленными являются такие физи¬ 
ческие и технические вопросы, при которых предыдущее течение про¬ 
цесса имеет существенное значение для суждения о его дальнейшем 
развитии и не может быть опущено даже в случае приближенной трак¬ 
товки вопроса (так, например, если бы мы стали рассматривать движение 
самолета в пространстве как процесс Маркова, то это, очевидно, озна¬ 
чало бы, что мы не принимаем в расчет его инерции). 

Среди случайных процессов, в которых предыдущее течение события 
в существенной мере определяет те заключения, которые мы можем 
сделать о будущее, нужно в первую очередь выделить стационарные 
случайные процессы. Основательное изучение этих процессов, без 
сомнения, должно быть положено в основу всякого более общего иссле¬ 
дования в этой области. 

Понятие „стационарный случайный процесс" употребляется тогда, 
когда система, в которой протекает случайный процесс, остается неиз¬ 
менной во времени, т. е. когда вид функций распределения вероятности 
не зависит от смещения начала отсчета вдоль оси времени, в противо¬ 
положность более общим случайным процессам, когда функция распре¬ 
деления зависит от момента времени, для которого она определяется. 

Более точное определение стационарного случайного процесса может 
быть сформулировано следующим образом [4]. 

Случайный процесс , определяемый совокупностью переменных х(і)> 
называется стационарным в том случае , если функция распреде¬ 
ления вероятности двух групп значений этих переменных [лг(^); 
х(4); ...; х(і п )\ и [х(^ + т); х (і 2 + т);.. . х (і п + т)] тож¬ 
дественны друг с другом , причем число п> моменты времени 
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і 19 4 • • • и промежуток т могут бытъ выбраны совершенно произ¬ 
вольно. 

В случае стационарных случайных процессов определение функций 
распределения вероятности упрощается в том отношении, что все они 
могут быть определены из результатов наблюдения над одной един¬ 
ственной системой, а не над многими, но в течение достаточно долгого 
промежутка времени. 

Действительно, так как в этом случае функции распределения не 
зависят от начала отсчета времени, то можно предположить, что экспе¬ 
риментальную запись кривой х(і), полученную из наблюдения над одной 
системой в течение достаточно долгого промежутка времени, можно 
разбить на ряд отрезков длиной Г, где Т велико по сравнению со всеми 
„периодами", которые имеются в исследуемом процессе, и считать, что 
функциями, характеризующими процесс, являются части кривой х(і) на 
протяжении каждого из отрезков Т. 

Это весьма существенное упрощение. 

В заключение характеристики стационарных случайных процессов 
отметим еще одно важное их свойство. 

При случайных процессах следует отличать средние значения по 
совокупности, т. е. средние значения, определенные на основании наблю¬ 
дений над многими подобными системами в один и тот же момент 
времени, от средних по времени, т. е. от средних значений, опреде¬ 
ленных на основании наблюдения над одной из этих систем для доста¬ 
точно большого числа последующих моментов времени. 

Однако для стационарных случайных процессов оба способа усред¬ 
нения дают один и тот же результат, и поэтому можно пользоваться 
любым из них. 

Так, например, среднее значение для совокупности функций х(і) 
в момент времени і можно определить при помощи выражения 

со 

Мх = | хтя) ( х, і) йх $ (19) 

—со 

если известна плотность распределения ^(л;, і). 

Из способа определения Мх ясно, что эта величина зависит от 
момента времени для которого она определяется, среднее же по времени 

т 

х= Ііт ~ \х (і)йі (20) 

г-оо 

будет, вообще говоря, неодинаковым для различных функций совокуп¬ 
ности и не зависит от времени. 

Однако если случайный процессе стационарен, то оба способа 
усреднения должны давать один и тот же результат независимо от 
момента времени, в который вычисляется среднее для совокупности, 
и независимо от выбора функции, входящей в совокупность, для которой 
вычисляется среднее по времени, т. е. 

Мх = х. 
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То же относится и к моментам функции х(і) более высоких порядков. 
Так, например, момент я-го порядка 

Мх п — | х п чѵ(х, 1)(1х (22) 


в случае стационарного случайного процесса равен среднему по вре¬ 
мени от х п : 

г 

х п = Ііш і* (23) 

Г-оо^' 

т. е. 

х п — Мх п . (24) 

5. КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ [9], [10], [11] 

Стационарная случайная функция считается полностью заданной, если 
известны все ее я-мерные функции распределения. Однако эксперимен¬ 
тальное определение этих функций, равно как и расчеты, на них осно¬ 
ванные, оказываются слишком сложными и громоздкими. Поэтому 
естественно стремление ограничиться при изучении стационарных слу¬ 
чайных процессов не всеми я-мерными функциями распределения, а про¬ 
стейшими, какими являются две первые из них, а именно среднее 
значение или математическое ожидание функции х(і) 

Мх{і)= | хчю (х, і) йх у (25) 


и математическое ожидание для функции х(і) х(і- ]-т) 

М{х(і)х(і + і)}= | х 1 (1)х % (і-\-'і)ча(х і , і; х 2 , і + х) йх^йх^ (26) 

— СО 


Если процесс стационарен, то плотность распределения тюіх у і) не 
зависит от времени, и мы можем написать: 


Мх = 



(27) 


Двухмерная плотность вероятности чю(х ѵ і\ х 2 , ^ + т) в случае 
стационарности процесса зависит лишь от разности ^ т ^ = т, и тогда 

М{х{і-{-^)х(і)}= ^ х 1 {і-\-х)х % {і)іа{х ѵ лг 2 ; т) ах х йх ъ = 

— СО 

Г 

= Пт ± Г х(і~\-ъ)х(і)йі. (28) 

Т-+00 2 - 1 ^ 
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Функция (28) называется корреляционной функцией. Будем ее обо¬ 
значать через (т). Итак, 

#(т)= | х 2 ; х)йх х , йх 2 = 

—СО 

I 

= Ига | х{і + ъ)х{і)йі = х{і^гт.)х{і). (29) 

— Т 

В дальнейшем будут рассматриваться лишь те свойства стацио¬ 
нарных случайных функций, которые определяются одной постоянной 
(27) и одной функцией (29) одного переменного т. 

Относительно формулы (%9) необходимо сделать некоторые заме¬ 
чания. 

Первая строка этой формулы приравнивается второй строке согласно 
эргодической теореме. 

Знак предела означает следующее: при достаточно большом Т веро¬ 
ятность того, что погрешность определения функции интегралом во 
второй строке выражения (29) будет больше данной сколь угодно 
малой величины, — бесконечно мала. Выражение (29) относится лишь 
к случайным функциям со средним значением, равным нулю. Однако 
при корреляционном анализе этим выражением пользуются и в более 
общем случае. 

Исходя из того, что при такого рода рассмотрении все остальные 
плотности распределения нас не интересуют, следует несколько изменить 
определение стационарности, данное выше, и считать, что процесс 
является стационарным , если среднее значение характеризующих 
его случайных функций является постоянной величиной , а их кор - 
реляционная функция зависит лишь от величины промежутка 
времени т между рассматриваемыми значениями этих функций . 

Согласно этому определению в стационарности случайного процесса 
можно убедиться следующим образом. 

Предположим, что мы располагаем рядом осциллограмм случайного 
процесса (см. фиг. 1). Если найденные в результате обработки осцил¬ 
лограммы плотности распределения вероятности ^(л;, і)\ х р х&\ і , 
і + т) оказываются одними и теми же для любого момента времени 1 
и любого фиксированного т, то процесс является стационарным, если 
же плотности распределения зависят от момента времени для кото¬ 
рого они определяются, то процесс является нестационарным. 

Поясним физический смысл понятия корреляционной функции. 

Как мы видели, корреляционная функция определяет вероятность 
того, что если случайная функция х(і) в момент і имеет значение х 1У 
то в момент ^-}-т она имеет значение х 2 , т. е. характеризует взаимную 
связь между х(і) и л;(^-|-т). 

Предположим, например, что случайная функция х(і) со средним 
значением, равным нулю, есть выход следящей системы. Ясно, что 
значение х(і-\-х) должно зависеть от значения х (і) в предшествующий 
момент времени, так как можно считать, что значение х(^-(-т) имеет 
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составляющую, зависящую как от начального значения л: при /, так и 
от параметров системы. 

Таким образом, если т мало по сравнению с постоянными времени 
системы, то мало отличается от х{і), взаимная связь между 

значениями х(і-\-і) и х(і) велика и І?(Ч) близка к единице. Другими 
словами, при очень малых і вероятность того, что значение функции 
мало отличается от значения х({), близка к единице, т. е. 
близка к достоверности. По мере увеличения т составляющая х (9> 
определяемая начальным значением х(і), при і = 0 затухает, связь между 
величинами х(і) и х(і-\-ъ) ослабевает, они делаются взаимно незави¬ 
симыми, и функция /? (т) стремится к нулю. Другими словами, при 
достаточно больших т вероятность того, что величина лг —(— х) будет 
мало отличаться от величины х(і)> практически равна нулю. 

Укажем некоторые свойства корреляционной функции. 

1 ) Корреляционная функция Я (т) случайной функции с равным нулю 
средним значением при достаточно больших т стремится к нулю, т. е. 

Нш/?(т) = #(оо) = 0. (30) 

т-*-со 

Это непосредственно следует из приведенных выше рассуждений. 

2) Начальное значение /?(0) корреляционной функции /?(т) равно 
среднему значению квадрата случайной функции х{1) и поэтому суще¬ 
ственно положительно, т. е. 

Я (0) = Ііт Я СО = ~х 2 > 0. (31) 

т-+0 

Действительно, согласно определению 

г 

Я (0)= Ііш I х(І)х(І) (Ц = Х 2 . 

Т-+00 2 - 1 

3) Корреляционная функция /?(т) есть четная функция от т, т. е. 

Я( 0 = «(—О- (32) 


Действительно, 

Я (т)== х(і-{-ъ)х({) =х(і)х(і -О — Я{ —т). 

4) Значение корреляционной функции Я (О при любом т не может 
превышать ее начального значения /?(0),. т. е. 

#( 0 )> |#( 0 |. ( 33 ) 

Действительно, мы всегда имеем право написать неравенство 

1х(і)±х(і+ъ)]*>0 

или 

х 2 (і) + х*(1-{- т) > + 2х(і)х(і-\- т). 

Беря среднее по времени от обеих частей этого неравенства и учи¬ 
тывая формулу (31), получим формулу (33). 

40 Коллектив авторрв 13С9 
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Заметим, что неравенство (33) ‘ непосредственно следует из рассмо¬ 
тренного выше смысла функции /?(т). 

Необходимо подчеркнуть, что выражением (29) формально можно 
пользоваться не только применительно к стационарным случайным функ¬ 
циям, но и применительно к обычным периодическим функциям. 

В виде примера найдем корреляционную функцию для случая, 
когда 

х(і) = азіп((!)^-[- ср), 


понимая при этом под термином „корреляционная функция" просто 
результат применения к функции х (/) операции, выражаемой инте¬ 
гралом (29). 

Имеем 

т 

/?(т) = Ііт \ азіп(а>/-|- ср)а зіп (о)^ + (ох -|- ср) йі = 
т-+ ооИ 7 

т 

1 С а 2 

= Ііт 1 -гг- [соз (ох — соз (2со^ сот -}— 2с$)] йі — 

Т-+со 21 1 


2 


) СОЗ (ОТ - 


- Ііт 

Т -+оо 


_!Г 

2 Т [ 


$іп (2о) Т + (ОТ + 2<р) + 8ІП (2(0 Т— (ОТ — 2<р) 
2(о 


•]} 


или 


/?(т) = -у-С03 (ОТ. 


(34) 


Мы видим, что функция #(т) имеет тот же период, что и функ¬ 
ция лг(^), но в отличие от нее является четной и не зависящей от 
фазы ср. 

Точно так же легко показать, что для функции 

п 

х(*) = а 0 + 2 а к зіп (о)^ + ср*) (35) 

1 


корреляционная функция /?(т) имеет вид 


Ж') — а о+2т 

к =1 


СОЗ (О к Т. 


(36) 


Заметим, что при корреляционном анализе случайных процессов 
часто пользуются понятием нормированной корреляционной функции р (т), 
определяемой равенством 


р(т) = 


Д(0) • 


(37) 


Очевидно, что 


Р(0)=1. 


(38) 


Рассмотрим несколько типовых примеров корреляционных функций. 
1) Белый шум. Случайный процесс х(і), который характери¬ 
зуется тем, что в нем отсутствует какая-либо взаимная связь между 
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предыдущими и последующими значениями х(і), называется абсолютно 
случайным процессом или белым шумом. Очевидно, что в этом случае 
корреляционная функция равна нулю при всех значениях т, кроме 
т = 0, и ее можно представить в виде дельта-функции (фиг. 5а) или 
практически в виде импульса достаточно малой ширины, площадь 
которого равна единице. 

2) Случайная функция х(1) содержит постоянную 
составляющую а 0 . В этом случае корреляционная функция также 
содержит постоянную составляющую, равную квадрату постоянной 
составляющей (фиг. 56). 

3) Случайная функция содержит периодическую 
составляющую. В этом случае корреляционная функция также 
содержит периодическую составляющую, имеющую тот же период 
(фиг. 5в). 

4) Ко р р е л я ци о н н а я функция имеет вид 

р (т) = е~ а * т 1 соз [Зт. (39) 

На фиг. 5г приведены корреляционные функции уравнения (39) 
для различных а и одного и того же значения р. При достаточно 
больших а вид корреляционной функции приближается к случаю, гра¬ 
фически изображенному на фиг. 5а, а при достаточно малых а — 
к случаю, когда изучаемый процесс представляет собой периоди¬ 
ческую функцию. 

5) Определение корреляционной функции из экспе¬ 
риментальных данных. Корреляционная функция /?(т) может 
быть получена при помощи обработки записи случайной функции х(і) 
следующим образом. Отбросим в формуле (29) переход к пределу, 
выбрав промежуток времени Т достаточно большим, для того чтобы 
можно было приближенно написать 

г 

ЖОж-Аг | х(* + т)*(*)<#. (40) 


Разделим теперь промежуток времени Г на N весьма малых интер¬ 
валов А, т. е. положим, что (фиг. 6) 

Т = ІѴД, (41) 

и будем придавать і их дискретные значения, кратные А, т. е. по¬ 
ложим, что 

/ = ѵД = 0,1,. . . ; | 

(42) 

т = [аД =1 ,2 ,... і 

Очевидно, что при сделанных допущениях интеграл в формуле (40) 
можно заменить знаком суммы и написать 

N 

*<^)~ЙШІ]* (ѵА) * І(ѵ + ,і)Аі (43) - 

-ы 


40* 


627 




028 
















или, если ввести обозначения 

Я(|іД) — ЯОО; | 

•*(ѵД) = лг ѵ ; I 
х І(ѵ + р)Д] =лг, +1 ,., 

ТО 

1 м 

^ = 2ІѴ+ 1 ^ ЛГѵ +^* 

-ы 

Если теперь ограничиться рассмотрением лишь положительного 
промежутка времени Т и принять во внимание, что при ѵ > N — [х 
х ѵ ^ = 0, то окончательно получим 

ЛГ-ц 

Ц (|х) ~ ^ лГѵЛГѵ-і-р.; р 0. (46) 

Ѵ=1 

Формула (46) показывает, каким образом может быть вычислена 
корреляционная функция по экспериментальной кривой х(і) при помощи 
измерения ординат этой кри¬ 
вой, расположенных друг от 
друга на расстоянии Д в пре¬ 
делах рассматриваемого интер¬ 
вала Т. 

Заметим, что на практике 
приходится ограничиваться Фиг. 6. Определение корреляционной функ- 
сравнительно небольшими зна- ции из экспе Р иментальных данных: 

чениями Г, что обусловливает 1 

существенно приближенный ха- Я 0*) « ^ _ ^ + ^ Ь 2. 

рактер формулы (40). Кроме ^ ѵ== і 

того, коррелограммы, т. е. гра¬ 
фики функций /? (т), полученные в результате обработки эксперимен¬ 
тальных кривых, представляют собой обычно далеко не плавные кривые 
в отличие от коррелограмм, соответствующих идеальным случаям, рас¬ 
смотренным выше. Поэтому интерпретация коррелограмм должна про¬ 
изводиться осторожно, чтобы не делать необоснованных заключений на 
основании их вида. 

Для того чтобы пояснить это, рассмотрим коррелограмму на фиг. 7. 
Она является корреляционной функцией белого шума, полученной на 
основании определения 300 точек кривой х(і). Если бы было взято 
значительно большее число точек, то коррелограмма должна была бы 
иметь вид дельта-функции, изображенной на фиг. 5а. Таким образом, 
фиг. 7 может служить иллюстрацией возможных ошибок в определе¬ 
нии Я (х), связанных с недостаточно большим значением Т. 

Наличие в исследуемом сигнале х (і) составляющей в виде белого 
шума обычно затрудняет выявление скрытых периодичностей и соста¬ 
вляющих, имеющих корреляционные функции, например, вида (39). Для 
иллюстрации на фиг. 8 изображена нормированная корреляционная функ¬ 
ция, имеющая явно выраженную составляющую вида (39). 



(44) 

(45) 
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Фиг. 7. Влияние конечности 
интервала Т на вид корреля¬ 
ционной функции #(т). 



X(сек) 


Фиг. 8. Нормированная корреляционная 
функция с явно выраженной составляю¬ 
щей вида яГ соз Вт. 



Р(П 

+0,75 

+ 0,5 
Щ25 
О 

- 0,25 









10 


15 ѵ(сек) 


Фиг. 9. Эффект наложения белого шума 
на корреляционную функцию, показан¬ 
ную на фиг. 8. 



Фиг. 10. Нормированные корре¬ 
ляционные функции сигнала 
ошибки следящей системы. 



Фиг. 11. Усредненная корреляционная функция. 
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На фиг. 9 изображена корреляционная функция, соответствующая 
той же случайной функции х(І), что и на фиг. 8, но с наложенной на 
нее составляющей в виде белого шума. 

На фиг. 10 изображены две коррелограммы, полученные в резуль¬ 
тате обработки сигнала ошибки следящей системы при различных 
сигналах на входе. Обе они обнаруживают наличие затухающей перио¬ 
дической составляющей с периодом порядка 1 сек., соответствующим 
собственному периоду колебаний следящей системы. На фиг. 11 при¬ 
ведена усредненная коррелограмма, полученная в результате усреднения 
ординат 10 коррелограмм вида, графически изображенного на фиг. 10. 
Как мы видим, указанный прием позволил выделить затухающую 
периодическую составляющую в гораздо более явном виде, чем на 
фиг. 10. 


6. СПЕКТРАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ 

Спектральная плотность 5 (со) имеет, так же как и корреляционная 
функция, один и тот же вид для любой из случайных функций х(/), 
характеризующих рассматриваемый стационарный случайный процесс. 

Спектральная плотность функции х (0 может быть определена 
следующим образом. 

Пусть 

х т (і) = х(і) 


при— х(і) — 0 при всех остальных значениях і . 

Обозначим через Х т (]&) преобразование Фурье для функции х т (і)> 
т. е. 

оо г 

Х т (/со) = ) Х т (і) е-№ аі= | х(() (47) 


и введем в рассмотрение функцию 

5г(со) = ^|ВД“)| 2 - (48) 


Покажем, что 

оо 

*т = ЪГ [$г(со)й?со. (49) 

— ОО 

Имеем 

оо оо оо 

1 |*г(»| 2 ^=1 х т (— ММ х т (і)е~маі, 


или, меняя порядок интегрирования, 


I I Х т ( — /со) — 2тс | х*т (і) йі. 


—09 
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Итак, 


( 50 ) 


Т е* 

^ х\ ({) ^ § | Х т (У"’) I 2 гіш - 

- 7 ’ —•• 

Разделив равенство (51) на 27\ получим, принимая во внимание 
формулу (49), 

оо 

(< 0 )^( 0 . 

—ОО 

Физический смысл функции 5 г (о)) можно пояснить следующим 
образом. 

Если предположить, что х т (і ) есть ток, то выражение (51) можно 
рассматривать как энергию, которую он рассеивает в сопротивлении 1 ом , 
а выражение 

Т оо 

^=27 I * г ю йі= к .!'и (ІШ ( 51 ) 

— Т -оо 

как среднюю мощность этого тока для промежутка времени 2 Г. 

Из выражения (51) ясно, что функция 5г(о)) в рассматриваемом 
случае имеет размерность энергии, вследствие чего она иногда назы¬ 
вается энергетическим частотным спектром функции Хт(і)- 

Итак функция (<*>), являющаяся случайной величиной, опреде¬ 
ляет среднее по времени значение квадрата величины Хт(і ). 

Найдем теперь среднее для ^(ш) по совокупности функций хг (О- 
В результате получим 

5(о)) = Ж[5 г (о))]. (52) 

Функция 5(о)) называется спектральной плотностью слу¬ 
чайного процесса х(і). Аналогично (49), на основании (50), пользуясь 
определением (52), можно написать 

оо 

Р = |$((1>)й?0). (53) 

— ОО 

7. СВЯЗЬ МЕЖДУ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНКЦИЕЙ И СПЕКТРАЛЬНОЙ 

ПЛОТНОСТЬЮ 

В теории стационарных случайных процессов корреляционная функ¬ 
ция и спектральная плотность играют примерно такую же роль, как 
соответственно импульсная переходная и передаточная функции в теории 
обычных переходных процессов. Эта аналогия вытекает из того, что 
корреляционная функция и спектральная плотность представляют друг 
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для друга, так же как переходная и передаточная функции, преобразо¬ 
вания Фурье. 

Итак, можно показать, что 1 


или 


и 


•о 

Я СО = 2 ; 5 (о>) е /ап 0 Г (0 

— ОС 

со 

= ^ Г 5 (О)) СОЗ Т(1)б?0) 


со 

5(со) = ІН(х)е~ м а-с 

—оо 

ИЛИ 

оо 

5((І)) = 2 / (т)соз ( і)тй?т. 

о 


(54) 


(55) 


Действительно, введем в рассмотрение функцию 

г 

% г (х) = -^ | х т (( (56) 

-Т 


где попрежнему х т (і) = х(і) при —Т < / < Г, х т (і) = 0 при осталь¬ 
ных I. 

Преобразование Фурье для функции /? г (т) 

со оо оо 

^ Я г (х) ё~ іап йх — 2 ^- ^ е~ }ая йх ^ х т (і + т) х т (() йі — 



е ы йі 


| х т (і + х)е~ іо>{і+ ' ] (іх. 


(57) 


г Этот результат был сформулирован А. Я. Хинчиным [4] в виде следующей 
теоремы, лежащей в основе теории стационарных случайных процессов. Для 
того чтобы функция Я (т) представляла корреляционную функцию некоторого 
непрерывного стационарного стохастического процесса, необходимо и доста¬ 
точно, чтобы ее можно было представить в виде 

Я (т) = | С05 та МІр (со). (А) 


Если предположить, что функция Р (со) является диференцируемой при 
всех <о, т. е. что 


йр (со) а 5 (со) */( 0 , 


то мы получим формулу (40) как частный случай формулы (А). 
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Произведя 

в формуле (57) замену переменной = Х и 

имея 

в виду, что 

оо 

Х*т (/о)) = Х т (—у'и>)=: | х т (1)е> а1 М, 

—ОО 

(58) 

получим 

оо 



Г К т (X) е~ м ах = і Х т (» (»• 

(59) 


— со 


Учитывая, что функция К т (ъ) четна, найдем 

I К г (х)е Чшх аx = 2^К т (x)со5шxаx, (60) 

— оо 0 

и, следовательно, на основании формулы (59) можно написать 

оо со 

^ И г (т) сіх = 2 |* К т (т) соз а кйх = ^\Х Т (уш) | 2 

—оо 0 

или, усредняя по совокупности функций Х т (і) 

оо 

I Ц(х)е~ м ах = „=-М | Х т (у’со)| 2 , ( 61 > 

-оо 

откуда, принимая во внимание равенства (52) и (48), получим урав¬ 
нение (55). 

Соотношения (54) и (55) между корреляционной функцией и спек¬ 
тральной плотностью имеют исключительно большое значение для тео¬ 
рии стационарных случайных процессов. 

Значение этих соотношений прежде всего заключается в том, что 
они позволяют определить функцию спектральной плотности 5(аз) по 
заданной аналитически или в виде графика корреляционной функции /?(т) 
или обратно корреляционную функцию /?(т) по заданной функции 
спектральной плотности 5 (то). 

Так, например, если 

Я(т)=<г“ |г1 , 


ТО 


5(а>) 


2а 

со? + д2 * 


если 


то 


К( ^) = е~ аН \ 

с/ \ Ѵтс л 4а* 

5(<в) = —е 
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Кроме того, значение соотношений (54) и (55) заключается в том, 
что они позволяют использовать при изучении свойств связи между 
функциями і?(т) и 5 (о>) все известные свойства преобразования Фурье. 

Пользуясь соотношением (55), можно получить выражение для спек¬ 
тральной плотности также и в том случае, когда функция х(і) помимо 
случайной составляющей содержит периодические члены или когда сред¬ 
нее значение этой функции отличается от нуля. Очевидно, что если функ¬ 
ция х (і) содержит периодическую составляющую, имеющую частоту и> е , 
то 



и спектральная плотность 5(о>) имеет в точке со = о) с разрыв непре¬ 
рывности. Если же х Ф 0, то функция 5 (о>) будет иметь разрыв непре¬ 
рывности в начале координат, т. е. при а) = 0. 

Математическую трудность, связанную с получением выражения 
для 5(ю), в указанных случаях можно обойти при помощи введения 
понятия о дельта-функции 8(ш). 

Имея в виду, что 

оо 

^ соз (от йх = у 8 (а>) 
о 
и 

оо 

^ СОЗ (О 0 т соз сотг/т = ~ [8 (со-(О 0 ) + 8 ((О (О 0 )] , (62) 

о 

найдем, например, выражение для спектральной плотности в предполо¬ 
жении, что 

X (О = я 0 + а і с08 (V + ?)• (63) 

Для корреляционной функции /?(т) в этом случае получим 



Подставляя (64) в (55) и учитывая равенство (62), найдем 

5 (ш) = <$(«,)+ [8 (о ® 0 ) + 8 (<о + %)1 • (65) 

Точно так же легко видеть, что если функция х (і) представляет 
некоторый тригонометрический ряд вида (35), то спектральная плот¬ 
ность будет являться разрывной функцией, состоящей из отдельных 
линий: 

5 (ю) = 48 (ю)+2 Ц- [8 (» ™ (0 0 ) + 8 (Ц, + (В 0 )]. (66) 
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Таким образом, в наиболее общем случае функция спектральной 
плотности состоит из непрерывной части и некоторого числа пиков при 
отдельных частотах. 

Рассмотрим спектральные плотности, соответствующие корреляцион¬ 
ным функциям на фиг. 5. 5(ѵ)1 



о О ,/ О 0,1 0,2^ 0 0,1 0,2^ 0 0,1 0,2^ 


г) 

Фиг. 12. 

а — спектральная плотность белого шума; б — спектральная плотность, соответствующая постоян¬ 
ной составляющей сигнала; в — спектральная плотность периодической составляющей сигнала; 
г — спектральные плотности, соответствующие корреляционным функциям. 

1) Белый шум. В случае белого шума 

К (О = § (О 

и 

5 О) = Г ^ (*) е Ча *а% = 1. (67) 

— СО 

Таким образом, спектральная плотность белого шума характеризуется 
равномерным распределением энергии по всему спектру частот от О 
до оо (фиг. 12, а). Очевидно, что белый шум является математической 
абстракцией, неосуществимой в чистом виде в действительности хотя 
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бы потому, что он требует источника с бесконечно большой энергией. 
Однако понятие белого шума в ряде случаев оказывается полезным. Дей¬ 
ствительно, если мы рассматриваем, например, эффект, производимый 
сигналом, имеющим равномерное распределение энергии в интервале 
частот, пропускаемых системой (фиг. 13), то вид спектральной плот¬ 
ности вне этого интервала, не имеет значения и, следовательно, мы 
можем считать, что случайная функция обладает свойствами белого 
шума, если ее спектральная плотность сохраняет приблизительно постоян¬ 


ное значение не на бесконечном, а на конечном интервале частот, пред¬ 
ставляющем интерес. 

2) Случайная функция содержит постоянную соста¬ 
вляющую. В этом случае спектральная плотность характеризуется 
наличием дельта-функции в точке 
ц) = 0 (фиг. 12, б). 

3) Случайная функция 
содержит периодическую 
составляющую. Спектральная 
плотность в данном случае характе¬ 
ризуется наличием двух дельта-функ¬ 
ций, расположенных в точках а) = + 



± , где Т - 


о\ 


гр , 1 .ДАЧ. Д период составляющей 

(фиг. 12, в). 

4)Случайная функция ха¬ 
рактеризуется корреля¬ 
ционной функцией вида (39). 

Спектральная плотность в этом случае определяется выражением 


и/ 

Фиг. 13. Сигнал с равномерным рас¬ 
пределением энергии в интервале 
частот, пропускаемых системой: 

А (со)— амплитудная частотная характеристика; 
5 (со) — спектральная плотность сигнала. 


5 



а 

( о ) ^)2 -(- «2 



а 

(со — [})2 а2 


( 68 ) 


На фиг. 12, г приведены кривые спектральной плотности, вычислен¬ 
ные по формуле (68) для тех же значений аир, для которых построены 
корреляционные функции на фиг. 5, г. 


8. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ 
ИЗ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

Непосредственный способ определения спектральной плотности 
в виде кривой состоит в том, что случайная функция, имеющаяся, 
например, в виде осциллограммы для промежутка времени Т, рассма¬ 
тривается как периодическая функция с периодом Т. Если такого рода 
периодическую функцию подвергнуть обычным приемам гармонического 
анализа и определить коэфициенты а я , Ь к ее разложения в ряд Фурье, 

2тс 

то ордината спектральной плотности при частоте кратной частоте—, 
может быть найдена при помощи приближенного соотношения 

*Ю=-гК+Ч)- 


(69) 
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Заметим, что наинизшее значение угловой частоты, при котором 
может быть определена ордината кривой 5(о>) с помощью этого метода, 

равно у и, таким образом, зависит от промежутка времени Т, на котором 

произведена запись случайного процесса. 

Необходимо, однако, указать, что для решения задач синтеза, рас¬ 
сматриваемых в следующей главе, желательно задание спектральной 
плотности в виде дробно-рациональной функции от аз, чего изложенный 
выше метод не дает. 

Один из способов получения спектральной плотности в виде дро>бно- 
рациональной функции от о) состоит в том, что график корреляционной 
функции, полученный в результате обработки осциллограммы путем 
подбора, апроксимируется в виде суммы составляющих вида (39), для 
которых затем находится спектральная плотность при помощи под¬ 
становки полученного выражения для корреляционной функцииг в 
формулу. (55). 


9. ОЦЕНКА ДИНАМИЧЕСКОЙ ТОЧНОСТИ 
ПО ВЕЛИЧИНЕ СРЕДНЕЙ КВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИБКИ 

Перейдем теперь к изложению способа применения теории случайных 
процессов, к анализу динамической точности работы следящих систем, 
находящихся под влиянием стационарных случайных воздействий. 

Нами уже указывалось, что работа системы в указанных условиях 
не может быть полно охарактеризована при помощи обычного понятия 
качества*, в виду того что в этом случае такие понятия, как, например, 
„установившееся состояние", „время переходного процесса" и т. д., 
теряют смысл. 

При наличии случайных воздействий ошибка е(^), т. е. разность 

в (0 = го (О — * (0 (70) 

между полезным сигналом на входе т(і) и выходом х{і\ также 
является случайной функцией. Поэтому речь может идти об определении 
не мгновенных, а лишь некоторых средних значений этой величины. 

Таким средним значением обычно служит среднее квадратическое 
значение ошибки е(^), т. е. квадратный корень из величины 

т 

7* = Шп^е* (*)<», (71) 

— Г 

которой пользуются как оценкой, определяющей динамическую точность 
работы следящей системы при наличии стационарных случайных 
воздействий. 

С точки зрения этой оценки или критерия, нежелательность ошибки 
пропорциональна квадрату ее величины независимо от момента времени, 
в который происходит ошибка. Вообще говоря, такого рода критерий 
вполне логичен в тех случаях, когда нежелательность ошибки возрастает 
вместе с ее величиной. Однако возможны случаи, когда все достаточно 
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большие ошибки в одинаковой мере нежелательны. Тогда следовало 
бы применить уже другой критерий, учитывающий это обстоятельство. 

Кроме того, оценка точности по этому критерию производится 
в зависимости от среднего, а не мгновенного значения ошибки, что 
также не всегда является достаточным. 

Наконец, применение критерия средней квадратической ошибки 
может оказаться нерациональным в тех случаях, когда в некоторые 
моменты времени величина ошибки может быть сравнительно большой, 
а в некоторые моменты времени необходимо, чтобы она была, наоборот, 
минимальной. 

Таким образом, указанный критерий, впрочем, как и всякий другой 
косвенный критерий, конечно, не является универсальным. 

В предыдущей главе было показано, что среднее значение квадрата 
стационарной случайной переменной х(і) может быть весьма просто 
найдено, если известна корреляционная функция /?(т) или спектральная 
плотность 5 (аз), соответствующие х(і). 

Действительно, 

оо 

Р = Я,(0)=±|5,(а>) а*. (72) 

—ОО 

Если ошибка является стационарной случайной функцией, то 

точно так же 

оо 

Г 2 = # 8 (0) = ^|5е(со)й?со, (73) 

—ОО 

где через /? 8 (т) и 5 6 (о)) обозначены соответственно корреляционная 
функция и спектральная плотность ошибки е(7). 

Таким образом, для того чтобы вычислить среднюю квадратическую 

или стандартную ошибку с = V г 2 , необходимо предварительно найти 
либо /? 8 (т), либо 5 8 (ю). Поэтому задача дальнейшего изложения состоит 
в том, чтобы: 

1) показать, каким образом может быть вычислена корреляционная 
функция или спектральная плотность величины на выходе системы, 
если известна корреляционная функция или спектральная плотность 
сигнала на ее входе; 

2) изложить способ вычисления интеграла (73) в том случае, когда 
функция 5 8 (о>) является дробно-рациональной функцией от о). 


10. СВЯЗЬ МЕЖДУ КОРРЕЛЯЦИОННЫМИ ФУНКЦИЯМИ 
И СПЕКТРАЛЬНЫМИ ПЛОТНОСТЯМИ ВЕЛИЧИН НА ВХОДЕ 
И НА ВЫХОДЕ ЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

Рассмотрим линейную динамическую систему (фиг. 14), имеющую 
импульсную переходную функцию к(і) и передаточную функцию Ф($), 
Предположим, что на вход этой системы подан стационарный слу¬ 
чайный сигнал т(1), имеющий корреляционную функцию /? ш (т) и 
спектральную плотность 5 т (о>). 
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Найдем корреляционную функцию К х (ъ) и спектральную плотность 
5 ^( 0 )) величины х(і) на выходе. 

Имеем 


т(і) 


тт 


Фиг. 14. Линейная дина¬ 
мическая система, в ко¬ 
торой величиной на выхо¬ 
де является ошибка е (^). 


Я х (О = Нгп ^ [х(і-\-х)х(і)аі, 

Т->оо А1 _^ т 

но (см. главу VI) 

х(і) = \ т(і — X) к (X) й\. 


(74) 


(75) 


Подставляя формулу (75) в (74), получим 
т 

Н (т) = 1іш ^ [ йі\ 7/га(^Х)й(Х)гіХ| т(* + т — 'п)к(ті) А|). (76) 

Т-> оо ^ 1-00 -со ) 


Меняя порядок интегрирования, будем иметь 

т 


ОО ОО / і \ 

К х (т) == ^ аХк (X) ^ й-цк^-ц) I Нш -^г ^ т (I х — — X) йі\ , (77) 

I ОО — СО ' — Т ) 


НО 


Ііт 

Т -*оо 


1 1 
^ 1 тп (і + т — 7]) т (і — X) йі = Ііт 1 т (і -(- 'і + X— у\) т (I) йі = 

11 ±т 7’>оо^ г 


-г 

= Я т ( х + ' к — ч). 

поэтому вместо уравнения (77) можно написать 


Я, 00 = 1 Ь(і)аі$ К т (і + ь--ц)к(ц)ац. 


(78) 


формула (78) представляет собой искомое соотношение между 
корреляционными функциями входного т(і) и выходного х(і) сигналов. 

Найдем теперь соотношение между спектральными плотностями 
входного и выходного сигналов. 

Имеем 

оо 

5,(0)) = ! #,(т)<Г' ш Ѵт. (79) 

—ОО 

Подставляя формулу (78) в (79), найдем 

ОО ОО ОО 

5,(<*>) = ! « _М ЛІА(Х)ЛІЯ т (* + Х-т|)А(ч)Лі = 

—ОО —оо —оо 

оо ОО ОО 

= І А (X) ^ах ] к (V)) е -у “Ѵт) 1 Я т (т + х — т]) е~ ]ш {х+1 ~ п) а^ = 

—оо —оо —оо 

со 

= Ф О) Ф ( —» | н т (X) е~ }тх ах = | Ф (»I 2 5 т (со). (80) 

—оо 
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11. СПЕКТРАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ ОШИБКИ СЛЕДЯЩЕЙ СИСТЕМЫ 

Будем теперь рассматривать в качестве величины на выходе ошибку 
е (і) (фиг. 15), тогда в выражении (80) нужно заменить 5^.(0)) через 
спектральную плотность ошибки 5 е (о>), а Ф(/<о)— через передаточную 
функцию ошибки Ф 6 (/<*>). В результате получим 

5е ((*)) = | Фе (/(*)) | 2 8 т (о>) . (81) 


пт(і) 




м 


Выражение (81) определяет спектральную плотность ошибки 5 е ((о) 
через передаточную функцию ошибки Ф 6 (/о)) и спектральную плотность 
5 ш (о>) величины на входе. Если следящая система находится под влия¬ 
нием не только управляющего т(і)> но и возмущающего воздействия 
п(І), то спектральная плотность ошибки состоит из двух составляющих, 
одна из которых определяется равенством 
(81), а другая может быть представлена 
в следующем виде: 

(<*>) = | У (ус°) | 2 5 л (аз), (82) 

где У (/(о)—передаточная функция (см. 
главу VI) по отношению к возмущающему 
воздействию. 

Итак, общее выражение для спектральной плотности ошибки 1 

5. («О) = IФ. (/«о) I 2 5 Ш (со) +1 К(» I 2 5„ ((О). (83) 

В частном, но часто встречающемся случае, когда точки приложения 
обоих воздействий т(і) и п{і) совпадают. 


Фиг. 15. Линейная динами¬ 
ческая система, в которой 
величиной на выходе 
является ошибка е (і). 


г(»=фо), 


и можно написать 

5 6 (®) = | Ф е (»| 2 5 т (ш) +1Ф (»| 2 $„ (а)). 


Учитывая, что (см. главу VI) 

Фе (У ш ) — 1 — Ф (» 


1 

1 +КГ(» 


И 


Ф (/<«) 


К Г О) 

1 +/СИ7С/®) ’ 


получим 

5е ( ш ) = |і+Тгсм 


5 т («>) + 


КХГЦа) 

1 


2 5„(<о). 


(84) 


(85) 


1 Здесь для простоты предполагается, что взаимная корреляция между 
полезным сигналом т ( і ) и помехой п (і) отсутствует. В более же общем случае, 
когда функции т(і) и п (і) являются взаимозависимыми, выражение для спек¬ 
тральной плотности ошибки 5 е (со) имеет вид [9], [10]: 

$.Н в |Ф в | 2 $,»і И + |К| 2 (со) + Ф* У8 тп (со) + Ф Ѵ*8 тп (со). 

41 Коллектив авторов 1309 
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Выражение (85) позволяет определить спектральную плотность 
ошибки 5 е ((о) по заданным спектральным плотностям 6 т (о)), 5 л ((о) и 
передаточной функции разомкнутой системы К'ІГ(уа)). 

Подставляя выражение (85) в (73), получим следующую формулу 
для вычисления среднего значения квадрата ошибки: 


г 


2 _ 


_1_ 

2тс 


I 1+КГС/со) 



К\Ѵ (і<») 

1 + К\Ѵ Цы) 


5 п (о)) йы. 


( 86 ) 


Пример. Рассмотрим простую следящую систему на фиг. 16. Она состоит 
из задающей оси і, следящей оси 2, которая должна с возможно большей точ¬ 
ностью воспроизводить все движения задающей оси; устройства З у измеряющего 
угол рассогласования или ошибку е (^) между положениями т(і) и х (/) обеих 

о 

осей и скорость изменения ^ угла рассогласования, а также суммирующего 


оба сигнала; лампового усилителя 4 и двигателя 5 постоянного тока с незави¬ 
симым возбуждением, цепь якоря которого приключена к выходу усилителя. 

Уравнения системы представим 
х и\ в следующем виде: 

^ уравнение ошибки 

6 (0 = т (і) — х ((); 




Х(() 


1? 


Фиг. 16. Следящая система. 


уравнение устройства 3 
йг 

с — + п * ~йі * 


уравнение усилителя 
уравнение двигателя 


Іа — ^ 1^> 


. с№х , 


йх 

Чі 


кііф 


где е — напряжение на входе усилителя; 
і а — ток якоря; 
к\ — крутизна усилителя; 

] — приведенный момент инерции; 

Ь — коэфициент вязкого трения; 
по, п ъ 6 2 — постоянные коэфициенты. 

Согласно этим уравнениям передаточная функция 


КѴР ($) = 


Х(8) К (ті$+1) 
Е(8) 5 


где 


п\ . ^ _ 7 . „ щк~къ 

Г? ' = Т’ К — г~ 


Передаточная функция Ф (5) замкнутой системы 


Ф($) = 


К(*іД+1) 

5 ( 7 2 5 + 1 ) + К 1 ) 


Передаточная функция ошибки 


Ф е (5) = 


_ $ (7? $+1) _ 

5 (72$-Н) + 5 + 1) 


(87) 


( 88 ) 
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Сделаем одно замечание, которое понадобится нам в дальнейшем. 
Согласно определению передаточная функция 


Разделив обе части равенства (89) на 5, получим 

і- ф ( 5 ) = —-.(-X.. 

8 } $С/ (5) * 


Но 80 (8) есть преобразование Лапласа для производной от & (/). Поэтому, 
если величиной^на входе системы регулирования считать не управляющее воз- 

действие § (0, а его производную , то в качестве передаточной функции 

* ф е (5) 

ошибки можно условно рассматривать выражение —-—. 

Предположим теперь, что на вход рассмотренной следящей системы 
поступает полезный сигнал т ( і ) и помеха п (/). 

Согласно фиг. 17 сигнал изменяется с постоян¬ 
ной скоростью в течение некоторого промежутка ч 
времени, после чего скорость его изменения вне- | 1 

запно испытывает скачок и сохраняет другое по- 
стоянное значение в течение следующего интер- і [ N. і 

вала и т. д. | і 

Если обозначить через а 2 среднее значение ква- і і 

1 ! і і 


драта скорости, через 


• среднюю длину проме¬ 


жутков времени, в течение которых скорость остается 
неизменной, и предположить, что продолжитель¬ 
ность промежутков подчиняется распределению Пуас¬ 
сона [7], [8], то спектральная плотность производ¬ 
ной от полезного сигнала т (і) будет иметь вид 

$т (“) 88 , о 2 ( 91 ) 


Фиг. 17. Типичный вход¬ 
ной сигнал. 


В качестве помехи возьмем чисто случайный процесс, имеющий так назы¬ 
ваемый белый спектр, т. е. имеющий спектральную плотность (со), сохраняю¬ 
щую постоянное значение, не зависящее от частоты: 

= 7 2 - (92) 


На основании формулы (86), рассматривая в качестве входной величины 

(іт о / ч 

производную и учитывая, что спектральная плотность о т (со) определяется 

формулой (91) для спектральной плотности ошибки, получим 

о /,.ч __ _ 7\/со + 1 _ 2 

8 ^ ; 7 е0 + 1) + К ( т іУ со + 1) со* + 

і а:(т/ со +1) 2 

+ IУ» + 1) + К (X > + 1) 7 • (93) 

Таким образом, среднее значение квадрата ошибки может быть представлено 
в виде суммы двух составляющих: 

Г2 = Л т+ Т «- (94) 


41* 
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где 


7 2 - 

1 

Г! Ѵ2ра(7У<о + 1) 

т ~ 

3 27 

^ Іум СЛ>/“ + 1) + к (Т]У'о) + І) 

— (X) 



оо 

~2 - 

1 

Г| К(ч> + і) 

п - 

2т: 

} 1 У 0 * (ТѴ 03 + 1) + К (тіУ’со + 1) 


(95) 

(96) 


Заметим, что подинтегральные выражения в интегралах (95) и (96) пред¬ 
ставляют собой квадрат модуля дробно-рациональной функции. 

Каждый из интегралов (95) и (96) можно вычислить, например, определив 
корни знаменателя и разложив подинтегральное выражение на простейшие 
дроби. 

Однако мы сейчас изложим другой практически более удобный способ 
вычисления е 2 , не требующий вычисления корней и позволяющий получить 
в явном виде связь между параметрами, входящими в выражение для $ 6 (о>), и 
величиной средней квадратической ошибки. 


12. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ СПЕКТРАЛЬНОЙ 
ПЛОТНОСТИ ОШИБКИ 

Выражение для спектральной плотности ошибки 5 6 (о)) в случае 
передаточных функций и спектральных плотностей, заданных в виде 
дробно-рациональных функций, всегда можно представить в виде суммы 
членов, каждый из которых является абсолютным значением квадрата 
рациональной функции, имеющей полюсы, расположенные симметрично 
относительно мнимой оси в верхней полуплоскости. Это положение 
лежит в основе излагаемого ниже способа вычисления средней квадра¬ 
тической ошибки. 

Предположим, что функция 5 е (о)) определяется формулой (83)*. 
Рассмотрим первый член в правой части выражения (83). 

Если система устойчива, то все полюсы передаточной функции 
Фе(уа>) расположены в верхней полуплоскости. Эго означает, что все 
полюсы функции Ф е (уа>), т. е. значения со, обращающие в нуль знамена¬ 
тель функции Ф е (уа>), получаемой из Ф 8 ($) путем замены переменной 5 
через (уо>), расположены в верхней полуплоскости. Полюсы | Ф е (усо) | 2 
расположены симметрично относительно мнимой оси, так как это выра¬ 
жение является четной функцией от а). 

Перейдем теперь к спектральной плотности 8 т (ю). Так как согласно 
предположению функция 5 т (а>) является дробно-рациональной, то она 
всегда может быть представлена в виде произведения двух множителей 
5ц (со) и О п (о>), один из которых, скажем, 5 П (аз), имеет нули и полюсы, 
совпадающие с нулями и полюсами 5 ш (<ы), расположенными в верхней 
полуплоскости, а другой множитель О іг (со) имеет нули и полюсы, 
совпадающие с нулями и полюсами 5 т (со), расположенными в нижней 
полуплоскости. 


1 Результат остается справедливым и в более общем случае, когда 
взаимные спектральные плотности 8 тп (со); 8 пт (со) не обращаются в нуль 
(см. [9], [10]). 
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Поскольку функция спектральной плотности вещественна при веще¬ 
ственных со, то ее нули и полюсы должны быть симметрично располо¬ 
жены относительно вещественной оси. Кроме того, так как функция 
спектральной плотности является четной функцией от со, то ее нули и 
полюсы должны быть симметрично расположены также и относительно 
мнимой оси. Поэтому можно написать 


З т (®) = 5„ (іо) О п (ш) = $ п (іо) 5)! (со) = |5 и (іо) | 2 , (97) 


и, следовательно, 

I Ф* (/<■>) | 2 $т (®) = | Ф. (/<*>) 5ц ((О) | 2 , 

причем, как это ясно из предыдущего, все полюсы выражения Ф 6 (усо) X 
Х$ п (а>) расположены в верхней полуплоскости симметрично относи¬ 
тельно мнимой оси. 

Аналогичные рассуждения можно применить и ко второму члену 
в выражении (83). 

Итак, 

(со) = | Ф г (/со) 5 И (со) | 2 + | У {і со) 5 22 (а>) | *, 


причем каждый из членов в правой части может быть представлен 
в виде квадрата модуля некоторой дробно-рациональной функции - р - ^ , 

все полюсы которой расположены симметрично относительно мнимой оси. 

Таким образом, ясно, что вычисление средней квадратической ошибки 
может быть сведено к вычислению интегралов вида 




О (©) 
2* ^ \і 


с/ш. 


(98) 


Выражение (98) удобно несколько преобразовать. Так как знамена¬ 
тель в равенстве (98) есть четная функция от (ь, то в его числителе 
необходимо учитывать лишь четные степени от со, поскольку 

со 

]]ТйГ 2й?ІО = 0: к = и 3> 5 ••• (99) 


Кроме того, 

| р (со) I 2 = р (со) Г* (со) = Р ( У 1) ( ,7 а>) • (100) 

Учитывая формулы (99) и (100), умножив и разделив равенство (98) 
на у и вводя обозначения 

Р (аз) = а 0 <о п -ф- а^іл 1 1 . .. + а п \ 

о я (<*>) =/(-і) п (&о«) 2п - 2 + Ѵ 2п " 4 -!-••• -НЬ,-і) (101) 

вместо выражения (98), окончательно можем написать 

со 

= 2«/1 Р <■>) й?Ш ' ( - 102 ^ 

— СО 
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Интеграл (102) может быть вычислен в явном виде без необходи¬ 
мости вычисления корней ^(оз) для любого п. Не останавливаясь на 
общем методе вычісіения интеграла (102), который изложен, например, 
в работе [9], укажем лишь, что в [9] (см. также [10]) имеется таблица, 
содержащая значения интеграла (102), выраженные в явном виде через 
коэфициенты я 0 , а 1У ... и Ь 0 , Ь 1л ... для всех значений п от п = 1 
до п = 7. 

Проиллюстрируем изложенный выше способ вычисления на примере. 
Перепишем интеграл (95) в следующем виде: 

-2 I 2Эо2(7’|<о*+ |) Ло 

ет== 2^} |-у7>з - (1 + К-н + ш + р + К)^ + К?]2' ^ 103 ^ 

—оо 

Этот интеграл можно привести к виду (102), положив 

= — уТ 2 со 3 — (1 + Кт, + рг 2 ) со 2 + (р^с, + р 4- /ОУ® + /Ср; 

О п (<»)=](Т&+і)(-іу2?а\ (104) 

Сравнивая формулу (104) со (101), получим 
а 0 — —УТ а ; а х = — (1 + % х і Ч" РТ 2 ); а і =Я?Кх 1 + р +К); 
а ь = Щ Ь й = 0; Ь 1= — уТ 2 2ра 2 ; Ь г = -ЩФ. (105) 


Но согласно таблице, приведенной в [9], [10], значение интеграла З г 
выражается через коэфициенты а 0 , а ѵ а 2 , а 3 , Ь 0 , Ь ѵ Ь 2 следующим 
образом: 


— аф а + аф і — 

_ а ч 

2а 0 {афь — а і а і) 


(106) 


Подставляя формулу (105) в (106), найдем 

_ 2 ТІ-^Ц+Кх^т 

е “ “ 7* ( 1 + Кч + т (РК-! + р + К) - 2 Т 2 2 К? ' 

Для вычисления составляющей г 2 перепишем интеграл (96) в виде 

—2 1 Г (-1)*Ж*Т*(ф 2 +і)Ло 

4 ~ 2я/^ [- Г*»* + (Кхі + 1» + К] [- 7>2_ {КТі + 1)у ш + к] 


или 


2 

2/г 


1 Г О п ( о>) йы 

2иу } Р (со) /* (— со) ’ 


( 107 ) 


где 


646 


р(аз) = я 0 о) 2 ^о) -}- а 0 



и 


0„(ш) = ьу + ь 2 , 


причем 

«о =—Т 2 ; а 1 =і(КТ 1 -{- 1); а 2 = К; Ь, ; Ь 2 =уХ 2 Т 2 . (108) 


Согласно таблице [9], [10] 


Л = • 


■ Ь а + 


арЬ 1 

а г 


2афі 

Подставляя формулы (108) в (109), получим 


г л : 


_2 

"1 


К(Къ+1) ‘ 


(109) 


( 110 ) 


В заключение заметим, что в случае сложных следящих систем, 
имеющих передаточные функции высокого порядка, более удобным 
может оказаться метод вычисления г 2 , основанный на обычном спо¬ 
собе графического интегрирования выражения (86). При этом спектраль¬ 
ные плотности могут быть заданы в виде экспериментальных кривых, 
а графики функций |Ф 6 (/о)| 2 и |Ф(у‘ш)| 2 легко найти при помощи 
амплитудной круговой диаграммы и номограмм, приведенных в главе XV, 
зная амплитудно-фазовую или логарифмические частотные характери¬ 
стики разомкнутой системы. 
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ГЛАВА XXIII 

СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНЫХ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ СЛЕДЯЩИХ 
СИСТЕМ, НАХОДЯЩИХСЯ ПОД ВЛИЯНИЕМ НЕПРЕРЫВНО 
ИЗМЕНЯЮЩИХСЯ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЙ 

В предыдущей главе был изложен метод вычисления средней ква¬ 
дратической ошибки, вызываемой в системе с заданной передаточной 
функцией, управляющим и возмущающим воздействиями в виде стацио¬ 
нарных случайных функций времени с известными спектральными 
плотностями. 

Однако при расчете и проектировании систем автоматического упра¬ 
вления и следящих систем часто более важной является обратная задача, 
состоящая в определении передаточной функции, обеспечивающей тре¬ 
буемую точность системы. 

Решение этого вопроса (точная постановка задачи дается ниже) и 
составляет содержание настоящей главы (более подробно см. работы 
11 ], [ 2 ], [ 3 ]). 

Если на входе следящей системы помимо управляющего воздействия 
или полезного сигнала есть возмущающее воздействие или помеха, 
ошибка следящей системы состоит их двух составляющих. 

Одна из них вызывается тем, что следящая система не может абсо¬ 
лютно точно воспроизводить полезный сигнал, а другая — тем, что сле¬ 
дящая система не может совершенно не реагировать на помехи. 

Обычно оказывается, что стремление уменьшить первую составляю¬ 
щую ошибки приводит к увеличению второй составляющей, и наоборот. 

Таким образом, задача синтеза состоит в том, чтобы обеспечить 
оптимальное решение вопроса, при котором сумма обеих составляющих 
имеет минимально возможное значение. Это можно пояснить следующим 
образом. 

Предположим, что амплитудная частотная характеристика А (со) = 
= | ф(/о))| рассматриваемой системы и спектральные плотности 5 т (ой),5 л (а>) 
полезного сигнала т (і) и помехи п ( і ) графически изображены на 
фиг. 18. Так как помеха имеет более высокочастотный спектр, чем 
полезный сигнал, то ясно, что если мы сузим полосу пропускания 
системы так, как это изображено на фиг. 18 [см. кривую ^(аз)], то 
система почти не будет реагировать на помехи. Однако при этом очень 
сильно возрастет ошибка воспроизведения полезного сигнала. Если же 
увеличить полосу пропускания [см. кривую А 2 ( из) на фиг. 18], то 
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скания и спектральные плотности полезного сигнала 
$ т (о>) и помехи (а)). 


весьма существенно возрастет влияние помех. Очевидно, что здесь необ¬ 
ходим некоторый компромисс, обеспечивающий иаивыгоднейшие условия 
работы системы. 

Известны три способа подхода к решению задачи синтеза следящих 
систем при наличии помех. Первый и наиболее простой из них приме¬ 
ним в том случае, когда полезный сигнал имеет гораздо более низко¬ 
частотный спектр, чем помехи (фиг. 19). В этом случае полоса пропуска¬ 
ния системы должна 
быть выбрана доста¬ 
точно широкой для 
обеспечения требуемой 
точности воспроизве¬ 
дения сигнала и в то 
же время достаточно 
узкой для того, чтобы 
она не реагировала на 
помехи [см. кривую 
Л(о)) на фиг. 19]. 

Другой способ под¬ 
хода к выбору ха¬ 
рактеристик следящих 
систем при наличии 

помех [4] предназначен для случаев, когда управляющее воздей¬ 
ствие имеет спектр частот, очень быстро убывающий при возраста¬ 
нии частоты, а помехи 
имеют спектр, близ¬ 
кий к белому спектру 
(фиг. 20). 

Согласно этому спо¬ 
собу форма амплитуд¬ 
ной частотной харак¬ 
теристики | К ѴУ (/и>) | 
разомкнутой системы 
должна выбираться при 
низких частотах (где 
| КѴУ (/(*>) | > 1 и где 
сконцентрирована ос¬ 
новная энергия полез¬ 
ного сигнала) возможно более близкой к форме амплитудной частот¬ 
ной характеристики полезного сигнала, а затем быстро убывать, по 
возможности следуя за убывающей амплитудной характеристикой 
сигнала. 

Таким образом достигается, с одной стороны, равномерное ослабление 
влияния всего основного спектра частот полезного сигнала на ошибку 
(так как в интервале частот, содержащем основную энергию сигнала, 
амплитудный спектр ошибки 

1 Е (/(о) | = |Щіщ I О О'ш) | 



Фиг. 19. Выбор амплитудной частотной характери¬ 
стики А (о>) в случае, когда помеха имеет более 
высокочастотный спектр, чем полезный сигнал. 
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оказывается приблизительно равным весьма малой постоянной вели¬ 
чине и, с другой стороны, уменьшение, насколько это возможно, 
влияния помех, благодаря быстрому убыванию величины |/(И7(уа))|. 

Следует, однако, заметить, что быстрота убывания | (усо) | ничем 
не ограничивается лишь при | КУРЦ®) | 1 • ^Р и тех же значениях а), 

при которых \КѴРѴ<а) |~ 1, слишком быстрое убывание этой величины 
может привести к уменьшению запаса устойчивости или даже к нару- 
' шению устойчивости си¬ 

стемы. 

Наконец, третий способ 
синтеза применим в общем 
случае, когда спектры час¬ 
тот полезного сигнала и по¬ 
мехи налагаются друг на 
друга так, как это изобра¬ 
жено на фиг. 18, и имеют 
произвольную форму. 

Этот метод позволяет 
найти оптимальную переда¬ 
точную функцию или соот¬ 
ветствующие ей оптимальные 
частотные характеристики, 
обеспечивающие минимум 
Фиг. 20. Выбор амплитудной частотной харак- средней квадратической 
теристики разомкнутой системы [К(уо>) | в ошибки при заданных спек- 
случае, когда управляющее воздействие имеет г 

быстро убывающий частотный спектр. тральных плотностях или 

корреляционных функциях 
сигнала и помехи. 

Ввиду того что последний метод дает наиболее строгий и общий 
подход к решению задачи синтеза не только следящих, но и других 
воспроизводящих систем при наличии помех, он и представляет собой 
предмет дальнейшего изложения. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Предположим, что рассматриваемая система находится под влиянием 
управляющего т{і) и возмущающего п ( і ) воздействий, являющихся 
стационарными случайными функциями времени с равными нулю сред¬ 
ними значениями. 

Обычно задача расчета следящей системы состоит в таком выборе 
ее характеристик и параметров, при котором обеспечивается возможно 
более точное воспроизведение на выходе управляющего сигнала т ( і ), 
поданного на ее вход. Однако рассматриваемый ниже метод позволяет 
исходить из более общей постановки вопроса, которая заключается 
в следующем. Мы предположим, что система должна возможно более 
точно воспроизводить на своем выходе в общем случае не само упра¬ 
вляющее воздействие м{і ), а некоторый сигнал (х(/), связанный с вход¬ 
ным сигналом т(і ), заданным функциональным соотношением. 
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Другими словами, предположим, что на выходе должен воспроизво¬ 
диться сигнал 


\ь(і)=~Н (р)т(і), 


( 111 ) 


где Н (р) — некоторый оператор от /?, который условимся называть 
преобразующим оператором. 

Так, например, преобразующий оператор Н (р) может иметь вид 


Н(р)=р; 

Н(Г>=' Г , 

Н (р) = е ± *°Р , 


( 112 ) 


и тогда требуемое преобразование входного сигнала сводится соответ¬ 
ственно к диференцированию, интегрированию или смещению во времени 
на промежуток і 0 . Пре¬ 
образующий оператор 
Н у р) может иметь и бо¬ 
лее сложный вид, на¬ 
пример, 

Н(р) = п 0 + п 1 р; 

И(Р)=п 0 -\-п 1 р-\-п г р 2 -, 

Н (р) =- п-ір- 1 + 

•Т п о + п і Р- 

Связь между сигналом р, (і), подлежащим воспроизедению, и упра¬ 
вляющим воздействием т ( і ) может быть представлена (см. главу VI) в 
следующем виде: 



Фиг. 21. К постановке задачи синтеза. 




(0= | т(1— т)х(т)йт, 


(113) 


где функция ъ(і) может рассматриваться как импульсная пере¬ 
ходная функция (см. главу VI) некоторой фиктивной идеальной 
системы (фиг. 21), передаточная функция которой совпадает с преобра¬ 
зующим оператором Н (р). Эта идеальная система характеризуется тем, 
что она преобразует управляющее воздействие т(і) в соответствии 
с требуемым законом Н (р) абсолютно точно, без какой бы то ни 
было ошибки и совершенно не реагирует на помехи. Очевидно, что 
такого рода система не может быть осуществлена на практике. Поэтому 
в дальнейшем мы ставим себе задачу найти такую импульсную пере¬ 
ходную функцию к ( і ) [или соответствующую ей передаточную функ¬ 
цию ф($)], которая обеспечивала бы требуемый закон преобразова¬ 
ния Н (р) входного сигнала т(і) не с нулевой, а с минимальной средней 
квадратической ошибкой и, таким образом, была бы более близкой 
к реально осуществимым условиям. 
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Чтобы получить импульсную переходную функцию &(/), которая 
могла бы соответствовать реально осуществимой системе, необходимо 
прежде всего учитывать, что функция к (і) должна удовлетворять 
ограничению 

*(0 = 0; *<о, (114) 

которое обычно называется условием физической осуществимости. • 
Смысл этого ограничения, как это уже указывалось в главе VI, 
заключается в следующем. Предположим, что мы имели бы систему, 
импульсная переходная функция к{і) которой не удовлетворяет усло¬ 
вию (114). Как известно, физически функция к{і) представляет собой 
переходный процесс, вызываемый единичным импульсом, приложенным 
к системе в момент времени / = 0. Отсюда ясно, что если бы функ¬ 
ция к(і) не удовлетворяла равенству (114), т. е. не обращалась в нуль 
при отрицательных значениях і , то в системе мог бы возникнуть 
переходный процесс еще до приложения воздействия, его вызвавшего, 
что, конечно, является абсурдом. Поэтому импульсная переходная 
функция к(і) всякой физически осуществимой системы должна удов¬ 
летворять ограничению (114). 

Мы будем понимать в дальнейшем под ошибкой г(1) разность 

е(0 = |і(0 — *(0. (115) 

где |а(/) — требуемое изменение величины на выходе; 

х{1) — действительное изменение величины на выходе. 

Функцию к(і), обращающую в минимум выражение 

г 

г 2 == Ііт-І | [[а(0 — х(()) 2 а(, (116) 

условимся называть оптимальной импульсной переходной функцией , 
а соответствующее этой функции преобразование Фурье 

ф (уо) = |° к({) е~і а1 йі (117) 

О, 

оптимальной передаточной функцией системы. 

Итак, задача может быть сформулирована следующим образом. 
Предполагая , что как управляющее , так и возмущающее воздей¬ 
ствия представляют собой стационарные случайные функции (с рав¬ 
ными нулю средними значениями ), найти передаточную функ¬ 
цию Ф (у'ю) [или импульсную переходную функцию к(і)\ системы 
так , чтобы среднее значение квадрата ошибки 

т 

г 2 =Міт У [у.(0 —* <,і)\ 2 М 

имело минимум. 

Заметим, что возможна и более общая формулировка задачи, отличаю¬ 
щаяся от только что приведенной, во-первых, тем, что управляющее воздей¬ 
ствие предполагается уже не стационарной случайной функцией, а суммой двух 
составляющих, из которых одна является функцией времени, принадлежащей 
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к определенному классу, а другая — стационарной случайной функцией, и, 
во-вторых, тем, что воздействия, приложенные к системе, предполагаются 
заданными не на бесконечном, а на конечном промежутке времени. 

Учет обоих этих допущений часто позволяет получить решение, более 
полно отражающее реальные условия работы системы, чем решение, не прини¬ 
мающее их во внимание. 

Очевидно, что первое допущение представляет интерес во всех тех случаях, 
когда на основании изучения конкретных условий работы системы наряду со 
случайными воздействиями можно выделить типовое воздействие ^(/). 

Второе допущение соответствует тому, что практически наблюдать и произ¬ 
водить обработку случайных воздействий можно лишь в течение конечного 
времени наблюдения Т. Предположение о той или иной форме составляющей 
воздействия в виде заданной функции времени также, строго говоря, имеет 
смысл лишь применительно к конечному промежутку времени. Допустим, на» 
пример, что мы ввели предположение о равномерном и прямолинейном движе¬ 
нии какого-либо объекта, поведение которого находится вне нашего контроля. 
Ясно, что это предположение может быть справедливо лишь для конечного 
промежутка времени Т. Имея это в виду, мы, однако, в дальнейшем из-за не¬ 
достатка места ограничимся лишь той более узкой постановкой задачи, кото¬ 
рая была дана выше. Читатели, интересующиеся решением задачи об опти¬ 
мальной передаточной функции при учете составляющей воздействия в виде 
функции времени, принадлежащей к определенному классу, и конечности вре¬ 
мени наблюдения, отсылаются к соответствующим работам [1], [5]. 


2. УСЛОВИЯ МИНИМУМА СРЕДНЕЙ КВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИБКИ 
Переходя к решению поставленной задачи, выразим прежде всего 
среднее значение квадрата ошибки е 2 через корреляционные функции 
полезного сигнала т{і) и помехи п(і) и через импульсную переходную 
функцию системы к(І). 

Если предположить, что оба воздействия т(і) и п (і) приложены 
к одной и той же точке системы, то связь между величиной на выходе 
х{і) и величиной на входе ср(/) 

? (0 = «(0 + я(0 (118) 

может быть представлена (см. главу VI) в виде 

х(і)= I <р — (119) 

—оо 


Подставляя формулу (119) в (116), получим 

Т ( оо 

е 2 — Ііш ^ | [а (О — ^ ср (і — X) к (X) 1 йі. 


-т 


( 120 ) 


Раскрывая в уравнении (120) фигурные скобки и меняя порядок 
интегрирования, найдем 

Т со г 

в 2 = Ііш ^ {х 2 — 2 к (X) (і\ Ііш ^ <р (і — X) [а (О X 

-Г -со - Г 

оо оо Т 

ХЛ+ I* к(к)й\ | *(д)«Ю1іт ~ |<рЦ — Х)<р(/ — Ь)сН. (121) 
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( 122 ) 


Введем в рассмотрение корреляционные функции 

т 

Яр.(х) = ит~ I !«•(*+ "ОКО*#; 

Т-+со ^ 1 ^ 

— Т 

Т 

я ? (т) = Н<? (/-+-Х) ср (О ^=/? т (х)4-/? /І (х)-[-/? тл (т)+/?„ т (х); (123) 

— Г 

т 

(X) = Ига 2 ^г | [X (* + X) ? (О <и = Р т (х) + Р» п (т). (124) 

— Г 

Если корреляция между полезным сигналом т(і) и помехой п (і) 
отсутствует, то формулы (123) и (124) сводятся к виду 


«9 0) = Л т (х) + /? я (х) 
и 

('О ==: Крт ('О* 

Принимая во внимание, что 

Т 

(125) 

(126) 

1 

Ііш іг Г |*»(0(0), 

Г-юо^ 

— т 

(127) 

вместо равенства (121) можем написать 


оо 

?=*„(<))—2 { Л(Х)Я„(Х)Л + 

— ОО 


+ 7 к(к)ах 7 к(^)р 9 (к— дм». 

(128) 


—оо — со 


Согласно условию физической осуществимости к{1) = 0, ^<0, 
поэтому нижние пределы интегрирования в формуле (128) можно 
положить равными нулю: 

ё*= р (0) — 2 ^к (X) (X) Ок + 1к (Х)гіХ Тк (») Р ѵ (X — ») аЪ. (129) 

0 0 0 


Полученная формула является искомым выражением для е 2 . Оно 
показывает, что вид функции к (і) при рассматриваемых условиях 
зависит не от самих функций [і(^) и /^(/), а от их корреляционных 
функций. Это означает, что если есть две совокупности функций {(х(^)}, 
{ср(0}, имеющих корреляционные функции ^(т), /? 9 (т), /^(т), и если 
нам известна функция к(1), дающая минимум среднему значению ква¬ 
драта ошибки для каких-либо двух функций }х(І) и ГГ ‘{І), входящих 
в рассматриваемые совокупности, то эта же функция к (і) дает минимум 
среднего значения квадрата ошибки и для любых других функций, 
входящих в те же совокупности. 
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Необходимое и достаточное условие для того, чтобы функция к( 7) 
обращала выражение (129) в минимум, заключается в том, чтобы она 
представляла собой решение интегрального уравнения 

#іч>СО — — <*Х = 0; т>0. (130) 

о 

Для того чтобы показать это, придадим к (X) в формуле (129) вариацию 
7 ХМ. которая вследствие условия физической осуществимости должна обра¬ 
щаться в нуль при Х<0, так же как и к (к), т. е. заменим в формуле (129) 
к (к) через к (к) + 7 хМ* г Д е 7 — параметр, не зависящий от X, а х (X) — произ¬ 
вольная функция от X, при этом величина Е = г 2 получит вариацию й/: и полное 
среднее значение квадрата ошибки сделается равным Е + ЬЕ. Необходимым 
условием для того, чтобы величина Е имела экстремум (в частности, минимум), 
как известно, будет 

$-(Е + ЬЕ)^- 0 


при любых X М* 

Заменяя в формуле (129) к (X) через к (X) + 7 х (X), найдем 

Е(к + п) = (0) -21 [к + г/.} В (X) сІІ + 1[к (X) + 

о о 

+ п (X)] ах ] [к (9) + Г/. (»)] (X - а) аь = е (к) - 2 - ( |/? |ѵр (Х) х (X) ах + 


+ 7 2 (X) аі |х (9) (X —9) Й?» + 2 7 7х (X) ЛГ к (9) Я (X - 9) аЪ. (131) 
0 0 0 0 


Пусть 

Е 1=]х (X) аХ (X) -1 в 9 (X- 9) к (9) аь | (132) 

Ег = УX (X) ОХ ^ К 9 (Х - 9) х (9) М. (133) 

о о 

Учитывая выражение (132) и (133), вместо формулы (131) можно написать 
в {к + 7 х) = Е (к) — 2 7 /Гі + ?Е г . (134) 

Диференцируя уравнение (134) по 7 и полагая затем 7 = 0, получим 

Е\ = 0 (135) 


или, как это ясно из формулы (132), 

со 

м—I я* (т - X) к (X) ах = 0 ; Т > 0. (136) 

о 

Таким образом мы доказали, что интегральное уравнение (130) является 
необходимым условием для того, чтобы величина е 2 имела минимум. 

Покажем теперь, что если равенство (134) имеет место, то, как бы мы ни 
выбирали х ( 0 » всегда будет иметь место неравенство 

В(к + П )>Е(к), 


(137) 
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т. е. что уравнение (130) являэтся не только необходимым, но и достаточным 
условием для того, чтобы величина е 2 имела минимум. 

Для этого заметим, что при Е\ =* 0 равенство (134) принимает вид 

Е (к + тгх) = Е (к) + 7 2 Я 2 , 


но 


е 2 = |х (X) аі (X— 9 ) X ( 9 ) аь - 


оо оо \ Т 

= | х (X) аі | х ( & ) 2Т / — *•)?(* — 9)Л = 


1 ^ г** 

= Ига ОТ I ІІ 
Гч-оо _7 > (б 


Т (оо ' 1 2 

X (*)?(*—*) Л>0 


Следовательно, 


Е(к) + ^Е 2 >Е(к), 


и неравенство (137) нами доказано. 


3. ДРУГОЙ ВЫВОД ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ, 
ОПРЕДЕЛЯЮЩЕГО УСЛОВИЯ МИНИМУМА СРЕДНЕЙ 
КВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИБКИ 

Ввиду важности уравнения (130) дадим несколько другой его вывод. 
Выше мы видели [см. формулу (128)], что величина е 2 с точностью 
до постоянной /?{х(0) определяется выражением 

/ = — 2|а (X)(X) Л +1А (X) <Л|а( д) /? ѵ (X — ») </». (138) 

0 0 0 

Пусть 

я» (М = 1 «,(*■— 0)0 (»)<«>; х > О, (139) 

О 


где <7(&)—пока неизвестная функция, которая должна быть найдена 
таким образом, чтобы выражение (138) имело минимум. 

Учитывая равенство (139), вместо выражения (138) можно написать 

/= —2 (&)<*&]>,, (X — &) А(Х)<Л + !*(&)<*& ^к(к) X 

о о оо 

хя.(Х—»)<л= — ]?(&)</& |к,,(Х— &)^(Х)^Х + |[А(»)— 

— д (&)] аъ ] я 9 (X - ») [к (к) — я (X)] ак. (но) 

о 

Но 

#о(0 = § 8 9 (и)е*" <іщ 

— оо 
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поэтому, полагая 


ф (/со) ==| я (О (141) 

вместо формулы (140) можем написать: 

I = — 2 тГ ^ (^) е~і шЬ <1§ ^ Ч О') еіаА 5<р (<о)й?<о-)- 

О 0 — СО 

+ [к (*) — я 0)1 е ~ м еМ I* (*) — ч (*)] 1 5 9 (ш) а<о = 

О 0 — со 

= — 2п" 1 1<г(/®)1*5»(«)^«+^| I ф(у<о)— 


— (142) 

Выражение (142), очевидно, имеет минимум, если 

<Э(» = ФО) (143) 

или если 

?(0 = *( 0 , 

откуда следует, что равенство (139) сводится к интегральному урав¬ 
нению (130). 

Итак, мы опять пришли к выводу, что условия минимума для в 2 
определяются интегральным уравнением (130). 


4. ФОРМУЛА ДЛЯ ОПТИМАЛЬНОЙ ПЕРЕДАТОЧНОЙ ФУНКЦИИ 

Выше было показано, что задача определения оптимальной импульс- 
ной, а следовательно и оптимальной передаточной, функции состоит 
в том, чтобы найти решение интегрального уравнения 

Ям-СО—ГЯ<р(т —Х)6(Х)4Х = 0; х > 0, (130) 

О 

удовлетворяющее условию физической осуществимости (114). 

Ввиду того что процесс решения интегрального уравнения (130) 
довольно сложен, мы не будем здесь его приводить, а дадим лишь 
окончательный результат в виде формулы для оптимальной передаточной 
функции 1 . 

Предварительно введем в рассмотрение спектральные плотности 

5|К, («>) = I (х) ах = 5^ (<о) + 5^ (<о) (144) 

—•• 


1 Решение интегрального уравнения (130) можно найти в [1], [3]. 
42 Коллектив авторов 1309 
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и 


оо 

5 ? (<в)= $ е-> т /? ? (х)Л = 5 т (а)) + 5 л (со)4- 


+ $тп ( ш ) + $пт ( ш )- 

(145) 

Если корреляция между полезным сигналом и помехой 
то формулы (143) и (144) сводятся к виду 

отсутствует, 

$іч> (<*>) == 5^ («>) = Н (/ш) 5 т (<*>) 

(144а) 

5,(ш) = 5 т (ш) + 5„(«>). 

(146) 

Кроме того, введем в рассмотрение вспомогательную функцию Ч? (уоз), 
определив ее при помощи соотношения 

1 (/«) | 2 = хр (у«,) \р* (/а) = 3 9 (а>) 

(147) 


и предположив, что она содержит все нули и полюсы функции 5<р(а)), 
расположенные в верхней полуплоскости. Функция Ч? *(/<*>)— комплексно 
сопряженная функция Ш (/<о) — содержит все нули и полюсы функции 
5 9 (а>), расположенные в нижней полуплоскости. 

Общая формула для оптимальной передаточной функции при сде¬ 
ланных допущениях и принятых выше обозначениях имеет вид [1], [3] 


оо оо 

Ф О») = ( 

О -ос 


5 (со) 
ЧГ* (Усо) 




(148) 


или 


где 


и 


Ф(» = 


В Ц<») 
V (/“) * 


ОО 

В0'<л) = ^(()е-^М 

О 


Иі)= 


1 Г ^ (“) 
2 те ) I - * (» 


о. 


(149) 


(150) 

(151) 


Прежде чем перейти к более подробному рассмотрению формулы (148), 
найдем величину среднего значения квадрата ошибки, получающуюся 
при удовлетворении условий оптимума. 
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5. ВЫРАЖЕНИЕ ДЛЯ МИНИМАЛЬНОЙ СРЕДНЕЙ 
КВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИБКИ 

Рассмотрим выражение (128) для среднего значения квадрата ошибки. 
Оно может быть представлено в виде 

?=Яц(0 ) + /, (152) 

где / определяется формулой (142). 

Из формулы (142) легко видеть, что в случае удовлетворения 
условия оптимума (143) 

оо 

/= І ф (/«о 1*5*(“>)*». (153) 

—ОО 

Поэтому минимальное среднее значение квадрата равно 

оо 

4^ = ^(0)—1 | Ф (/о>) | 2 5<р (<о) (1<в) (154) 

— ОО 

учитывая, что 

оо 

ЯгЛ0) = І? = ^5>(ю)Ло, (155) 


и подставляя уравнение (155) в (154), найдем 


оо 

етіп = ^г ^ {3(1 (ш) — | Ф (ую) | 2 3<р (<о)} й?(о. 

—оо 


(156) 


Иногда может оказаться более удобной другая формула для еті п , 
которую можно получить из уравнения (156) следующим образом. 

Принимая во внимание выражения (147) и (149), из формулы (156) 


получим 

з^п = і|{5,(‘»)-|5С/-«))| 2 }^. 

(157) 

Но 

—оо 



ПЯ(/«)|**«={Р»(0Л, 

(158) 

и, следовательно, 

І=*Ѵ(0)-2Г?Р'<<>*. 

(159) 
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6. ОПТИМАЛЬНОЕ СТАТИСТИЧЕСКОЕ УПРЕЖДЕНИЕ 


Перейдем к применению о,бщей формулы (148) для оптимальной 
передаточной функции в различных случаях. 

Назовем задачей статистического упреждения задачу нахождения при 
отсутствии помех [при п (і) — 0] передаточной функции системы, дающей 
минимум среднего значения квадрата ошибки 

7 

?=1іт 4г + — х(і)} 2 Ы (160) 

Г-+оо 11 ^ 


между величиной х(і) на выходе в момент времени і и величиной 
0 ) на входе в некоторый будущий момент времени і 
Очевидно, что в рассматриваемом случае [см. формулы (111), (112), 
(146) и (147)] 


{!,(*) = т(* + * 0 ); 

н с/ш)= > 

5 Т (“) = 5 т (ш); 


(161) 


У О) Г = $„,(<»), ) 


и формула (148) для оптимальной передаточной функции принимает вид 
Ф (у(о) = ^ ^ Ф (/СО) о. (162) 

О —со 


Согласно уравнению (162) решение задачи упреждения состоит из 
следующих операций. 

Находим вспомогательную функцию ЧГ (усо) из соотношения 



|Ф(/«.)|* = 5 я (<о). 

(163) 

Вычисляем функцию 

со 



Т(*) = '5Г І ’Р О) 

—оо 

(164) 

Вводим в 

рассмотрение функцию 



Р(0 = Т(* + *о> 

(165) 

при і > 0, 

О 

II 

ч* 

СП- 


при і < 0. 

Находим преобразование Фурье В( уо)) для р(*): 



ви^) = ^{і)е~ м йі. 

(166) 
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Определяем оптимальную передаточную функцию по формуле 


ФО) 


В и») 
““ Ф О)' 


( 167 ) 


Найдем минимальную среднюю квадратическую ошибку упреждения. 
Для этого воспользуемся формулой (159). 

В рассматриваемом случае 

яд 0) = Я т (0) 

и 


Пусть 


РО = 4г I ^0)^ ш(Жо) 

—со 

со 

т(0=зг 


тогда 


Р (О = ?(* + *„)• 

Итак, согласно формуле (159) 


«*».» - Я т ( 0 ) - А-]“ -г 2 (і + * 0 ) ** - 

о 

со 

= я т (°)-^|т 2 (0<я= 

^0 

СО ( 0 

= я и (0)-^ т а (0<я+^г|т 2 (0<я. 


Но 


оо 

«т <0) — ^У Р* (0 Л = 0. 


Действительно, 


оо 

Л Л (0) = «*=■!• | 5 <Л<») 


й?(0 


I (і *(/)Л= | 1Р 2 О)й1(0= | 5 я (ш)йГ<0. 

О —оо —оо 

Итак, минимальное среднее значение квадрата ошибки упреждения 
3 


тіп ‘ 


(168) 
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7. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ УПРЕЖДАЮЩЕЙ 
ПЕРЕДАТОЧНОЙ ФУНКЦИИ 


Предположим, что нам задано аналитическое выражение для спек¬ 
тральной плотности 5 ш (о>) входного сигнала т(і) в виде дробно-ра¬ 
циональной функции от аз: 


Ь 0 + + •«• + Ь т ^т 

а о + 01 е02 + • • • + а п ъ& п 


(169) 


Применим формулу (169) для вычисления передаточной функции, 
обеспечивающей минимум средней квадратической ошибки упреждения. 

Прежде всего необходимо найти нули и полюсы функции 8 т (аз). 
Имея в виду, что функция 8 т (аз) — четная, и предполагая для простоты 
выкладок, что все нули и полюсы простые, можем написать 

С г «Л —Г ( а (в — Т2> ■ - - (ц — Тот) с (со + Ті) (ц + тг) - - - (<° + Тот) / 1 7П \ 
т\ ) т (со — Аі) (со — Х 2 ) ...(со— Х п ) т (со + Х 2 ) (со + Х 2 ) . .. (со + Х п )^ ' 

где 



Найдем прежде всего вспомогательную функцию Ч? (/аз), имея в виду, 
что в рассматриваемом случае она определяется последней из формул 
(161) и что все ее нули и полюсы должны быть расположены в верх¬ 
ней полуплоскости. 

Итак, сравнивая последнюю из формул (151) с формулой (170), 
найдем 


(/<!>) = 


Г ( ы — Ті) ( м — 72) 
т (© — X!) (а> — Аз) 


(<■> — Ут) 
(и — А„) 


(171) 


и 


т*(іт\ _ г + Ті) ( т + Тг) • • • («■> + "Іт) 

V )~^т (со + Аі) (со + А 2 ) ... (й> + А„) 


(172) 


Разложим выражение (171) для ЧГ(/со) на простые дроби: 

ф (»=2^А;• ( 173 > 

і= 1 

где 

«^[(ш-Х^ЧГС/®)]-^,. (174) 

Найдем функцию т(0> определяемую формулой (161). Подставляя 
выражение (173) в (164), получим 

/—1 —оо 

Имеем 


_1_ 
2 ту 


= а/‘‘ 

со — А/ ' 

со 
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поэтому 


т (/)=; 2 а/ѵ . 

/=1 

Введем в рассмотрение функцию 

Р (О = т (* + *о) =/2 а А (Жо) ; і > О 
Р(0=о, *<о 

и вычислим соответствующее ей преобразование Фурье В(]<о): 

в С/Ъ) ='Г е~ м §(і)<В = 

о 


О I/-1 і 


Ѵ-24- / ѵ ° 

ш — л* 

/=1 


Итак, если все полюсы 5 т (<о) простые, то 


Ф О) = 


V а > / к ‘ и 

в (» ,=і 1 _ 

’Р (/“) г ( ю — 7і) (<■> — Тг) • • • (<■> — 1т) ' 
т і«-к) (ш-Х 2 )...(о>-Х я ) 


8. ПРИМЕРЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОЙ УПРЕЖДАЮЩЕЙ 
ПЕРЕДАТОЧНОЙ ФУНКЦИИ 

Пример 1. Предположим, что 


5 т (®) =* 


1 + (О 2 ’ 


В этом случае 


V (» = • 


Пользуясь формулой (174), получим 


Ф (/іа) ' 


1 с -к 

ш ~} _ е -Ь 

1 _е ’ 


Так как в рассматриваемом примере 

7 (0 — е~ 1 , 

то минимальное среднее значение квадрата ошибки согласно формуле (168) 


*0 

= ]* е" 2 ' Л = ^-( \-е-*Ч 
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Таким образом, мы пришли к выводу, что наилучшее статистическое упре¬ 
ждение функции т (1 + / 0 ) получается в результате умножения т (і) на мно¬ 
житель е~*°, который стремится к нулю при * 0 ->со. 

Пример 2 . Пусть # 


5 т (ш) 


(1 + й)2)2 » 


(<■>-»* * 


Следовательно, 




1 (* е ;ш 

>ТС 3 (о —у) 2 


(І + і й ) е~ ( '+Ч 


Преобразование Фурье В (/со) для (О 


оо сю 

в (/<о) = | Р (<) е~ м Лі = — | (і + ( 0 ) е~ е~ ]и>1 Лі - 
О о 

= _ е -4 Г_ \ _ + ІО-1 _ в -4 Г_!_ | Л 1 

1(усо+1)2 + уа)4-і] [.(ю—/) 2 <*>—/_] * 


Итак, для оптимальной передаточной функции получим 

е-ь\ _ I _+ -А _1 

ф (/(й )_ [((О-У)2 + <0—у] _ 

и -' 'Г (/<*) 1 

>-У)2 

= е _/о [У4 (<■> —У) + 1] = 4е~ /о У“ + (1 + 4) 

и минимальное среднее значение квадрата ошибки 


е2 шіп - 1 — ( 1 + 24 + 2^о) 2 2/ ° • 


9. СГЛАЖИВАНИЕ 

Назовем задачей сглаживания задачу определения передаточной функ¬ 
ции, обеспечивающей минимум средней квадратической ошибки воспро¬ 
изведения полезного сигнала т(і) при наличии помех п(і). 

В случае задачи сглаживания, если для простоты предположить, что 
корреляция между полезным сигналом и помехой отсутствует, 

[А(0 = /га(0; 

$?(<*>) = 5 т (м)-}-5 я (а>); (183) 

|ЧГ(/ш)|* = 5 я Н + 5 д («), , 
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и формула (148) для оптимальной передаточной функции принимает вид 

со со 

Ф <>>-ТДТ7=)! <'* 4 > 

О -оо 

Согласно формуле (156) выражение для минимального среднего зна¬ 
чения ошибки сглаживания 


тіп 


оо 

= І 1 {5 т (<»)-| Ф (/<■>) 1*5* (“)}*■>• (185) 


Согласно формуле (184) вычисление оптимальной передаточной функ¬ 


ции состоит из следующих операций: 

1) находим вспомогательную функцию Ш (/со) при помощи последней 
из формул (183); 

2) вычисляем функцию 

оо 

ею—гг < ш > 


ограничиваясь лишь положительными значениями і\ 

3) вычисляем преобразование Фурье В(/(о) для функции (3(0? опре¬ 
деленной при ^>0: 

оо 

Я(/®) = ІР(0* -Л#/ Л; (187) 

0 


4) находим передаточную функцию Ф (уаз) по формуле 


ФО) 


в Ц») 

чгс/®)’ 


(188) 


Поясним несколько подробнее последовательность перечисленных 
операций. 

Предположим, что функции 5 т (о>) и 5 Л ((о) заданы в виде дробно¬ 
рациональных функций от (о. Приведя выражение 5 ш (о>) -р 5 Л (а>) 
к общему знаменателю и учитывая, что функция 5<р(а>), так же как 
5 от (<о) и 5 л (оз), является четной функцией от о), мы можем написать 


Ър + Ь !0)2 + . . . + ь^ 

ар -}- а\(^ я ѵ со2 


(189) 


Найдя корни числителя > Тц- и знаменателя Х 1? Х 2 ,.. 

выражения (189) и отобрав те из них, которые расположены в верхней 
полуплоскости, получим ЧГ (/<о): 


ЧГ (/<■>) = Ср 


О» — 7і) С 03 —7г) - 

(о) — Хі) (О) — Хз) . 


(<■> — 7р.) 

(*>-ЛГ 


(190) 


где 


Сер — 



т:> 



Отобрав корни числителя и знаменателя, расположенные в нижней 
полуплоскости, найдем ^(/оз): 


Пусть 


ЦТ */ /ш)=С < ш + ^ (“ + Т2)..-(ц + у) 
^ 9 (о) + Хі) ((О -[- Х 2 ) .. . (оі + \) 


ч ^ (о-Ы-.-Со-Ъ) (°> + Ь) ■■■(<»+ Ч Х ) 

т ' < °' от — — («о+ %)...(»+1) р )* 


тогда 


5 т (ь>) 


«■* О) 


2 ^.-1 /=1 
: С/лЬср 


п (О)-0 


п (со + С/) П (со + X;) 
/=1 І—1 


П (со —тг)^ П (со + С/) П^ + ТГ*) 
/=1 /=1 /=1 


Разлагая формулу (194) на простые дроби, получим 

р р р* 

і 

Ъ 


$т И V* аі 1 VI Ьі . VI 

(» ^ (О — ^ “Г" Аі со + Сі “ Г ^ 


С/ 


/=1 


/=1 


/=1 


“ + Т/ в 


где 


а і - [с 03 1** (уі)] 0)=^. > 

+ с,: 

С І= [<» + ЪИ#Щ,— 1( ■ 


Подставляя равенство (194) в (186), найдем 
“ р . р 


(191) 


(192) 


(193) 


(194) 


к‘>-і *** I 2 ^г, +24т;Г'**• 

—оо /=1 —оо ч /— і /=1 


где первый интеграл определяет функцию (З(^) при ^>0, а второй — 
при і < 0. 

Найдем теперь функцию В(]ы) у являющуюся преобразованием Фурье 
для функции р(^) при положительных значениях. 

Так как при і > 0 

оо р 

< 195 > 

—со /=1 

ТО ЯСНО, ЧТО 

в «» )= 2^- < 196) 

/=»1 
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Разделив В{] ш) на \Р (уоз), получим выражение для искомой функ¬ 
ции Ф(/о)): 


Ф(;о)) = 


П (со — X/) / р 
I_/ VI_ а± 

А / ѵ ® — 


(197) 


10. ПРИМЕРЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОЙ ПЕРЕДАТОЧНОЙ 

ФУНКЦИИ 

Предположим, что полезный сигнал т(і) сохраняет постоянное по 
величине абсолютное значение а и что среднее число перемен его знака 
в единицу времени равно [х. 

Спектральная плотность 5 т (а)) такого сигнала имеет вид 

= 098) 


В качестве помехи возьмем белый шум, т. е. мы предположим, что 

5. (<■>) = А (199) 

Выбрав для простоты коэфициенты а и р. в формуле (198) так, 
чтобы можно было написать 

5«(»)=ЛТТ. (198а) 


найдем передаточную функцию, обеспечивающую наилучшее в смысле 
минимальной средней квадратической ошибки воспроизведение сигнала 
т(і). 

Складывая формулы (198а) и (199), получим 




і 


0)2+1 


>2 _ 1 + С 2 + С 2 о>2 
1 + <»)2 


ИЛИ 

С /,.\_ (Ѵі +С 2 +УС<»))('Ѵ Г 1 +С2 — /со) 

М } (1+>) (1->) ’ 


откуда 


и, следовательно, 

_ _1_ (1 — » __1_ 

О) (1 + » О —» ’ ( Ѵі + С2 —/с<о) (1 + /о>) ( ѴТ+С2 —/ссо ) * 

Но 


(I +»( Ѵі +с2 — у'Сй>) С + Ѵі +С2 ( 1 +Ус® "Нуі + с* 


Ус«> ) ‘ 


( 200 ) 
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Отбрасывая в выражении (200) второй член в скобках, соответ¬ 
ствующий полюсу в нижней полуплоскости, найдем 

в (уіо) “ (с+ ѴТ+*)( 1 +У«) ’ 


и, следовательно. 


Ф (у'со) = 


В (/со) __1_ 

«'(/'“) (с+ У\ •+ с2)(Уі +С2 + _/<*>)* 


( 201 ) 


11. ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ПРИ НАЛИЧИИ ПОМЕХ 

Рассмотрим теперь способ применения формулы (148) к решению 
задачи расчета схемы, дающей производную от сигнала, загрязненного 
помехами. Такого рода задача, как известно, имеет большое значение 
при расчете и проектировании следящих систем. Сущность задачи дифе- 
ренцирования при указанных условиях заключается в следующем. Пред¬ 
положим, что на полезный сигнал т(і)> содержащий низкие частоты, 
накладываются высокочастотные помехи, и предположим, что суммар¬ 
ный сигнал 

ср (^) = т (0 + п (О 


поступает на вход диференцирующего устройства. Если последнее на 
выходе дает точную производную, т. е. определяет величину 


Ііт 

АІ-+0 


9 (і + М) — ср (0 

Ы 


9 


то ясно, что выход в основном будет определяться не производной 
полезноГЪ сигнала, а помехами. 

С другой стороны, если выбрать слишком большое значение Д^, то 
мы не учтем действительный характер изменения входного сигнала. 
Таким образом, повидимому, существуют некоторые оптимальные условия. 

С точки зрения критерия минимума средней квадратической ошибки, 
характеризующей в данном случае точность диференцирования, эти 
условия, очевидно, будут определяться минимумом выражения 

со 'і 

— | [т (і — X) + п [і — X)] к (X) <А | <А, (202) 



где к ( і ) — импульсная переходная функция диференцирующего устрой¬ 
ства. 

В рассматриваемом случае 


йт 


Н (у'ш) 

5<(, (а>) = 5 т (а>) + 5„ (<о); 

|ЧЧ»І 2 = 5 т ((о) + $», 


(203) 
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и оптимальная передаточная функция диференциатора определяется фор¬ 
мулой 

со оо 

ф О») = ъщщ і I <**• <яи) 

О —со 

Очевидно, что аналогичным способом можно было бы найти опти¬ 
мальную передаточную функцию и для диференциатора второго или 
более высокого порядка. 

12. ПРИМЕР ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОЙ ПЕРЕДАТОЧНОЙ 
ФУНКЦИИ ДИФЕРЕНЦИАТОРА 

Предположим, что 

5 я , 9 («о) = 5 т («) = г Ь г (205) 


и 

тогда 


5 л ((о)=^с 4 , 


5 <р (<о) = 5 т (о)) + 5 я ((о) 


1 + с* + с 4 <*>* 
1 + < 0 “ 


И 


поэтому 

(ц) 
ф** (» 


4 

( /о)) = ^ + с4 +сУ_2/1+с 4 Ѣ 

и ’ 1 + У 2 >- 0.2 




(1 + У2 /<о — о)2) (V1 4- с 4 — с V2 У1 + с 4 У О) — с 2 <і>2 ) 


.(206) 


Представим выражение (206) в виде 
)и>8 т (ю)_Д/<д + В _,_ 


'Г* (/<■>) (1 + У 2 — «г ) 


■Кі+с 4 


с/ 05 + 

4_ 

С У2 У1 + С 4 уо) —С 2 0)2 


. (207) 


При этом неизвестные коэфициенты А, В> С, очевидно, должны 
удовлетворять уравнениям 

ВѴі+с 4 +0 = 0; ] 


Л ]/1 +с 4 +5сУ'2 /1 +С + Д1/2*» 1; 

4 

— Агі/2 уТ+с 4 +5с 2 + 1/2 С+С = 0; 
Лс 2 + С=0. 


(208) 


Так как второе слагаемое в формуле (207) имеет полюсы в нижней 
полуплоскости, то оно нас не интересует. Поэтому нам достаточно 
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определить коэфициенты А и В, Исключая из уравнения (208) С и О, 
найдем 

4 

А (У 1 с 4 — с 2 ) — В{сУ2уі +с 2 +Ѵ2Ѵ\+с* ) = 1; 

4 _ 

— <4(^2 Уі+с 4 +с 2 /2)+5 (с 2 — 1/Т+7 Г ) = 0. (209) 

Решение уравнения (209) дает 


Уі + с* — с 


5 = 


( С 2 + |Л1 + С 4)( С+ Уі +С 4) 

— сУг" 


(с 2 У1 + С* ) (с + Уі + С<) 


поэтому 


-Дуоо + Б 


_ ( 


Ус“+ 1 — с) у<0 — сУ2 


(1+У2/0) 0)2) (с 2 + у 1 +с 4)( с+ у 1 + с4 ) 

Ф(7 Ш) = -І-.. (Гс-чП--с)уо»-сУ2- = 

ЧГ(/М) (с2+УТТ^)(с+ угг?) 
_ 1 (у^+Т— с)уо)—с УіГ 


(с+ Уі+сО(с+ ^1+С 4 ) [у 1 с4 +сУ 2 Уі +сѴ«-с 2 о> 2 ] 


.( 210 ) 


Легко видеть, что при с-+ О Ф (/ю) стремится к /Ъ, как это и 
должно быть. 


13. СЛУЧАЙ ВЫСОКОГО УРОВНЯ ПОМЕХ 

Наконец, в качестве последней иллюстрации применения общей фор¬ 
мулы (148) рассмотрим случай, когда необходимо отделить очень слабый 
полезный сигнал от высокого уровня помех и одновременно решить 
задачу упреждения этого сигнала. 

При надлежащей нормировке спектральной плотности помех можно 
положить 

5„(<о)=1; 5„»=8Р(<о); 8 « 1, (211) 

тогда 

5 ? (<о)=1 +8Р(ю). 

Для того чтобы разложить (со) на множители, введем функцию 

оо оо 

Д(<,)) = _1.| е~ м Л | Р(и)е* ы (іи = ±- Р(ш ). 

О —оо 
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Имеем 

| 1 +о^((і))| 2 ЖІ +28Я(а>)= 1 + ЪР (<*>), 

поэтому приближенно можно написать 

5,(«>)«|1 +**(«>) I», 

и, следовательно, 

ф(/ш)=1 ±ЪЕ( аз). 

Итак, 

-§фг еМ ° д Г+Й^°) ~ ^ ( т ) П -85* (<0)1 «8^(0»)^, 

поэтому в первом приближении 

ф (У<о) = А. | в"** аі | Р ( и) е }и {І+Іа) йи = ^ | X 

О —СО 

X ё~ ы йі | Р(и) йи. 


Если положить ^ 0 = 0, то 

ф(/о)) = -і-8Р(со), (212) 


т. е. мы видим, что в этом случае оптима/іьная передаточная функция 
должна иметь в первом приближении такой же вид, как и спектральная 
плотность полезного сигнала. 

Можно также показать, что во втором приближении 


ф (/(*)) 


$т Н ^ 


В/ 7 (со) 

1 + ЬЕ (со) 


(213) 


ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Определение оптимальной передаточной функции следует рассматри¬ 
вать лишь как первый шаг в решении задачи синтеза следящих систем 
или систем автоматического регулирования, находящихся под влиянием 
стационарных случайных воздействий. 

Следующий шаг должен заключаться в нахождении логарифмических 
частотных характеристик разомкнутой системы. Решение этого вопроса 
не представляет затруднений и может быть выполнено либо при помощи 
формулы 

позволяющей определить оптимальную передаточную функцию разомкну¬ 
той системы по оптимальной передаточной функции замкнутой системы, 
либо при помощи номограммы логарифм амплитуды — фаза (см. главу XV), 
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позволяющей по известным амплитудной и фазовой частотным ха¬ 
рактеристикам, соответствующим оптимальной передаточной функ¬ 
ции ф ( 5 ), найти оптимальные логарифмические частотные характери¬ 
стики разомкнутой системы. Дальнейший ход решения задачи синтеза 
корректирующих устройств следящей системы по существу не отли¬ 
чается от методики синтеза корректирующих устройств при типовых 
воздействиях (см. главу XVII). 

Нет необходимости подчеркивать здесь, что на практике условия 
оптимума всегда можно будет удовлетворить лишь приближенно и что 
обычно будет необходимо выбирать некоторое компромиссное решение 
между стремлением приблизиться к условиям оптимума и стремлением 
получить требуемые коэфициенты ошибки при заданном запасе устойчи¬ 
вости или обеспечить удовлетворение предъявляемых к системе условий 
качества. 

В заключение заметим, что в том случае, когда спектральные плот¬ 
ности заданы в виде кривых, аналитические выражения которых неиз¬ 
вестны или представляют собой дробно-рациональные функции высокого 
порядка, может оказаться удобным применение графо-аналитического 
метода определения оптимальных частотных характеристик системы [1] 
вместо изложенного в настоящей главе аналитического способа вы¬ 
числения оптимальной передаточной функции. 
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ГЛАВА XXI \ 


АНАЛИЗ ПРОЦЕССОВ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
ПРИ НАЛИЧИИ ВОЗДЕЙСТВИЙ, ОГРАНИЧЕННЫХ ПО МОДУЛЮ 

Как известно, в практике часто встречаются случаи, когда о возму¬ 
щениях, действующих на систему, имеется очень мало сведений. В этом 
случае часто основываются на единственном предположении относительно 
возмущающих воздействий, заключающемся в том, что они ограничены 
по модулю. 

Можно назвать по крайней мере два направления развития указан¬ 
ного метода. 

Одно из этих направлений, связанное с работами Н. Д. Моисеева (1], 
развивается как теория технической устойчивости. Задача этой теории для 
систем автоматического регулирования заключается в определении рацио¬ 
нальных параметров системы и оценок ее отклонения в возмущенном 
движении. Она дает возможность оценить границы отклонений системы 
при возмущении, ограниченном по модулю. 

Другое направление развития метода, освещенное в настоящей главе, 
связано с работами Б. В. Булгакова [2|, [3], А. И. Лурье [4] и др. 
Центральным вопросом исследования является рассмотрение процесса 
накопления отклонений системы под влиянием воздействия, ограничен¬ 
ного по модулю, и определение наибольшего отклонения как результата 
накопления отклонений. 

Рассматриваемый метод может быть охарактеризован следующими 
положениями. 

1. Качество системы автоматического регулирования характеризуется 
максимально возможным отклонением системы. Эта величина легко 
определяется на основании знания переходного процесса, вызванного 
единичным ступенчатым воздействием. 

2. Максимальная ошибка системы может возрастать в самом неблаго¬ 
приятном случае последовательно при каждом колебании системы. Такой 
рост ошибки системы характеризуется процессом накопления ошибки. 

3. Ограниченные по модулю воздействия, классифицируются каче¬ 
ственно на опасные и неопасные. К опасным относятся воздействия, 
вызывающие рост ошибки системы. Среди опасных воздействий выде¬ 
ляется наиболее опасное для системы регулирования, создающее наиболь¬ 
шую ошибку системы в наиболее короткое время. 
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Это воздействие представляет последовательность прямоугольных 
импульсов, по высоте равных /, а по продолжительности соответству¬ 
ющих интервалам знакопостоянства скорости переходного процесса. 

4. Синтез системы автоматического регулирования имеет целью выбор 
структуры и параметров системы, обеспечивающих минимум накопленного 
отклонения системы в сочетании с общими требованиями к качеству 
процесса регулирования. 


I. СВЯЗЬ МЕЖДУ ПЕРЕХОДНОЙ ФУНКЦИЕЙ СИСТЕМЫ 
И ИЗМЕНЕНИЕМ РЕГУЛИРУЕМОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
ПРИ ЛЮБОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

Обозначим, как обычно, через Н(() изменение регулируемой пере- 
менной х (I) в системе, вызываемое единичным возмущающим воздей¬ 
ствием /(*)=[1]. 

[ 1 ] = 0 ; /< 0 ; 

[11 = і; *>о. 

Функция Н{і) называется 
переходной функцией системы. 

Найдем связь между пере¬ 
ходной функцией к (О системы 
и изменением переменной х(і) 
при любом воздействии /({)*. 

Представим произвольное 
воздействие /(0> приложен¬ 
ное к системе в момент вре¬ 
мени і = 0 (фиг. 22), в виде 
ступенчатой функции с интер¬ 
валами по временной оси Ат, 
имеющей начальную ординату /(0) и ступенчатые приращения А/ г Общий 
эффект воздействия /(0> приложенного к линейной системе, может 
быть вычислен как эффект воздействия /(0)|1], приложенного в мо¬ 
мент времени і = 0, и воздействий А/, приложенных в моменты времени 
т л =Дтя, где п= 1, 2, 3, 4... 

Переходный процесс х(0 в системе, вызываемый воздействием /(0), 
приложенным в момент ^ 0 = 0, очевидно, выразится следующим образом: 

*і(*) = /(0 )*(*). (214) 

Переходные процессы, вызываемые воздействиями Д/ р можно пред¬ 
ставить в виде 

Ах 1 (і) = А/.И(і — і і ), 



Фиг. 22. Замена произвольной функции /(1) 
несколькими ступенчатыми функциями. 


* Напомним, что в главе VI была получена формула, позволяющая найти 
изменение переменной х(і) при любом воздействии {(і)> если известна им¬ 
пульсная переходная функция системы к (і). 
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и, следовательно, переходный процесс х(і ), вызванный воздействием 
в виде ступенчатой функции, на фиг. 22 будет определяться выражением 

* (О =/(0) А (О + 2 4 /м* - ъ), (215) 

где п — число промежутков Ат, на которые разбит интервал времени 

С точностью до величин второго порядка малости величина А/, 
может быть определена следующим образом: 

Д /,= Лх-^(х*). (216) 

Подставляя значение А/^ в выражение (215), получим 

х(/)=/(0)А(О+ЙЫ^(<-^)А:. (217) 

А=1 

Предельный переход от ступенчатого воздействия /(0 к непрерыв¬ 
ному /(/), очевидно, связан с неограниченным увеличением числа п 
промежутков Ат. 

Сумма, стоящая в правой части уравнения, переходит в интеграл 
в пределах от 0 до / и мы окончательно получим 

і 

*(0=/(0)А(О + Л(*-Т)Л. (218) 

О 

Полученная форма интеграла Дюамеля не вполне приемлема для 
рассмотрения процессов движения системы под влиянием воздействия, 
ограниченного по модулю. Действительно, самой постановкой задачи 
допускаются весьма быстрые изменения возд йствия /(/) и разрывы пер¬ 
вого рода в функции /(0* При этом производные /(/) бесконечны, 
и интеграл (218) перестает существовать. Поэтому целесообразно полу¬ 
чить другие формы интеграла Дюамеля, подходящие лля дальнейшего 
исследования. В частности, более подходящим является следующая форма 
интеграла (218), полученная при вычислении его по частям: 

* (О = ПО) А (О +/(0 л (* — х) I — - х). 

0 О 

Учитывая, что /г(0) = 0, имеем 

•^ ( 0=-| ^ (/ ~ Т) /(х)-а^-х) 

*(0 = | ^^ /(<Мх. 
о 
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2. ПРИМЕНЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ДЮАМЕЛЯ К ВЫЧИСЛЕНИЮ 
МАКСИМАЛЬНОГО ОТКЛОНЕНИЯ СИСТЕМЫ 

Рассмотрим действие возмущающей силы /(/) на систему автомати¬ 
ческого регулирования, находящуюся в начальный момент в покое. Пре¬ 
образование Лапласа X ($) для регулируемой величины может быть 
записано, например, в форме 

(2іэ> 

Здесь М ($) и О ( 5 ) — полиномы степени т и п (п < т) от 5. 

Рассматриваемая система в дальнейшем полагается устойчивой. Если 
на систему воздействует сила /(Л, отличная от единичной, то процесс, 
возникающий в ней, может быть найден при помощи интеграла Дюамеля, 
если известна переходная функция системы к ( і ). 

Интеграл Дюамеля напишем в форме 

і 

*(о=А(ото + 


Так как мы рассматриваем случай нулевых начальных условий, то 
к (0) = 0 и 

і 

< 220) 

0 

Максимум этого интеграла достигается, если абсолютное значение 
функции /(*) сохраняет свое максимальное значение / шах =/, а ее знак 
меняется при перемене знака к (/). Это возможно лишь тогда, когда 
функция /(0 сохраняет один и тот же знак в интервалах времени, где 

, ан (0 ™ ан (0 

функция —знакопостоянна. Так как —представляет скорость 
переходного процесса, то функция вообще знакопеременная, 

колебательная. Интервалы знакопостоянства функции — опреде¬ 
ляются через т = 4 • • • * являющиеся корнями уравнения = 0. 

В случае, если от фиксированного времени і перейти к большему 
времени і\ то максимум интеграла (220) больше для чем для і. Это 
следует из того, что в указанных условиях интеграл в пределах от 0 
до і г равен сумме значений интегралов в пределах от нуля до і и от і 
до і І9 причем каждый из них положителен. 

Заставляя і стремиться к бесконечности, получаем при выбранной 
выше функции / {і) максимум максиморум выражения х(І) в виде 

со 

= ( 221 ) 

о 
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Рассмотрим функцию /(*), модуль которой равен единице, а ее 
знаки чередуются согласно закону ] ♦ Интервалы времени, 

в которых знаки функции постоянны, пусть будут і х — 0; / 2 — / 2 ; 


4 4»• * * 

В этом случае выражение (221) можно переписать в следующем 


виде: 


и 

Л(°о) тишах =|(+1)-^ 

о 



ан( т) 


Л + 


+ |( + 1 )-^- +( 222 ) 

Л, Г 


ИЛИ 

М^)тахтах== 2 I* (4)” *('*) + * (^в) • ( 223 ) 


Так как 4> 4» 4> • • •— моменты времени, в которых знак — 

* (0 

меняется и, стало быть, производная —■— равна нулю, то сами зна¬ 
чения к (4), заключенные в скобки, равны экстремумам колебаний, 
возникающим в системе при возмущении единичной силой. 

Таким образом, максимальное отклонение системы полностью опре¬ 
деляется экстремумами колебания системы при внезапном приложении 
единичного воздействия, а именно: максимальное отклонение системы 


под действием силы /(/) равно удвоенной сумме экстремумов переход¬ 
ного процесса, соответствующего единичному воздействию. 

Назовем к т аХ шах коэфициентом накопления отклонений в системе. 
При любом модуле / = |/(0 | наибольшее отклонение системы х таХ шах 
пропорционально значению модуля /. 

В этом случае 

•^тах тах ^тах шах* (224) 


3. ФИЗИЧЕСКОЕ ТОЛКОВАНИЕ УСЛОВИЙ МАКСИМАЛЬНОГО 
ОТКЛОНЕНИЯ СИСТЕМЫ 

Условиям максимального отклонения в системе автоматического регу¬ 
лирования может быть дана следующая физическая интерпретация. 

Отклонение системы х(1) под действием возмущающей силы /(/) 
происходит, вообще говоря, в режиме переменной скорости. Энергия 
или работа внешнего воздействия, затраченная в процессе движения, 
зависит как от характера самого движения и воздействия /(0> так и их 
взаимной связи. Действительно, работа Л внешней силы Р в системе 
равна произведению силы Р на скорость ѵ , на М на каждом из участ¬ 
ков отрезка времени 0 — і и может быть найдена по формуле 

А^ІРѵйІ. (226) 

о 
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Здесь Р —возмущающая сила; 
ѵ — скорость процесса. 

Формула, определяющая работу воздействия /(/), аналогична фор¬ 
муле, определяющей отклонение х (/) под влиянием воздействия /(/) 

|^при Р=/{і —т) ѵ = ^р-^. Для того чтобы на данном отрезке вре¬ 
мени 0 — і работа внешних сил, затраченная на отклонение системы, 
была максимальной, необходимо, как известно, чтобы знак воздействия 
всегда совпадал со знаком скорости движения. В таком случае работа 
возмущающей силы /({) создает максимальную энергию системы. 

Максимальным эффектом с указанной точки зрения обладает воздей¬ 
ствие типа /(^). Это возмущение таково, что оно всегда по модулю 
равно максимальной своей величине /, а знак его меняется в момент 
перехода скорости через нуль. Простой и общей иллюстрацией этих 
условий может служить, например, наблюдение за раскачиванием качели 
или маятника. 

В случае действия нескольких п возмущающих сил, наибольшее 
отклонение лгщахшах при одновременном действии всех возмущающих сил 
может быть вычислено с помощью соответствующих коэфициентов 
накопления Н ( : 

п 

•^шахтах 2 Ѵ^/(°°)* (226) 

4. НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 
Рассмотрим частные случаи. 

Система первого порядка. Пусть уравнение вынужденного 
движения системы первого порядка будет 

Га?+ *?=/(/) и |/(0| </, (227) 

которое, применяя преобразование Лапласа, можно записать в следую¬ 
щей форме: 

+ { 9 ( 0 } =!{/(/)}. 

Если к системе приложено единичное воздействие и ср(0) = 0, то 
переходный процесс <р (і) будет апериодическим. Здесь максимальное 

значение ср (і), очевидно, равно так как скорость системы не меняет 

1 

своего знака до достижения отклонения — при і=со. 

Следовательно, согласно формуле (223) максимальное отклонение 
системы при ограниченной возмущающей силе |/(/)|</ равно 

= ( 228 ) 

Указанный вывод имеет существенное значение для ряда технологи¬ 
ческих объектов регулирования. Он означает, что для объектов регули¬ 
рования, переходный процесс которых является апериодическим, наи¬ 
более опасным возмущением является однократный сброс нагрузки. От- 
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клонение системы, достигаемое при этом, будет наибольшим. Характер 
любых возмущений во времени в этом случае не имеет значения. 

Система второго порядка. Пусть уравнение вынужденного 
движения системы второго порядка будет 

х -{- 2ал: + ф 2 х =/(/); лг 0 = лг 0 = 0, (229) 

которое можно записать в операционной форме 

(Р г + 2ар + р») I {*(*)} =1 {/(О}- 

Переходный процесс в системе к (і), если корни характеристического 
уравнения комплексные, представим в виде 

Л (0 = -^-П — е-^8іп(оѴ4-4))]; 0)2 = р 2 —а 2 . 

Для определения интервалов времени, при которых к(і) знакопо¬ 
стоянно, решим уравнение к(^) = 0. 

Для системы второго порядка искомые интервалы времени постоянны 
и равны следующему выражению: 


(я — 0, 1, 4, 3...). 

Подставляя значение і і в формулу (223), имеем 

— іса г/ — тох — на. ^ 

*шахшах = -р-{[( 1 + е~)] ~ [(і — е~ )— (і +«“ =Г )] + 

м _ п 7ССС ■ "* 7С0С _ ѵ 

+ [(1 + *“ )]-•••}• 

Введя логарифмический декремент затухания, отнесенный к полу- 
периоду 

Т = е~*~' 9 (230) 


выражение для максимального отклонения можно переписать в сле¬ 
дующей форме: 

= = (231) 


где ос== 


1 + т 
1-7 


— коэфициент, 


характеризующий сопротивляемость си¬ 


стемы к накоплению отклонения. 

Рассмотрение формулы (231) показывает: 

1) в случае, если система находится на границе устойчивости (а = 0), 
максимальное отклонение становится равным с» и коэфициент накопления 
стремится к предельному значению оо ; 
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2) в случае повышения затухания, т. е. уменьшения 7, коэфициент 
накопления уменьшается, и, следовательно, уменьшается возможное ма¬ 
ксимальное отклонение системы; 

3) наименьшая величина х тахтах соответствует линейной системе со 
степенью устойчивости выражения (217), равной единице, так как в этом 
случае у = О и х=1. 

Рассмотренный случай подчеркивает особенность процесса накопле¬ 
ния отклонений, заключающуюся в том, что явление накопления свя¬ 
зано резонансом системы и возмущающей силы. 

Вместе с тем он указывает, что наиболее неблагоприятный случай 
воздействия ограниченного по модулю возмущения в случае колебательного 

процесса в системе происходит при фазовом запаздывании между про¬ 
цессом х(і) и возмущающей силой /(/)• 

5. ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ 

В качестве примера рассмотрим систему регулирования наддува авиа¬ 
двигателя, изображенную на фиг. 23. 

Система регулирования давления состоит из нагнетателя, забирающего 
воздух из атмосферы, и всасывающей системы, представляющей трубо- 



Фиг. 23. Принципиальная схема регулирования наддува 
авиадвигателя. 


провод, питающий воздухом под давлением систему цилиндров авиадви¬ 
гателя. Давление воздуха во всасывающей системе поддерживается дрос¬ 
селированием потока воздуха на входе нагнетателя. Отбор воздуха 
управляется дросселем, на который через систему управления авиадви¬ 
гателем воздействует пилот. В частности, полным открытием дросселя 
осуществляется переход от режима так называемого малого газа к взлет¬ 
ному режиму и наоборот. 

Маневры летчика предугадать нельзя, и лишь можно сказать, что 
наиболее резкий маневр будет заключаться в мгновенных переходах от 
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малого газа к взлетному режиму и наоборот. Поддержание постоянного 
давления во всасывающей системе осуществляется гидравлическим регу¬ 
лятором наддува. Давление всасывающей системы передается в корпус 
чувствительного элемента. Последний, управляя перемещением золотника, 
воздействует на гидравлический сервомотор, перемещающий дроссель 
на входе в нагнетатель. 

Уравнения процесса регулирования даются в следующей форме: 

1 ) уравнение выравнивания давления во всасывающей системе 

7Ѵр + *? = Р+/(0; 

2 ) уравнение выравнивания давления в корпусе чувствительного эле¬ 
мента 

3 ) .уравнение чувствительного элемента 

8а = 

4) уравнение сервомотора 

— т^ = в. 

В уравнениях процесса регулирования постоянные коэфициенты 
означают: 

Т а — постоянная времени всасывающей системы; 

Т і —постоянная времени регулятора; 

Т 8 — постоянная времени сервомотора; 

к — нагрузка системы; 

8 — неравномерность регулирования; 

/ (і) — воздействие. 

Исключая из этой системы уравнений [х, ф и с, получаем следующее 
уравнение вынужденного движения системы регулирования (давление во 
всасывающей системе): 

*Т а Т,Т# + ЪТ, (АГ, + Т а )ф + шт а9 + ср = ЪТ'Ъ/Ѵ) + Т 7У (0 . 

Считая, что в момент времени і < 0 система находилась в покое, 
преобразование Лапласа Ь {<?(/)} может быть представлено в следующем 
виде: 

— Т/Т 3 8* + — Г$8 

Ч?(0} = -5- 1 - 5 - 5 -М/(0}, 

— т а т,т^ + — т 3 (кТі + Т а ) 52 + _ кТ 3 8 + 1 

где —преобразование Лапласа для воздействия. 

В случае, если система автоматического регулирования устойчива, 
корни знаменателя будут иметь вид 

= — а + р/; 

х 3 = _/. 
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Следовательно, переходный процесс в случае приложения единичного 
воздействия выразится следующим образом: 

^ (О = Ле -а 'со5(^+ <!>) + Ве~ и . 

Воздействие /(О определяется поворотом дросселя на выходе 
всасывающей системы. Этот поворот дросселя связан с маневром лет¬ 
чика. Однако эффект маневра всегда не превышает того изменения 
состояния давления во всасывающей системе, которое может быть при 
полном мгновенном открытии или закрытии дросселя пилота. Таким 
образом, максимальная величина /(і) — максимальный сброс нагрузки 
X — определяется полным мгновенным поворотом этого дросселя: 

1 /( 0 = 

В относительных величинах X представляет следующее отношение: 

. _ Д/я 

т тах 9 

где т тах — полный поворот дросселя; 

А т — іфиращение поворота дросселя. 

Очевидно, что максимальная величина сброса нагрузки Х гаах = 1. 

Для определения максимального отклонения по формуле (233) необ¬ 
ходимо знать интервалы времени, в которых ср(/) знакопостоянно. Для 
этого найдем производную ср(^) и приравняем ее нулю: 

+ Аосе- а{ со$ ((№ + ф) + зіп ((■№ + ф) + В1е~ и = 0. 

Полученное выражение преобразуем к виду 

А У а 2 + р» $іп (рг + ф + ср ) =— В/е ( ~ 1+а) 1 <р = -у) 

или 

С 8Іп (р/ + ф + а) = е (-,+а) 1 , 
где 

^ _ А У^ТГ 2 

ві • 

Указанное уравнение легко решить графически. 

Таким образом, можно вычислить последовательность корней * 1э / 2 , 
^з> • * * 

Согласно формуле (223) максимальное отклонение системы 
?шах вв (°°) = Х тах 2 [?(4) ~ ? (4) + І (4) — ? (4) + • • •] = 

= 2219 (^) 1 . 

В высококачественных системах автоматического регулирования про 

цесс колебаний ср(/) затухает в течение 2—3 периодов. Поэтому при¬ 
ближенно 

Ттах шах == 2 [ I ? (4) I + I ?(4) I + і ? (4) I ] ••• 
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Таким образом, если в моменты времени і 2 и і г переложить 
дроссель из одного положения в другое, то отклонение регулируемой 
величины будет максимальным. Подобные повороты дросселя встре¬ 
чаются как редкое исключение. Однако приближенные однократные 
перекладки дросселя в момент обусловливающие основную часть 
максимально возможного отконения в системе, весьма вероятны. 

Выбор параметров в этом случае может быть произведен с учетом 
следующих соображений. 

Если статическая ошибка в системе задана, то, как известно, наи¬ 
меньшее значение ошибки будет тогда, когда степень устойчивости 
системы [6] будет равна единице. Для указанной системы последнее 
будет при следующем условии: 


Тік + Т д 

4 / (ТдТР 

V ЬТ 3 


V- 


ТдГі 
№) 2 


= 3. 
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ГЛАВА XXV 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПОКАЗАТЕЛИ КАЧЕСТВА СИСТЕМЫ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Мы часто встречаемся со случаями, когда условия работы объекта регу¬ 
лирования либо столь мало изучены, либо столь непостоянны, что прак¬ 
тически нельзя охарактеризовать класс реально возможных воздействий. 

В этих условиях обычная постановка задачи выбора параметров 
системы регулирования, исходящая из предположения, что заданы воз¬ 
действия или те или иные их количественные характеристики, оказы¬ 
вается неприменимой. Однако факт отсутствия сведений о воздействиях 
в ряде случаев не устраняет возможности ориентировочного предвари¬ 
тельного выбора параметров системы регулирования. К решению этой 
задачи можно подойти различными путями. Один из них заключается 
в следующем: 

а) устанавливаются некоторые количественные характеристики си¬ 
стемы регулирования, функционально зависящие от передаточной функции 
системы и характеризующие влияние управляющих и возмущающих 
воздействий на процесс регулирования; 

б) из условий экстремума этих характеристик (или их линейных 
комбинаций) при заданной области допустимых значений параметров 
определяются оптимальные значения последних [1]. 

Вопросу установления таких характеристик посвящена настоящая 
глава. Искомые характеристики в дальнейшем называются интегральными 
показателями качества системы регулирования, причем „интегральными*— 
потому, что, как мы увидим далее, они связаны с передаточной функцией 
системы автоматического регулирования интегральной зависимостью. 

Ввиду разнообразия возможных задач регулирования нельзя ожидать, 
что один и тот же интегральный показатель может быть использован 
для характеристики динамических свойств системы автоматического регу¬ 
лирования во всех случаях регулирования. Следует установить по крайней 
мере два интегральных показателя в соответствии с двумя типовыми 
задачами регулирования: 

а) задачей автоматической стабилизации (когда к системе автома¬ 
тического регулирования. предъявляется требование поддержания по¬ 
стоянства регулируемой величины, а причиной нарушения этого по¬ 
стоянства являются возмущающие воздействия); 

б) задачей автоматического слежения (когда к системе автомати¬ 
ческого регулирования предъявляется требование максимальной точности 
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слежения регулируемой величины за управляющим воздействием и изме¬ 
нение этого воздействия во времени является причиной нарушения тре¬ 
буемого соответствия). 

1. ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ПОКАЗАТЕЛЬ КАЧЕСТВА СИСТЕМЫ 
СТАБИЛИЗАЦИИ і 
(степень подвижности) 

Как следует из главы XV, качество процесса регулирования может 
быть охарактеризовано совокупностью количественных характеристик, 
отражающих несоответствие действительного закона изменения регули¬ 
руемой величины заданному. 

В задачах автоматической стабилизации заданное значение х 0 регу¬ 
лируемой величины является постоянной величиной. 

Положим для определенности 

* 0 = 0. (234) 

Следовательно, к оценке качества процесса автоматической стабили¬ 
зации следует подходить с точки зрения приближения действительного 
закона изменения регулируемой величины к закону 

х = 0. (234а) 

Если система стабилизации устойчива (в настоящей главе рассма¬ 
триваются только устойчивые системы регулирования), единственно воз¬ 
можной причиной несоответствия действительного закона изменения ре¬ 
гулируемой величины заданному является наличие возмущающих воз¬ 
действий 1 2 . 

Воздействия, возмущающие стационарное состояние системы автома¬ 
тического регулирования, в общем случае могут состоять из воздей¬ 
ствий с плавным законом изменения, внезапно приложенных воздействий 
и импульсов. 

Все возможные воздействия /(/) могут быть разделены на две 
категории: 

а) воздействия, вызывающие процессы типа чередования возмущен¬ 
ного и стационарного состояния 3 ; 

б) воздействия, непрерывно поддерживающие возмущенное состоя¬ 
ние системы. 

При воздействиях первого типа периоды изменения функции /(() 
чередуются с длительными периодами ее постоянства, продолжительности 
не, менее времени установления стационарного состояния системы Т уст . 
Рассматривая изолированно один период изменения функции /(0> при- 
нимая начало этого периода за начало отсчета времени (^—0) и считая 
/(^) = 0 до момента ^=0, объединим воздействия этого типа в класс А 
возможных возмущающих воздействий (фиг. 24а). 

1 Более подробно этот вопрос изложен в диссертации автора [1]. 

2 На начальной стадии процесса регулирования причиной несоответствия 
может явиться также наличие ненулевых начальных условий. Вопрос о поведении 
системы регулирования в начальной стадии процесса составляет специальную 
задачу и в данной главе не рассматривается. 

3 Имеется в виду практическое установление стационарного состояния системы. 
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В класс В возможных возмущающих воздействий (фиг. 246) объеди¬ 
ним все возможные воздействия второго типа, причем будем предпола¬ 
гать, что процесс регулирования рассматривается на интервале ( — оо, ол). 

Влияние возмущающих воздействий на поведение системы регулиро¬ 
вания проявляется в двух направлениях: 

а) в изменении установившегося (при воздействиях класса А) или 
среднего (при воздействиях класса В) значений регулируемой величины; 

б) в нарушении по¬ 
стоянства регулируемой ве¬ 
личины. 

Количественной характе¬ 
ристикой изменения устано¬ 
вившегося или среднего зна¬ 
чений регулируемой вели¬ 
чины является величина 
этого изменения. 

Возможные количествен¬ 
ные характеристики изме¬ 
нения регулируемой вели¬ 
чины весьма разнообразны 
и могут быть разделены на 
два класса: локальные, ха¬ 
рактеризующие избранные 
свойства процесса (напри¬ 
мер, максимальное отклоне¬ 
ние регулируемой величины, 
время установления, число выбегов регулируемой величины за заданные 
пределы), и интеіральные, характеризующие процесс в целом (например, 

оо оо 

| хЧі, (х 2 ) ср ). 

Величина изменения установившегося или среднего значений регу¬ 
лируемой величины характеризует статические свойства процесса регу¬ 
лирования. Эти свойства нас интересовать не будут. 

Количественные характеристики непостоянства регулируемой величины 
характеризуют динамические свойства процесса регулирования. Исследуя 
эти свойства мы будем пользоваться интегральными характеристиками, 
или, как мы их будем называть в дальнейшем, интегральными показателями. 

Выясним возможность выбора интегрального показателя непостоян¬ 
ства регулируемой величины в виде 1 

^ = 1 [яо* 2 + а 1* 2 + • • • + а„_ 1 (л: (Л-1) ) ] йі, (235) 

О 


і Интегральная оценка (235) была предложена А. А. Фельдбаумом [2] 
для оценки качества процесса регулирования, вызванного ненулевыми на¬ 
чальными условиями; при этом автор требовал, чтобы квадратическая форма 
До* 2 + о\*' 1 + ... 4- а п была положительно определенной, т. е. чтобы 

все коэфициенты я 0 , а ъ ..., а п _ ^ были положительными. 

Оперируя с оценкой (235), мы снимем это ограничение, т. е. будем допу¬ 
скать, что некоторые коэфициенты равны нулю. 
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Фиг. 24. Основные типы возмущающих воз¬ 
действий: 

а — возмущающие воздействия класса А; б — возмущаю¬ 
щее воздействие класса В. 



определив ограничения, которые следует наложить на коэфициенты 
а 0У а ѵ — і для того, чтобы оценка ] была применима при любых 

системах рассматриваемого типа и при любых возмущающих воздей¬ 
ствиях класса А. 

При решении этой задачи мы будем требовать, чтобы ни при одной 
системе рассматриваемого типа и ни при одном воздействии рассматри¬ 
ваемого класса оценка ] не обращалась ни в нуль, ни в бесконеч¬ 
ность. 

Определим условия применимости оценки ] в случае, когда система 
обладает статизмом [К(0)#0] и /(/) — внезапно приложенное воздей¬ 
ствие постоянной величины. 

Очевидно, в силу статизма системы 

^=оо (236) 

при а 0 Ф 0. 

Следовательно, для того чтобы оценка 7 была применима при про¬ 
цессах, вызванных воздействиями класса А, необходимо, чтобы 

а 0 = 0. (237) 

Рассмотрим действие импульса на систему с передаточной функ¬ 
цией У(. 9), удовлетворяющей условию 1 

Игл | $К($) | = сопзі Ф 0. (238) 

! | оо 


В этом случае все производные функции х(1) имеют разрыв непрерыв¬ 
ности в точке 1=0. Можно показать, что при условии (238) в точке 
* = 0 функция х{() представляет собой импульс, функция х(і) —про¬ 
изводную от импульса, или импульс второго порядка, и т. д. Отсюда 
следует, что имеет место условие (236), если хотя бы один из коэфи- 
циентов а и а 2 ,.. ., а Л _і отличен от нуля 2 . 

Следовательно, оценка ] может быть применима при процессах, 
вызванных возмущениями класса А, лишь в том случае, когда 

а х = а 2 — . .. = а Л _і = 0. (239) 

Сравнивая условия (237) и (239), заключим, что нельзя подобрать 
такие значения коэфициентов а* 0 , а х ..., а п ~ і, при которых оценка 
(235) имеет определенную выше область применения. 

Для того чтобы установить оценку с указанной областью примене¬ 
ния, поступим следующим образом. 


1 Это условие выполняется, когда порядок числителя функции У ($) на 
единицу ниже порядка знаменателя. 

2 Следует заметить, что, применяя оценку (235) как оценку непостоян¬ 
ства регулируемой величины, мы должны в качестве нижнего предела инте¬ 
грирования брать значение і. меньшее * = 0. Это необходимо ввиду того, 
что прерывное изменение функции х (0 или ее производных в точке і = 0 свя¬ 
зано с нарушением постоянства регулируемой величины и, следовательно, 
должно быть учтено оценкой. 
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Представим произвольное возмущающее воздействие / (?) в виде 
суммы двух слагаемых / г (1) и / 2 (0: 

/(0 = /і(0+Л(0. (240) 


из которых первое удовлетворяет условию 

со 



0 ' 



Фиг. 25. Разделение возмущаю¬ 
щего воздействия класса А на 
составляющие: 

а — возмущающее воздействие класса А* 
б — составляющая / 2 (*); в — составляю - 
щая (*). 


Л/і(0|Л<« (241) 

о 

и второе — условию 

со 

ЛЛ(0|Л<~. (242) 

о 

Заметим, что при таком разделении 
функции /(і) на составляющие импульсы 
войдут в составляющую /*(/), а 
„хвост" функции /(О. есл и /(со ) Ф 
Ф 0, — в составляющую/ 2 (0 (фиг. 25). 

Практически это разделение можно 
осуществить, например, следующим 
образом: задавшись величиной Т (це¬ 
лесообразно, чтобы она была одного 
порядка с временем установления си¬ 
стемы), определить / 2 (0 из условий 



(243а) 




/*(0 = —- т | /(О л; і< 

* + ѵГ 0 


(2436) 


а / 1 (I) соответственно из условия 


/і (О =/(0-/*(*)■ 


(243в) 


Условия (243) делят воздействие /(і) на плавную составляющую / 2 (0> 
с возможным начальным скачком, и быстро изменяющуюся составляю- 
щую / 1 (і). Так, например, воздействие, состоящее из импульса и вне¬ 
запно приложенного постоянного воздействия, распадется на два: 
импульс войдет в составляющую / г ( і ), внезапно приложенное постоян¬ 
ное воздействие — в составляющую / 2 (^). 

В ходе дальнейшего анализа мы будем предполагать, что выделение 
составляющих воздействия производится указанным способом. 
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В соответствии с разделением функции /(/) на составляющие функ¬ 
ция х(і) также распадется на составляющие 

*(0 = *і(0 + *а(0- (244) 

Для оценки непостоянства первой составляющей регулируемой вели¬ 

чины х х (У) воспользуемся характеристикой 

^ 1 = ^ х\йі, (245) 

для оценки непостоянства второй составляющей х 2 (/) — характеристикой 

Л = І*2<Й- (246) 

О 

Показатель непостоянства регулируемой величины по суммарному 

процессу составим как линейную сумму 1 указанных характеристик и 
запишем ее в следующем виде: 

] = | х\йі + т 2 ^ х\йі. (247) 

Коэфициент т 2 * может иметь любые положительные значения. Чем 
меньше значение этого коэфициента, тем более чувствительна оценка і 
к длительным отклонениям регулируемой величины; чем больше т 2 , тем 
более чувствительна оценка к нарушению плавности процесса. 

В дальнейшем мы убедимся, что условия минимума соответствующих 
показателей качества системы регулирования не зависят от значения вели¬ 
чин т и Т. Поэтому мы не будем интересоваться вопросом выбора 
рациональных значений коэфициентов % и Г, предполагая лишь, что эти 
коэфициенты — фиксированные числа. 

Установим связь между значением оценки і, характеристиками воз¬ 
мущающего воздействия и передаточной функцией системы. 

На основании теоремы Релея 2 


со -}- і оо 



(248) 

V —у СО 

ОО -{-У 00 

Й Л =2Уі^< 5 >і’*- 

(249) 


6 —у со 


где Х г ($) и Х' 2 ($) — преобразования Лапласа функций х х (У) и х 2 (О. 

1 Линейной суммой величин х, у, г,... называют выражение ах + Ьу 4* с*,..., 
где а у Ь и с — не зависящие от величин х , у, г коэфициенты. 

2 Теорема Релея гласит: если х (і) и у (/) — функции действительного пере- 

оо 

менного, заданные на интервале (0,оо), и /х(і)у(і)си существует, то 

о 

оо + / оо 

I* Ѵ)у (0 аі-^{Х(8)У(-8) + х(-8)У (8)} л&, 

О — уоо 

где X ($) и У ($) — преобразования Лапласа функций х (/) и у (/) [3]. 

44 Коллектив авторов 1399 
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Учитывая формулу связи между преобразованием Лапласа Р (з) функ¬ 
ции /(/), передаточной функцией системы У (з) и преобразованием 
Лапласа А^з) функции х (і) 

Х(з) = У(8)Р(8), (250) 

из уравнений (248) — (250) найдем 

со + / оо 

|д;2 Л== _1.||у (5) | г | / Г і(5) |2^ (251) 


ОО +У со 

$х%и = 2^-11 У (*) 1 : 2 1 ^ ( 5 ) I 2 05 , ( 252 ) 

О — у со 

где /^(з) и /^($)— преобразования Лапласа функций / г (і)и / 2 (0- 
На основании уравнений (251) и (252) оценка і может быть пред¬ 
ставлена формулой 

+/оо 

■/= 2^Г I [І^і(*)|* + ^|^(*)1*]1 у (*)1*^- ( 253 ) 

—/м 


Формула (253) устанавливает искомую связь. 

Используя формулу (253), выделим наиболее неблагоприятные воз¬ 
действия среди воздействий класса А. 

В соответствии со свойствами воздействий, представленными нера¬ 
венствами (241) и (242), выберем в качестве их основных количествен¬ 
ных характеристик величины 

оо 

Ко=Л/і(ОІ<# (254) 

О 

и 

оо 

*1=|ІЛ(0И (255) 


и сформулируем постановку задачи следующим образом: среди воздей¬ 
ствий с равными значениями характеристик К 0 и К ѵ но различных 
по форме , требуется выделить такие воздействия , для которых 
значения оценки і максимальны . 

Для решения этой задачи докажем неравенство 




КІ + X 2К 2 


Ч' 


У (»| 2 йы. 


(256) 


Представим функцию суммой двух функций 

Л (О =/}(*)+/? (О, 


( 257 ) 
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удовлетворяющих условиям 

/І(О>0; /\Ч*)< 0. (258) 

Пусть **(*) и х^(і) — соответствующие составляющие функции х х ( і). 
Тогда 

л і + {?° И(0)] 2 ^ 

] и (01 2 Л:= 2^. ] I Я, (5) | 2 1 У (*) I 2 05 < —— ] I У (/-О)) [ 2 аш; (259) 

П _ «лл ~ 


-усо 

-ь/°° 


ТС 

О 


1 Ч°° ИЧО)] 2 ^ 

У |/ я 2 , («)І*І^(0|*Л<— 5Г— ||ПуЧ)| 2 Ло,(260) 

О —/оо О 


О 

где 


^(О) = |/1(0 Л; (0) = |/{> (0 йі. (261) 

На основании неравенства Минковского 1 

| [х 1 (<)]*Л<|і/"|[х{(0]*Л+'|/^| , К(0]*л} • (262) 

Из уравнений (259)—(262) следует: 

|[*1 (01*Л< \ (У |Л ('ОIЛ} у I К О) | 2 Ло. (263) 

О Іо іо 

Аналогично можно показать, что 

|[*2 (01 2 Л < ІЛ (О I АІ 11| Г С/ш) | 2 ^С0. (264) 

п Іп ; и 


о іб ) о 

На основании формул (263) и (264) получим 

КІ + гЩ\" 




СІИ ). 


Таким образом, неравенство (256) доказано. 


1 Неравенство Минковского имеет вид 

(і \Х (і) + у (*ж <{||* (0 І р а^7 ч- Л I у (*)|'<я|р, 

где р — произвольное число, большее единицы или равное ей. 

Оно справедливо для тех значений р , при которых интегралы 

ь ь 

ІЫоі р <* 

а а 

существуют [4]. 

44* 
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Неравенство (256) позволяет весьма просто решить вопрос о наиболее 
неблагоприятных воздействиях среди воздействий подкласса, заданного 
фиксированными значениями величин К 0 и К ѵ В самом деле, оно превра¬ 
щается в равенство в случае, когда / (і) состоит из внезапно приложенного 
постоянного воздействия и импульса *. Следовательно, все воздействия, 
состоящие из указанной комбинации стандартных воздействий, явля¬ 
ются наиболее неблагоприятными среди воздействий данного подкласса. 

Варьируя величины К 0 и К ѵ мы 
получим класс наиболее неблаго¬ 
приятных воздействий. Очевидно, 
все воздействия этого класса имеют 
указанную структуру. Исключение 
составляют случаи К 0 = 0 или 
К г = 0, в которых одно из упомя¬ 
нутых типовых воздействий отсут¬ 
ствует. 

Примеры наиболее неблагоприят¬ 
ных воздействий приведены на 
фиг. 26. 

Рассмотрим теперь класс В воз¬ 
можных возмущающих воздействий. 

Не повторяя рассуждений, ана¬ 
логичных приведенным выше, усло¬ 
вимся представлять каждое воздей¬ 
ствие /(/) класса В суммой двух 
составляющих: быстро изменяю¬ 

щейся /і( 0» с нулевым средним значением, и медленно изменяющейся / 2 (і) 
[для определенности будем иметь в виду, что разделение на составляю¬ 
щие производится в соответствии с условием (2436)]. Соответствующие 
составляющие функции х(1) обозначим через х г (і) и х 2 (і). 

Будем предполагать, что функции Д(0 и / 2 (0» а следовательно и 
функции х г (1) илг 2 (О»—стационарные случайные процессы(см. главу XXII). 

Продолжая аналогию, введем оценку непостоянства регулируемой 
величины в виде 

і=(х\)ср + *{х\) ср > (265) 

где т — некоторая константа. 



0) 

( 

б) 

1 




& 

Г 

г; 

г 


Фиг. 26. Наиболее неблагоприятные 
воздействия класса А: 


а — внезапно приложенные воздействия по¬ 
стоянной силы; б — импульс; в и г — комби¬ 
нации внезапно приложенного воздействия и 
импульса. 


1 В этом случае имеем 


откуда следует 


Р\ (/ь>) = К 0 = СОП8І 

Р 2 (Л 0 ) = Кі = СОП8І, 


| х\йІ - і || Р (0) У (У») |*Ж> = Щ | У и«>) |ЗД> 

0 0 о 

оо со ^ 2 00 

р 2 л= у і ^ (0) у и») і 2 <*» = -т 1 1 у с/») №»>■ 
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Вопрос выбора количественных характеристик воздействий в случае 
воздействий рассматриваемого класса сложнее, чем в случае воздей¬ 
ствий класса А. Прежде всего заметим, что выбор в качестве 
искомых характеристик величин \/ г ( 1)\ ср и |/ 2 (ОІ С р* являющийся есте¬ 
ственным расширением аналогии, не оправдан свойствами этих характе¬ 
ристик; можно показать, что различным стационарным случайным про¬ 
цессам / х (і) [или / 2 (/)] с одной и той же спектральной плотностью 
5 2 (со) [или 5 2 (со)], вообще говоря, соответствуют различные значения 

величины |Л(01гр ( или іЛ(ОІгр)- 

Для установления рациональных количественных характеристик воз¬ 
действия обратимся сначала к некоторому частному случаю, где вопрос 
об искомых характеристиках решается просто, а затем обобщим ре¬ 
зультаты. 

Рассмотрим случайное воздействие /(О, состоящее из суммы мгно¬ 
венных импульсов Л ^§( і — і к ), имеющих нулевую среднюю мощность 
[(Ы к ) ср = 0], конечное среднее значение квадрата мощности \(Щ) ср = ІѴ 2 | 
и случайное распределение моментов времени і к > подчиняющееся закону 
Пуассона *. Функция /(/) в этом случае согласно [5] является стаци¬ 
онарной. Ее спектральная плотность постоянна и связана с величиной ІѴ 2 
соотношением [5] 

5 (ю) = аіѴ 2 , (266) 

где а — ожидаемое число импульсов в единицу времени. 

Из формулы (266) следует, что все. воздействия этого вида имеют 
одну и ту же спектральную плотность, если 

оиѴ 2 = сопзЕ 

Следовательно, для всех таких воздействий величина аЛ/ 2 является 
их естественной количественной характеристикой. 

Характеристика аіѴ 2 как мера „мощности* воздействия может быть 
обобщена на случай процессов более общего вида, именно, на случай 
процессов, состоящих из суммы воздействий класса А, 

?*(*-<*) 

{і к — момент приложения очередного воздействия), удовлетворяющих 
условию 

сю 

*к 

имеющих одну и ту же форму 

?*(*—**)=«*?(*—**). 

нулевое среднее значение величины с к 

(.^к^ср 

1 При законе распределения Пуассона каждая величина і к независимо раз¬ 
мещается на интервале (— оо, с»), а ожидаемое число величин і к на интервале 
длины Д равно аД (см. главу XXII). 
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конечное среднее значение величины ( с§ ср 

и случайное распределение во времени, подчиняющееся закону Пуассона 
с ожидаемым числом моментов приложения воздействий на интервале 
длины А, равном аД (фиг. 27). 

Для воздействий указанного типа логическим обобщением характе¬ 
ристики аіѴ 2 является характеристика 

1 0 = а С 2|!|ср(0|л| 2 . (267) 



Фиг. 27. Стационарный случайный процесс, состоящий 
из суммы случайных воздействий одинаковой формы. 


Можно показать, что любой стационарный случайный процесс может 
быть интерпретирован как процесс, составленный суммой случайных 
воздействий с$ (і — і к ) при указанных законах распределения величин 
с к и і к . 

Это обстоятельство позволяет расширить область применения харак¬ 
теристики І 0 [уравнение (267)] до класса всех стационарных случайных 
процессов, образованных как составляющие / х (і) воздействий класса В 
(см. выше). 

Для оценки „мощности" воздействия /(^) в целом количественную 
характеристику можно применить по отдельности к процессам / 2 (і) 
и / 2 (0* Обозначив ее в последнем случае символом Ь ѵ заметим, что 
„мощность" воздействия можно характеризовать парой величин Ь 0 и Ь ѵ 

Сгруппируем вместе все воздействия класса В, характеризуемые 
одинаковыми значениями величин и Ь ѵ и, используя оценку непо¬ 
стоянства регулируемой величины в форме (265), определим среди 
этих воздействий наиболее неблагоприятные (т. е. воздействия, для 
которых /=шах). С этой целью докажем неравенство 

со 

і < І0+ ^ 2Ьі I КС/со) РбГм. (268) 

О 

Пусть 5^(0)) — спектральная плотность процесса 5^(о))— 

спектральная плотность процесса лг 2 (0> тогда 



и и 
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( 269 ) 


оо 

= ^ |[5! (<*>) + ^ («>)]1КС/ Ш )| 2 ^о> = 

О 
оо 

= ^ IV? 1^0 (У®) I 2 + «1 с\ 1^! (Уо>)| 2 ] I У С/'О)) I*Ао, 

о 

где Ф* 0 (» и ^ (усо) — преобразования Лапласа некоторых функций 
*М0 и Фі(0 [индексом „0 й отмечены величины, характеризующие про¬ 
цесс / г (і), индексом „1“—процесс / 2 (01> удовлетворяющих вышеука¬ 
занным условиям. 

Но на основании доказанного выше [см. неравенство (256)] 

оо оо ) 


С/®) 1 2 1 УС/®) 1 2 <*® < 1 1 % (О! 2 <«; 

О О 

(У®) 1 2 1 У О'®) 1 2 (ОІ 2 л. 


(270) 


На основании формулы (269) и 
неравенства (270) найдем 


/= Іро^уіФо(ОІ^ + 

+ Ѵ? ІИ»! (01 л] Ш г С/®) !*<*■>• 



Учтя формулу (267), получим б) 

неравенство (268). 

На основании неравенства (268) II 

наиболее неблагоприятными воздей- —|- у 

ствиями среди воздействий с дан- || |—| || 

ными значениями характеристик І 0 и I__ || 

являются случайные процессы, || 

составленные внезапно приложен- 6) 

ными воздействиями и импульсами Фиг. 28. Наиболее неблагоприятные 
(мгновенными) с рассмотренными воздействия класса В: 

выше законами распределения ИХ а — сумма внезапно приложенных воздействий; 

б — сумма импульсов; в — сумма внезапно 

ВеЛИЧИН И МОМеНТОВ Приложения приложенных воздействий и импульсов. 

(фиг. 28), а также воздействия 

иного вида, составляющие которых по спектральным характеристикам 
эквивалентны составляющим вышеуказанных воздействий. 

Для этих воздействий оценка непостоянства регулируемой величины / 
принимает вид 

^0 "I - Т Г*1 т/ / . Ч 12 /е\"7 1 \ 


~]і у и и)і 2 ^. 
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Таким образом, среди воздействия как класса А, так и класса В мы 
выделили наиболее неблагоприятные воздействия. Одновременно для 
наиболее неблагоприятных воздействий решена задача об установлении 
связи выбранных оценок качества регулирования с передаточной функцией 
системы автоматического регулирования и количественными характери¬ 
стиками наиболее неблагоприятных воздействий. Эта связь устанавливается 
формулой, следующей из неравенства (256), 

К 2 1 

(272) 

о 

и формулой (271). 

Обратимся теперь к условиям экстремума указанных оценок. Заметим, 
что при варьировании параметров системы автоматического регулиро¬ 
вания в обоих случаях они сводятся к условию 

^ | V (/со) | 2 сію = шіп. 

о 

На основании этого величину 

оо 

(273) 

О 

которую мы в дальнейшем будем обозначать символом 8, можно рас¬ 
сматривать как показатель качества системы автоматического регулиро¬ 
вания. Мы будем называть ее степенью подвижности [1]. 

Заметим, что в силу одной из интерпретаций величины 8 (см. ниже) 
она равна величине 

оо 

}[Ѵ01* Л. (273а) 

О 

где через к у (і) обозначена импульсная переходная функция. Вследствие 
этого, установление 8 как показателя качества системы автоматического 
регулирования, подверженной возмущающим воздействиям, можно рас¬ 
ценивать как обоснование выбора импульса в качестве расчетного 
воздействия при оценке качества системы автоматической стабилизации 
интегралом (273а). 

2. ФИЗИЧЕСКИЕ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ 
ИНТЕГРАЛЬНОГО ПОКАЗАТЕЛЯ КАЧЕСТВА і 

Интегральный показатель качества (273) (степень подвижности системы) 
во многих случаях имеет простой физический смысл. Рассмотрим 
несколько примеров. 

а) В различных электрических, механических или электромехани¬ 
ческих системах, когда в качестве рассматриваемой координаты х 
выбрана поступательная или угловая скорость какого-либо механического 

і См. [1]. 
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элемента системы или сила тока в цепи и в невозмущенном состоянии 
лг = 0, степень подвижности пропорциональна энергии, рассеиваемой 
непосредственно во вне данным элементом или цепью при импульсном 
воздействии на систему. 

б) В системах того же типа, когда в качестве рассматриваемой 
координаты выбрано положение какого-либо механического элемента 
системы или заряд в каком-либо пункте цепи и в невозмущенном 
состоянии лг=сопзі, степень подвижности системы пропорциональна 
энергии, рассеиваемой непосредственно во вне данным элементом или 
цепью при внезапном приложении к системе постоянного воздействия. 

в) При стабилизации траектории плоского движения самолета, когда 
в качестве рассматриваемой координаты х избран угол между возму¬ 
щенной и заданной траекториями, а ускорения вдоль траектории и углы х 
достаточно малы, степень подвижности системы пропорциональна удли¬ 
нению траектории Д$ (по сравнению с траекторией невозмущенного полета) 
при импульсном воздействии на систему 1 . 

Приведем несколько геометрических интерпретаций степени по¬ 
движности. 

Выражение (273) дает следующий геометрический смысл степени 
подвижности. Степень подвижности пропорциональна квадрату площади 
амплитудной частотной характеристики системы. 

Далее, так как между амплитудной | К(/<!>)|, активной Я(о)) и реак¬ 
тивной (3(со) частотными характеристиками существует соотношение 

| У (/со) | 2 = Р 2 (о)) (3 2 ( а)), 


а функции Р (со) и (3 (со) связаны с импульсной переходной функцией 
системы сопряженными преобразованиями Фурье, степень подвижности 
может быть определена по формулам 




п 



(со) (ІО), 


(274) 


Отсюда следует, что степень подвижности пропорциональна также 
квадратам площадей вещественной и мнимой частотных характеристик. 

Пусть ДІ, — разность длины кривой, изображающей переходную 
функцию от момента возмущения ^=0 до момента установления і—Т 
системы, и длины соответствующего участка оси абсцисс (фиг. 29); 


і 


Д$ 



+ х 2 — ѵ) йі & 


со 

хШ=сопъіЪ, 

о 


где Т —время установления самолета на заданной траектории; 
ѵ — скорость движения; 
ѵ ср — средняя скорость движения. 
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т і — масштаб времени; т х — масштаб величины х; с — тангенс угла 
наклона кривой, представляющей переходную функцию; / — текущая 
абсцисса (/=0 при ^=0). 

Покажем, что степень подвижности системы приближенно пропор¬ 
циональна величине ДІ. 

В самом деле, имеем 

М = Г (УТ+7 2 — 1)Л. (275) 


Разложим подрадикальное выражение в ряд по степеням с 2 : 

г _ /»2 С 4 

у 1 +с » = 1 + ^-Т + ...+ 

+(-■>^■(1-)—(От) 

При с— 1 ряд сходится. 

Будем считать, что соотношение масштабов т і и т х таково, что 
это условие выполняется для всех значений с. Тогда 



На основании формул (275) — (278) получим 

ПТ) 1(Т) ЦТ) ЦТ) 

ЦсЧІ >41 > -1-1 ЛЯ - -5-У <*» > (т - (ОТ) 

0 0 0 о 

Умножая обе части неравенства (279) на 2-^р-, найдем 

§ > — > Ь'- в, (280) 

/я/ 4 

где 

Полагая, что время установления системы Т выбрано из условия 

& — В' ^ с тах 

5^4’ 


из неравенства (280), найдем 


8 


2т х ( 

7П{ \ 


с* V 
''шах I л 

—) 1 
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Отсюда следует 



Равенство (281) выполняется с относительной погрешностью 1 

Ай с шах 

Т ^ 2 * 


( 281 ) 

(282) 


Таким образом, действительно, степень подвижности системы при¬ 
ближенно пропорциональна разности длин кривой переходной функции 

и соответствующего участка оси абсцисс. При 0 точность равенства 
(281) неограниченно возрастает. 

Рассмотренные физические и геометрические интерпретации степени 
подвижности могут быть положены в основу графических, графо-анали¬ 
тических и экспериментальных методов ее определения. 

Если передаточная функция системы задана аналитически, степень 
подвижности может быть также определена по формуле квадратической 
оценки, приведенной в главе XX. 


3. ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ПОКАЗАТЕЛЬ КАЧЕСТВА СЛЕДЯЩЕЙ СИСТЕМЫ 

Выше указывалось, что качество процесса регулирования может быть 
охарактеризовано совокупностью количественных характеристик, отра¬ 
жающих несоответствие действительного закона изменения регулируемой 
величины заданному. Применим это определение для процесса слежения, 
имея в виду следящие системы астатического типа 2 . 

В задачах автоматического слежения под заданным законом измене¬ 
ния регулируемой величины понимают закон изменения управляющей 
величины 

Задача автоматического слежения формально может быть сведена 
к задаче автоматической стабилизации, если ввести в рассмотрение дина¬ 
мическую ошибку слежения 2 е(^): 

в (О = г (О — * (О- ( 283 ) 

В самом деле, идеальная точность слежения имеет место при е(^)==0. 
Поэтому задача автоматического слежения величины х (і) за величиной 
§•(/) эквивалентна задаче автоматической стабилизации величины е(і) 
при возмущении системы воздействием &(і). 

Основываясь на этой эквивалентности,'установим интегральный пока¬ 
затель качества следящей системы. 

Введем передаточную функцию ошибки (см. главу I) 

ф -^-§§- ( 284 ) 

где Е($) и (/($) — преобразования Лапласа функций е(і) и §•(/). 

1 Эта оценка слишком груба. Практически условие с тах << 1 обеспечивает 
точность определения 5 порядка 95°/ 0 . 

2 В тексте для простоты изложения рассматриваются следящие системы 
только этого типа. 
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Напомним, что порядок числителя передаточной функции ф е (5) равен 
порядку ее знаменателя и что для астатических следящих систем 

ф.(0) = 0. (285) 

В силу общих свойств следящих систем возможные законы измене¬ 
ния производной управляющей величины &(і) имеют те же ограничения, 
что и рассмотренные ранее законы изменения возмущающего воздей¬ 
ствия / (О- 

В самом деле: 

а) возмущающие воздействия в задачах автоматической стабилизации 
могут иметь резко выраженные пики и как предельный случай импульсы, 
причем величина 

на любом конечном интервале (^, і 2 ) всегда ограничена; в задачах 
автоматического слежения изменение управляющего воздействия за конеч¬ 
ный промежуток времени ограничено, т. е. ограничена полная вариация 
функции з(і): 

(286) 

при любых конечных значениях і г и 

б) в задачах автоматической стабилизации установившаяся (или сред¬ 
няя) величина воздействия ограничена; в задачах автоматического сле¬ 
жения управляющее воздействие может содержать составляющую, моно¬ 
тонно изменяющуюся на протяжении всего процесса регулирования, 
скорость же изменения этой составляющей ограничена. 

Учтя эти замечания, можно следящую систему заменить эквива¬ 
лентной ей системой стабилизации, обладающей передаточной функцией 
К* (5) 

У*(5)=^Г-, (287) 

подверженной возмущающим воздействиям /*(/): 

/*(0 = і(0, ( 288 ) 

и имеющей закон изменения регулируемой величины х* (і), совпадающий 
с законом изменения динамической ошибки слежения е(/): 

л:* (0=6(0. (289) 

Связь между передаточной функцией этой системы У* (у) и преоб¬ 
разованиями Лапласа функций х*(і) и /*(/) может быть записана 
в виде 

Х*(8)= У*(з)Р*(з). (290) 

Так как функции У*(з) и р*($) обладают свойствами функций 
V(з) и ^(5), использованными выше при установлении интегрального 
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показателя качества системы стабилизации, вследствие аналогии придем 
к следующей формуле интегрального показателя качества следящей си¬ 
стемы С: 


С=Чг[|УС/®)| 

о 



о 


_1_ 

ТС 


I 


1-Ф (» 

со 


2 

й?СО. 


2 

I йа) — 


(291) 


Параметр С характеризует систему регулирования с точки зрения 
управляемости. Чем больше значение С, тем ниже динамическая точность 
слежения регулируемой величины за управляющей, т. е. тем хуже упра¬ 
вляемость системы. 

Не останавливаясь на вопросе физических и геометрических интер¬ 
претаций параметра С (эти интерпретации могут быть установлены по 
аналогии с интерпретациями степени подвижности 8), заметим лишь, что 
оценка С равна величине 

|[лг(0 — х(оо)] 2 аі (292) 

О 


при единичном внезапно приложенном воздействии. Вследствие этого 
установление С как показателя качества системы автоматического регу¬ 
лирования, подверженной управляющим воздействиям, можно расцени¬ 
вать как обоснование выбора случая внезапного изменения управляющей 
величины при оценке качества следящей системы интегралом (292). 


4. ПРИМЕР ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 
КАЧЕСТВА СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В качестве примера рассмотрим определение интегральных показа¬ 
телей качества системы самолет — автопилот. Ограничимся анализом 
курсового движения самолета. 

На основании условий равновесия сил и моментов приближенные 
уравнения курсового движения самолета могут быть записаны в виде 

8 _ А г $ = 0 ; 

Ф -|- Л 2 ф + -(- Л 4 а — 0, ^ ^ 

где Ѳ —угол траектории; 

Р — угол скольжения; 

ф — курсовой угол; 

а — угол отклонения руля (фиг. 30); 

Л 2) А г , А 4 — некоторые положительные коэфициенты, функции 
параметров самолета и режима полета. 

Для простоты выкладок в дальнейшем будем пренебрегать собствен¬ 
ным демпфированием самолета, считая А 2 — 0. 

Между переменными Ѳ, [5 и ф в невозмущенной атмосфере имеет 
место связь 


ѳ + р = ф. 


(294) 
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Предполагая закон регулирования по отклонению и производной, 
уравнение идеализированного автопилота запишем в виде 

а = + г 'іФ> ( 295 ) 


где і 0 и і х — „передаточные отношения" автопилота. 

Система автоматического регулирования, состоящая из самолета и 
автопилота, подвергается двум основным видам воздействия: аэродина¬ 
мическим возмущающим воздействиям (связанным с ветрами) и управляю¬ 
щим воздействиям (связан- 
.^Л ным с изменением заданного 
курсового угла самолета). 

Из аэродинамических 
возмущающих воздействий 
наиболее опасны для курсо¬ 
вого движения самолета бо¬ 
ковые ветры: они вызывают 
изменение угла скольжения 
самолета. Обозначим через 
угол скольжения, кото¬ 
рый имел бы самолет при 
тех же значениях углов ф 
и Ѳ в невозмущенной атмо- 



Фиг. 30. Кинематические параметры, характе¬ 
ризующие курсовое движение самолета. 


сфере, и запишем связь между углами р и (3(°) в виде 

8 = р(°) Лр. 


(296) 


Если скорость ветра чѵ мала по сравнению со скоростью само¬ 
лета ѵ } то 

(297) 


Подставив значения (3 по формуле (296) в выражения для аэродина¬ 
мических сил и моментов и заменив условие связи (297), теряющее 
справедливость при полете самолета в возмущенной атмосфере, усло¬ 
вием 

Ѳ + р(°)=<р, (298) 


систему уравнений (293) — (295) приведем к виду 


Ч+а^+а<о=-а 3 а$; 
Ѳ р(0) — ф == 0; 

+ — о = 0. 


(299) 


Перейдя к преобразованиям Лапласа и разрешив соответствующую 
алгебраизированную систему относительно изображения переменной ф, 
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передаточную функцию замкнутой системы от возмущающего воздей¬ 
ствия Др к регулуруемой величине ф найдем в виде 


К(*) = - 


_$Лз_ 

$ 3 + (Л* + ііЛ д $ 2 + С<4з + *(И4 4- ііА\Ад 5 4- *о4И4 


(300) 


По формуле квадратической оценки (см. главу XX) для степени по¬ 
движности системы 8 найдем 



(301) 


где И —предпоследний детерминант Гурвица характеристического урав¬ 
нения системы (299). 

Для оценки управляемости самолета воспользуемся системой урав¬ 
нений (293) — (295), предварительно исправив уравнение (295) с учетом 
изменяющегося заданного значения регулируемой величины ф^, именно, 
записав его в виде 

0 — VI* — Ф • (302) 

Для передаточной функции системы найдем 

^ №1 _ пу/ с \_ _ (*о 4~ 

Ь [ф^-] 5 3 (^і 4 - 4 Л 4 ) 5 2 4“ (^з 4- іоАі 4“ і\А\Ад 5 4* *’о4ь^4 

Ф, (5) 

По формулам (294) и (303) для функции-получим 

($) _ $ 2 4- (М 4~ І 1 А 4 ) 8 4- (Л 4~ І 1 А 1 А 4 ) _ # И04^ 

5 5 3 + (Лі + і\А^) $ 2 4" (-4з + АИ 4 4“ *іАі^ 4) 5 4“ *<Иі^4 


Применив формулу квадратической оценки, найдем 


С- 


(Лі 4 - і\А и ) (2/1Л1Л3Л4 4 ~ Л| 4 ~ 4 ~ іоА^А^ 4 “ ^1^4 (Ф^ 2 — АъЛ-іоАл) 

2і^А\А\Н 


.(305) 


Формулы (301) и (305) устанавливают связь между интегральными 
показателями качества системы автоматического регулирования и параме¬ 
трами самолета, режима полета и автопилота. Если область допустимых 
значений параметров [1] определена и статическое передаточное отно¬ 
шение / 0 выбрано, условия минимума величин 8 и С могут быть исполь¬ 
зованы для выбора передаточного отношения і ѵ Наличие двух разных 
исходных условий для выбора параметра і г связано с наличием двух 
различных задач, которые должен выполнять автопилот: задачи автома¬ 
тической стабилизации полета в возмущенной атмосфере и задачи авто¬ 
матического управления полетом. 

Интересно заметить, что при заданном / 0 величина і х монотонно 
убывает с возрастанием 8, т. е. качество системы самолет-автопилот 
как системы стабилизации тем выше, чем выше і ѵ При тех же условиях 
при достаточно больших значениях величины / 0 величина С вначале 
падает с ростом і ѵ а затем возрастает. Следовательно, с точки зрения 
управляемости самолета имеется некоторое оптимальное значение ко- 
эфициента і ѵ превышать которое нецелесообразно. 
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Отмеченные обстоятельства указывают на то, что при выборе пара¬ 
метров системы автоматического регулирования необходимо учитывать, 
какую задачу должен выполнять регулятор. В общем случае регулиро¬ 
вания исходным условием для расчета оптимальных значений параме¬ 
тров регулятора может явиться условие минимума некоторого сложного 
интегрального показателя качества системы автоматического регулиро¬ 
вания, составленного как комбинация интегральных параметров 8 и С, 
отнесенных к различным входам системы. 
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Часть II 


НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ 
НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 
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Часть I настоящего труда была посвящена, главным образом, реше¬ 
нию основных задач теории автоматического регулирования в линейном 
приближении. Часто результаты, которые удается получить при линей¬ 
ной трактовке систем регулирования, имеют большую практическую 
ценность, хотя они и являются заведомо приближенными. Однако в ряде 
случаев линейные методы анализа оказываются непригодными, и поэтому 
становится необходимым привлечение нелинейных методов. 

Нелинейное рассмотрение систем регулирования позволяет обнару¬ 
жить существенно новые явления, которые могут не наблюдаться в линей¬ 
ных системах. Так, например, если линейная система устойчива, то она 
устойчива при любых начальных отклонениях от рассматриваемого 
состояния. В то же время нелинейная система при малых отклонениях 
может быть устойчива, а при больших отклонениях — неустойчива. 

В случае свободных колебаний линейной системы, не находящейся 
на границе устойчивости, при любых начальных отклонениях возможны 
лишь два типа движения, при одном из которых отклонения всех коор¬ 
динат системы асимптотически стремятся к нулю, а при другом — неогра¬ 
ниченно возрастают; в нелинейной системе возможно значительно боль¬ 
шее многообразие типов движений. 

Здесь прежде всего необходимо указать на часто встречающееся при 
накладке и эксплуатации систем регулирования явление автоколебаний, 
представляющее собой периодическое движение, возникающее не вслед¬ 
ствие наличия внешних по отношению к системе периодических воздей¬ 
ствий, а вследствие собственных динамических свойств самой системы. 

Проблема автоколебаний в системах регулирования имеет большое 
практическое значение. Обычно они недопустимы при нормальной работе, 
но иногда, наоборот, их вводят специально для улучшения динамических 
свойств этих систем. Поэтому необходимо уметь определять условия 
возникновения и устойчивости, средства подавления и параметры авто¬ 
колебаний. 

Иногда, как например, в случае релейных систем или систем с не¬ 
линейными корректирующими устройствами, линейные методы не приме¬ 
нимы в силу самого принципа действия исследуемых систем. Наконец, 
может оказаться, что линейные методы дают значения показателей каче¬ 
ства и динамической точности, существенно отличающиеся от действи¬ 
тельных и привлечение нелинейных методов необходимо для повышения 
точности результатов. Но, если общая теория линейных диференциаль- 
ных уравнений, на которой базировались методы анализа линейных 
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систем регулирования, излагавшиеся в 1 части, достаточно хорошо разра¬ 
ботана, то, к сожалению, этого нельзя сказать про общую теорию нели¬ 
нейных диференциальных уравнений. 

Во времена Ньютона и Лейбница основной задачей теории диферен¬ 
циальных уравнений считалось нахождение общего решения возможно 
более широких классов уравнений в элементарных функциях или при 
помощи выражений, содержащих квадратуры от элементарных функций. 
Но скоро оказалось, что такое направление может привести к суще¬ 
ственным результатам, в основном, лишь в случае линейных диферен¬ 
циальных уравнений 1 . 

Дальнейшими наиболее существенными для приложений и расчетов 
направлениями развития теории нелинейных диференциальных уравнений 
являются следующие: разработка приближенных и численных методов 
их решения, анализ устойчивости решений (работы Ляпунова), разра¬ 
ботка качественной теории диференциальных уравнений, основателем 
которой был Пуанкаре. 

Без сколько-нибудь существенного ограничения общности (см. 
главу IV, часть I) в основу анализа нелинейных систем регулирования 
можно положить систему уравнений первого порядка вида: 

= X, (х ѵ х 2 ,..., х п \ і); (і = 1,2,..., п). 

Полный анализ свойств системы автоматического регулирования, 
описываемой приведенными уравнениями, можно было бы считать 
состоящим из определения всей совокупности движений, возможных 
в данной системе в реальных условиях ее работы и из детального 
исследования наиболее характерных для рассматриваемой системы типов 
движений (определения их числовых характеристик; показателей каче¬ 
ства и динамической точности, амплитуд и частот автоколебаний; опре¬ 
деления областей устойчивости и влияния на характеристики движений 
изменения параметров системы и т. д.). Однако в настоящее время 
проведение такого анализа в случаях, когда п > 2, обычно предста¬ 
вляет собой большие трудности. Наиболее сложно исследование так 
называемых неустановившихся процессов (когда в правые части урав¬ 
нений входит время і), представляющих собой существенный интерес 
для теории систем автоматического регулирования и, в особенности, 
следящих систем. Действительно, как это было показано в части I, 
проблема качества и проблема динамической точности в теории регули¬ 
рования неразрывно связаны с анализом неустановившихся процессов, 
вызываемых воздействиями в виде тех или иных функций времени. 

По существу, анализ неустановившихся движений в более или менее 
сложных нелинейных системах регулирования обычно проводят лишь 
при помощи тех или иных методов численного или графического инте¬ 
грирования. Существенный недостаток этих методов заключается в том, 
что они принципиально позволяют получить каждый раз только одно 
частное решение, а для нахождения другого частного решения все 


1 В. В. Н е м ы ц к и й. В. В. Степанов, Качественная теория диферен¬ 
циальных уравнений, ГИТТЛ, 1947. 

45* 
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вычисления необходимо производить заново. Ясно, что сами по себе 
эти методы не являются базой для создания общей теории регулиро¬ 
вания, а могут служить лишь вспомогательным средством анализа. 
Поэтому полное исследование систем регулирования как при учете при¬ 
ложенных к ним воздействий, так и нелинейностей представляет собой 
обычно неразрешимую задачу и в большинстве случаев при настоящем 
уровне знаний приходится решать, какому способу идеализации реаль¬ 
ных условий работы системы следует отдать предпочтение: учитывать 
воздействия и пользоваться линейным приближением или вводить в рас¬ 
смотрение основные нелинейности и пренебрегать воздействиями. 

Книга не может претендовать на полное изложение не только всех 
известных в настоящее время методов решения нелинейных задач, но 
даже и тех из чшх, которые в ней непосредственно затрагиваются. 
Вряд ли можно надеяться дать более четкое и всесторонее освещение 
этих вопросов, чем то, которое имеется, например в таких ставших 
в настоящее время уже классическими книгах, как „Теория колебаний" 
А. А. Андронова и С. Э. Хайкина или „Введение в нелинейную меха¬ 
нику" Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова. 

Задача книги — показать, каким образом некоторые общие методы 
нелинейной теории колебаний могут применяться для анализа систем 
регулирования и какое преломление и развитие эти методы получили 
благодаря специфике нелинейных задач в теории регулирования. 



РАЗДЕЛ V 


ПОНЯТИЕ О ФАЗОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ К РЕШЕНИЮ НЕКОТОРЫХ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ РЕГУЛИРОВАНИЯ 


Понятия и методы качественной теории диференциальных уравне¬ 
ний, как это уже указывалось, были введены в теорию регулирования 
А. А. Андроновым. Основные особенности подхода к репГению нели¬ 
нейных задач, характерные для А, А. Андронова, следующие 1 : 

1) исследование всей совокупности движений, возможных в данной 
динамической системе при различных начальных условиях; 

2) геометризация этого исследования, перенесение его в фазовое 
пространство, изображение движения системы в виде кривой в фазовом 
пространстве; 

3) исследование превращений, происходящих в фазовом простран¬ 
стве при изменении параметров исследуемой системы. 

Наиболее существенным и интересным результатом применения методов 
А. А. Андронова в теории регулирования было решение им совместно 
с А. Г. Майером классической задачи Вышнеградского о поведении 
паровой машины с центробежным регулятором прямого действия, обла¬ 
дающим как сухим, так и вязким трением. Для решения указанной 
задачи оказалось необходимым ввести в рассмотрение трехмерное фазо¬ 
вое пространство и метод точечных преобразований поверхностей. 

Идеи и методы Андронова получили дальнейшее развлтие в работах 
его учеников и последователей. 

Цель настоящего раздела состоит в том, чтобы дать некоторые 
основные сведения, связанные с понятием о фазовом пространстве и 
методом точечных преобразований, и проиллюстрировать их примене¬ 
ние к решению некоторых нелинейных задач теории регулирования. 

Рассматриваемый метод в его современном состоянии позволяет для 
многих систем регулирования, описываемых нелинейными диференциаль- 
ными уравнениями второго, а в отдельных случаях и третьего порядка: 

1) произвести исследование всех возможных движений в системе при 
различных начальных условиях; 

2) исследовать устойчивость состояния равновесия исследуемой 
системы при заданных конечных и начальных отклонениях, т. е. устой¬ 
чивость в большом; 

3) найти возможные автоколебательные состояния системы, проана¬ 
лизировать их устойчивость, определить параметры автоколебаний и 

1 См. доклад Г. С. Горелика на II Всесоюзном совещании по теории авто¬ 
матического регулирования. 
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установить соотношения между параметрами, определяющие появление 
или, наоборот, подавление автоколебаний; 

4) установить связь между качественными, а в некоторых случаях и 
количественными характеристиками свободных колебаний системы и ее 
параметрами. 

Содержание раздела вкратце заключается в следующем. 

В главе XXVI, являющейся первой главой настоящего раздела, сде¬ 
лана попытка дать примерную классификацию некоторых типичных 
нелинейных статических характеристик систем автоматического регули¬ 
рования. 

В следующей XXVII главе вводится понятие о фазовой плоскости, 
дается классификация ее особых точек и траекторий и приводятся при¬ 
меры построения фазовой плоскости для некоторых систем регулиро¬ 
вания. Кроме того, в этой главе вводится понятие о многолистной 
фазовой поверхности. 

Глава XXVIII посвящена анализу фазовой поверхности систем 
автоматического регулирования с учетом сухого трения и люфгов. 

Следующая XXIX глава содержит краткое пояснение идеи метода 
точечных преобразований и иллюстрации его применения к системам 
регулирования, содержащим элементы с неоднозначными нелинейными 
статическими характеристиками. 

В XXX главе рассматриваются вопросы стабилизации и управления 
автоколебаниями релейных и близких к ним сервомеханизмов при помощи 
различных линейных обратных связей. 

Несколько особняком стоит последняя XXXI глава раздела. В .этой 
главе рассматривается вопрос об определении формы монотонных пере¬ 
ходных процессов, имеющих кратчайшее время переходного процесса, 
совместимое с ограничениями на значения производных регулируемой 
величины. Здесь же излагается способ осуществления при некоторых 
условиях процессов, близких к указанным, при помощи введения нели¬ 
нейных обратных связей. 



ГЛАВА XXVI 

ТИПИЧНЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Как показывают исследования различных систем регулирования, 
влияние нелинейностей на их динамику является в ряде случаев локаль¬ 
ным, если и вызывающим новые типы движения систем, то все же не 
меняющим основной характер движения, определяемый линеаризованной 
системой. 

Однако на практике часто приходится встречаться с системами 
автоматического регулирования, следящими системами и усилительно¬ 
преобразовательными устройствами, или сервомеханизмами регуляторов, 
имеющими существенные нелинейные характеристики, которые коренным 
образом влияют на динамику систем. 

Системы с такими существенными нелинейными характеристиками 
обычно не удается линеаризовать и исследовать как линейные. Такие 
системы исследуются на устойчивость с сохранением особенностей их 
нелинейных характеристик. 

В задачу настоящей главы не входит рассмотрение всего много¬ 
образия нелинейных характеристик различных объектов, регуляторов и 
их элементов. Мы постараемся по возможности выделить из числа 
существенных нелинейных характеристик типичные для систем автома¬ 
тического регулирования и показать, как эти типичные нелинейности 
могут быть представлены математически и выявлены экспериментально. 

1. НЕЛИНЕЙНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Движение различных объектов регулирования, элементов регуля¬ 
торов, сервомеханизмов и т. д. часто можно описать уравнениями вида: 

А^ = Х,-У, (і=1,2...п). (1) 

Так, например, в случае двигателя (/= 1) х = <*>—угловая скорость 
вращения вала машины, X = М дв — движущий момент, а У=М С — мо¬ 
мент. сопротивления. Коэфициент А — ^ — момент инерции вращающихся 
масс. 

В случае газового резервуара х = — плотность газа, Х=О п — 
количество подаваемого газа в единицу времени, У — О от — количество 
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отводимого газа в единицу времени, а коэфициент А = V — емкость 
газового резервуара. 

Правые части уравнений вида (1) могут являться различными функ¬ 
циями времени, обобщенных координат системы и их производных по 
времени. Коэфициенты левых частей также могут меняться как в 
функции времени, так и в зависимости от координат. 

Исходя из задачи настоящей главы, примем, что коэфициенты левой 
части уравнений (1) постоянны, и остановимся лишь на зависимостях 
правых частей уравнений (1) от обобщенных координат и их произ¬ 
водных. 

Эти зависимости представляют характеристики машин, процессов, 
устройств автоматического регулирования и т. д. при разных условиях 



Фиг. 1. Характеристики двигателя 
М с (^со) и М$ (/7г,о)). 


Фиг. 2. Характеристики притока газа 
в зависимости от противодавления р 
и сечения регулирующего органа /. 


и режимах их работы. Каждый конкретный объект, а также регуляторы, 
их сервомеханизмы и т. д. имеют свои особенности, которые и отра¬ 
жаются этими характеристиками. 

Нас будут интересовать выражения этих зависимостей при различных 
установившихся режимах, а потому такие характеристики, представляю¬ 
щие зависимость правых частей уравнений от координат в различных 
установившихся состояниях, называются статическими (см. гл. IV). 

В своем большинстве характеристики систем автоматического регу¬ 
лирования являются нелинейными характеристиками сложного вида. 
Так, например, если рассматривать двигатель, основным исходным урав¬ 
нением которого является вышеприведенное уравнение (1) для случая 
вращающихся масс, то движущий момент его зависит (приближенно) 
от координаты регулирующего органа т и угловой скорости со, а момент 
сопротивления — от угловой скорости со так, как это представлено на 
фиг. 1 (индексом о обозначено одно из равновесных состояний дви¬ 
гателя). 

Или, если рассматривать процесс заполнения газом объема V, 
исходным уравнением динамики которого является уравнение, выражаю¬ 
щее закон сохранения материи, то количество подаваемого газа в единицу 
времени можно представить приближенно, при постоянном давлении 
источника р а в зависимости от проходного сечения регулирующего 
органа / и давления газа р в резервуаре характеристикой, изображенной 
на фиг. 2, 
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Наконец, если рассматривать процесс движения электрического 
сервомотора с релейным управлением, то снова исходным уравнением 
движения его будет уравнение (1) для случая вращающихся масс. 

Движущий момент его будет зависеть от координаты входа упра¬ 
вляющего элемента — тока реле /, а момент сопротивления — от угловой 
скорости и нагрузки. Тогда характеристики его для различных посто¬ 
янных нагрузок будут иметь вид, графически изображенный на фиг. 3 
и 4. 


Отличительной особенностью некоторых характеристик звеньев систем 
автоматического регулирования является возможность линеаризации 
их, т. е. замены на некоторых участках в небольшом диапазоне пря¬ 
мыми, несущественно отличающи- 




, М' с /І' м с 

\ 3 , 1? 1/ 

г ; 

_ ////.,. 

^/7 

М д = СОП 21 

к 


к 


м" 

' ‘ С 1 




ш п 


со 


мися от этих характеристик. Ли¬ 
неаризация характеристик может 


ш 


м”=о 

М с , 

м" 

п с г 
М'с I 


'ср 


Фиг. 3. Характеристика электропри¬ 
вода постоянного тока, управляемого 
при помощи реле (М с — постоянные 
нагрузки). 


Фиг. 4. Характеристики элек¬ 
тропривода постоянного тока, 
управляемого при помощи 
реле. 


быть проведена и не для всех режимов работы систем автоматического 
регулирования, а для какого-либо одного, представляющего основной 
интерес. 

В этом случае нелинейные участки характеристик около опреде¬ 
ленного положении равновесия заменяются линейными (например, каса¬ 
тельными с угловыми коэфициентами, не равными нулю или беско¬ 
нечности), и проводимое для этого случая исследование устойчивости 
называется исследованием устойчивости в малом, т. е. справедливым 
лишь при малых колебаниях системы около данного положения равно¬ 
весия. 

Диапазон линеаризации зависит от вида этих нелинейных характери¬ 
стик и при сравнительно малой нелинейности может охватывать боль¬ 
шинство режимов работы исследуемой системы. 

Будем называть характеристики, линеаризуемые в достаточно широком 
диапазоне, или характеристики, диапазон линеаризации которых является 
не столь существенным для исследования устойчивости и качества пере¬ 
ходных процессов систем автоматического регулирования, несуществен¬ 
ными нелинейными характеристиками. 

Наряду с несущественными нелинейными характеристиками имеются 
такие, линеаризовать которые нельзя без потери их существенных 
особенностей. 


713 



К таким характеристикам относятся нелинейные характеристики, 
которые либо не могут быть линеаризованы в требуемом диапазоне 
изменения входной величины, либо представляются функциями, кото¬ 
рые не могут быть разложены в ряд Тейлора и пр. 

Отличительной чертой таких характеристик является также разрывной 
характер первой, второй и т. д. производных данной функции по входной 
координате. 

В качестве примеров устройств, имеющих такие характеристики, 
могут быть приведены ламповый генератор, нелинейный мост, сервомотор 
с постоянной скоростью, устройства, обладающие сухим трением, зазо¬ 
рами, релейной характеристикой и т. д. 

Будем называть такие характеристики существенно нели¬ 
нейными. 

В системах автоматического регулирования встречаются устройства 
с разнообразными существенно нелинейными характеристиками, но за 
последнее время рядом исследований нелинейных систем например [1] — 
[12] из всего многообразия их намечен класс существенно нелинейных 
характеристик, которые могут быть отнесены к типичным нелинейным 
характеристикам систем автоматического регулирования. 

Такие характеристики 1 включают в себя зоны нечувствительности, 
зоны (участки) линейности, зоны (участки) неоднозначности (или гисте¬ 
резиса), зоны (участки) насыщения и т. п. 


2. ВИДЫ ТИПИЧНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ СТАТИЧЕСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Прежде чем перейти к ознакомлению с примерами элементов 
и устройств систем автоматического регулирования, обладающих 
типичными нелинейными характеристиками, приведем различные виды их 
(табл. 1). 

В табл. 1 приведены не все возможные виды нелинейных характе¬ 
ристик, а наиболее характерные и часто встречающиеся в практике 
регулирования. 

Табл. 1 представляет примерную классификацию типичных нелинейных 
статических характеристик систем автоматического регулирования. Для 
наглядности выделения основных типичных зон и участков нелинейные 
характеристики представлены в апроксимированном виде с помощью 
кусочно-линейных функций. 

Заметим, что по оси абсцисс отложена входная координата устрой¬ 
ства х вхі а по оси ординат — выходная координата х вых , которые могут 
означать отклонения, скорости, ускорения и др. Физический смысл их 
будет разъяснен далее на конкретных примерах. 


1 В дальнейшем нелинейные характеристики разбиваются на зоны и участки. 
Участок характеристики, охватывающий начало координат, будем называть 
зоной. 
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Таблица 1 


Виды типичных нелинейных характеристик систем 
автоматического регулирования 
(примерная классификация) 


Наименова¬ 
ние харак¬ 
теристики 

Вид характеристики 

Краткое описание 
характеристики 

Основные зоны 
(участки) нелинейной 
характеристики 

Линейная 

Чых 

к 

Линейная характери¬ 
стика во всем диапа¬ 
зоне изменения вход- 

Линейная зона 


/ 

*ь 

ной координаты (х вх ) 


Нелиней¬ 
ная одно¬ 
значная 

Чых 

к 

Квадратичная харак¬ 
теристика (апрокси- 
мированная кусочно- 

Зона и участки 
линейности 


у 

Чх 

линейной функцией) 


То же 


и 

То же 

То же 


*6ых 






Чх 




И 

//; 

Чых 

/- 

Характеристика эле¬ 
мента с ограничен¬ 
ным изменением вы¬ 

Линейная зона, 
участки насы¬ 
щения 



Чх 

ходной координаты 
(отклонение, ско¬ 
рость, ускорение) 


* 

*бых 1 


То же при наличии пе¬ 
рекрытий в управля¬ 
ющем элементе, тре¬ 
ния в исполнитель¬ 
ном элементе и т. п. 

Зона нечувстви¬ 
тельности; 
участки линей¬ 
ности; участки 
насыщения 


_У 

Чх 

Нелиней¬ 
ная неодно¬ 
значная 

*5ш 
_/ 

7. 

Характеристика эле¬ 
мента при наличии 
зазора, трения 

Зона неодно¬ 

значности 

То же 

і 

/ Чх 

То же при наличии 
ограничения измене¬ 
ния выходной коор¬ 

Зона неодно¬ 

7"- 

значности; 
участки насы¬ 


/ 


динаты 

щения 


-/ / 
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Продолжение табл. 1 


Наименова¬ 
ние харак¬ 
теристики 


Вид характеристики 


Краткое описание . Основные зоны 

характеристики (участки) нелинейной 

характеристики 


Нелиней¬ 
ная неодно¬ 
значная 



То же при наличии пе¬ 
рекрытий в упра¬ 
вляющем элементе, 
предварительных на¬ 
тягов и т. п. 


Зона нечувстви¬ 
тельности; 
участки неод¬ 
нозначности 


То же 


Нелиней¬ 
ная неодно¬ 
значная 
несиммет¬ 
ричная 


Нелиней¬ 
ная одно¬ 
значная 



То же 


Зона нечувстви¬ 
тельности; 
участки неод¬ 
нозначности; 
участки насы¬ 
щения 


То же. Несимметрич¬ 
ная характеристика 


То же 


Характеристика эле¬ 
мента с отрицатель¬ 
ными перекрытиями 
(струйная трубка; 
и т. д.) 


Отрицательная 
зоны нечув¬ 
ствительности; 
участки линей¬ 
ности 


То же 



То же при ограничен¬ 
ности изменения вы¬ 
ходной координаты 


Отрицательная 
зоны нечув¬ 
ствительности; 
участки линей¬ 
ности; участки 
насыщения 
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Продолжение табл. 1 


Наименова¬ 
ние харак¬ 
теристики 


Вид характеристики 


Краткое описание 
характеристики 


Основные зоны 
(участки) нелинейной 
характеристики 


Нелйней- 

ная 


То же 


Релейная 

неодно¬ 

значная 


Релейная 

неодно¬ 

значная 

несим¬ 

метричная 


х 6ых I 

У . 


Чп 


Релейная х$ы Х 

однознач¬ 
ная < 




• Чх 



*5ых 




Чых 


х 6х 


Чх 


Чых 


+-Ш- 


Чх 


Характеристика эле¬ 
мента с релейным 
изменением выходной 
координаты за ли¬ 
нейной частью 


Характеристика релей¬ 
ного элемента, серво¬ 
мотора с постоянной 
скоростью и т. п. 


То же при наличии 
межконтактного рас¬ 
стояния, перекрытий 
и т. п. 


Характеристики релей¬ 
ного элемента при 
наличии зазора, ку- 
лонова трения и т. п. 


То же несимметричная 
характеристика 


Зона линейности; 
зона насыще¬ 
ния при релей¬ 
ном переходе 


Участки насы¬ 
щения 


Зона нечувстви¬ 
тельности; 
участки насы¬ 
щения 


Зона неоднознач¬ 
ности; участки 
насыщения 


То же 
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Продолжение табл. 1 


Наименова¬ 
ние харак¬ 
теристики 


Релейная 

неодно¬ 

значная 


Вид характеристики 


Краткое описание 
характеристики 


Основные зоны 
(участки) нелинейной 
характеристики 



То же несимметричная 
характеристика 


Зона нечувстви¬ 
тельности; 
участки насы¬ 
щения; участки 
неоднознач¬ 
ности 


То же 



Характеристики эле¬ 
мента с релейным 
управлением при 
учете в нем кулонова 
трения (сервомотор 
с релейным управле¬ 
нием при наличии 
трения) 


Участки неодно¬ 
значности, со¬ 
вмещенные с 
участками на¬ 
сыщения 


Линейное 

поле 

характе¬ 

ристик 



Характеристики линей¬ 
ного элемента при 
различных значениях 
параметра у (напри¬ 
мер, при различных 
постоянных нагруз¬ 
ках) 


Линейное поле 
характеристик 


Нелиней¬ 
ное поле 
характе¬ 
ристик 


То же 



Характеристики нели¬ 
нейного элемента 
при различных зна¬ 
чениях параметра у 
(сервомотор-, управ¬ 
ляемый отсечным зо¬ 
лотником при различ¬ 
ных постоянных на¬ 
грузках) 


Нелинейное 
поле характе¬ 
ристик, отра¬ 
жающее про¬ 
изведение двух 
переменных 


То же при ограничен¬ 
ном изменении вы¬ 
ходной координаты 


То же 
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Продолжение табл. 1 


Наименова¬ 
ние харак¬ 
теристики 


Вид характеристики 


Краткое описание 
характеристики 


Нелиней¬ 
ное поле 
характе¬ 
ристик 


То же 


/ 



Характеристики нели¬ 
нейного элемента при 
различных значениях 
параметра у и при 
ограничении измене¬ 
ния выходной коор¬ 
динаты (сервомотор, 
управляемый струй¬ 
ной трубкой, дроссе¬ 
лями и т. п., при раз¬ 
личных постоянных 
нагрузках) и т. п. 

Характеристики нели¬ 
нейного элемента при 
учете сухого трения 
в сервомоторе, рас¬ 
стояния между соп¬ 
лами струйного упра¬ 
вляющего элемента 
и т. п. 


Поле 

релейных 

характе¬ 

ристик 



Характеристики эле¬ 
мента с релейным 
управлением для раз¬ 
личных постоянных 
нагрузок при учете 
межконтактного рас¬ 
стояния и т. п. 


Основные зоны 
(участки) нелинейной 
характеристики 


Зона линейности 
(линейное поле 
характеристик); 
участки насы¬ 
щения (нели¬ 
нейное поле 
характеристик) 


Зона нечувстви¬ 
тельности; 
участки линей¬ 
ности (линей¬ 
ное поле ха¬ 
рактеристик); 
участки насы¬ 
щения (нели¬ 
нейное поле 
характеристик) 

Зона нечувстви¬ 
тельности; 
участки насы¬ 
щения (нели¬ 
нейное поле 
характеристик) 


То же 
неодно¬ 
значное 



То же при учете коэ- 
фициента возврата 
реле и т. п. 


Зона нечувстви¬ 
тельности; 
участки не¬ 
однозначности; 
участки насы¬ 
щения 


Нелиней¬ 
ное поле 
характе¬ 
ристик 



Характеристики эле¬ 
мента при учете 
гистерезисных 
свойств и зависи¬ 
мости от величины 
изменения входной 
координаты 


Поле нелиней¬ 
ных неодно¬ 
значных харак¬ 
теристик 
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3. ТИПИЧНЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ характеристики 
СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 


Рассмотрим ряд примеров устройств автоматического регулирования, 
имеющих типичные нелинейные характеристики. 

В качестве первого примера возьмем характеристику гидравлического 
сервомотора, управляемого отсечным золотником. 

На фиг. 5 изображена схема этого устройства, а на фиг. 6 — его 
статическая характеристика [а = ср (а), где р. — относительная величина 

скорости поршня серво¬ 
мотора; с — относитель¬ 
ный ход золотника; 7^ — 
время сервомотора. 

Характеристика пред¬ 
ставляет зависимость ско¬ 
рости перемещения нена- 
груженного поршня сер¬ 
вомотора от хода золот¬ 
ника при отключенной 
обратной связи. Эта ха¬ 
рактеристика является не¬ 
четной функцией и может 
быть представлена в сле¬ 
дующем виде: 

ср(а) = —ср(—а). (2) 



Фиг. 5. Схема гидравлического сервомотора, 
управляемого отсечным золотником. 


Такая нелинейная 
функция может быть 
апроксимирована с доста¬ 
точной для целей прак¬ 
тики точностью кусочно¬ 


линейной функцией, как это представлено пунктирной линией на фиг. 6. 

Как действительная, так и апроксимированная функции включают 
в себя три типичные зоны (или участки) характеристики: зону нечув¬ 
ствительности, участки линейности и участки насыщения. В дальнейшем 
для простоты изложения будем описывать нелинейные характеристики, 
апроксимированные кусочно-линейной функцией. 

В зоне нечувствительности выходная координата сервомотора — ско¬ 
рость поршня его — не изменяется и равна нулю, несмотря на наличие 
входного сигнала. 


Значения <з = +а е , при которых [х^=0, определяют величину зоны 
нечувствительности. 

В данном примере зона нечувствительности вызывается в основном 
наличием перекрыш поршней золотника относительно впускных окон его. 

На участке линейности выходная координата изменяется примерно 
пропорционально величине открытия окон золотника как при открытии 
окна, впускающего масло в одну полость поршневого исполнительного 
механизма, так и при открытии окна, впускающего масло в противо¬ 
положную полость. 
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При дальнейшем перемещении золотника, если увеличения проходных 
сечений больше не происходит, то количество поступающего масла 
остается неизменным. Скорость поршня на этом участке хода золотника 
постоянна и не зависит от величины перемещения его. 



На характеристике эти явления отражаются участком насыщения, 
распространяющимся от а л (соответственно от — а л ) до а ш (также —а ш ) 
максимального хода золотника. 

Приведенный пример отражает типичные нелинейности в системе 
автоматического регулирования и в то же время показывает, что харак¬ 
теристика такого сервомотора представляет существенно нелинейную 
функцию. 



Фиг. 7. Графики изменения скорости безинерционного гидро¬ 
привода во времени при синусоидальном колебании золотника. 


Для того чтобы более наглядно показать существенную нелинейность 
такой характеристики, на фиг. 7 приведены графики изменения скорости 
гидравлического поршневого исполнительного механизма во времени 
при синусоидальном колебании золотника. 

Покажем теперь, как нелинейная характеристика сервомотора может 
быть представлена математически. 
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Математическое выражение этой характеристики для случая апро- 
ксимирования ее с помощью кусочно-линейной функции запишется 
в следующем виде: 

+ 4- при а > а л ; 

1 8 

4- (а — а,) при а > а е ; 

1 8 

ср (а) = .0 при | о | < в е ; ( 3 ) 

4- (о -}- о.) при о < —а г ; 

1 5 

-уг- при о < — а,. 

В качестве другого примера возьмем характеристику мембранного 
исполнительного механизма, нагруженного гидравлическим золотником 
и нулевой пружиной. Схема этого устройства изображена на фиг. 8, 
а статическая характеристика его а =/ (р) — на фиг. 9, где а — отно¬ 
сительный ход золотника, р — относительная величина перепада давления 
воздуха на мембране. 

Характеристика представляет зависимость перемещения золотника, 
поджатого нулевой пружиной от перепада давления воздуха по сторонам 
мембраны. 

От маслопомпы 


Фиг. 8. Схема мембранного механизма, нагруженного 
золотником. 

Эта характеристика, снятая при прямом и обратном ходе, т. е. при 
изменении перепада давления воздуха сначала в одном направлении, 
а затем в другом, показывает, что зависимость между аир предста¬ 
вляет существенно нелинейную неоднозначную функцию. 

В характеристике можно выделить две типичные зоны нелинейности: 
зону нечувствительности и участки неоднозначности. Последние имеют 
вид петель. Участки неоднозначности характеристики могут перекрывать 
частично или полностью зону нечувствительности. 

Линейные участки характеристики показывают, что на этих участках 
выходная координата а изменяется (для р>0) пропорционально разности 
(р-ре 2 ) при движении в одну сторону и разности (р — р е1 ) при дви¬ 

жении в другую сторону* 
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Появление зоны нечувствительности в этом примере вызывается 
наличием предварительной затяжки нулевой пружины и сухим трением 
в золотнике. 

Появление участков неоднозначности вызывается наличием сухого 
трения в золотнике. Наклон линейных участков характеристики опре¬ 
деляется коэфициентом жесткости нулевой пружины. 

Необходимо отметить, что вид статической характеристики такого 
устройства во многом зависит от гидродинамических усилий, действую¬ 
щих на поршни золотника при протекании через него масла и особенно 
при открытии и закрытии окон золотника. 

Для золотников с поршнями диаметром до 6 мм и при давлении 
масла на входе до 10 кг\см 2 эти гидродинамические усилия сравнительно 


(б)х 

пм 



Фиг. 9. Статическая характеристика мембранного 
механизма, нагруженного золотником. 


малы, но для золотников больших диаметров таким явлением уже 
нельзя пренебречь, так как оно значительно влияет на увеличение зоны 
нечувствительности. Явления в золотниках, связанные с гидродинамикой, 
сравнительно мало изучены; можно указать лишь на работу А. В. Щег¬ 
ляева [15], в которой приведены некоторые результаты эксперимен¬ 
тальных исследований и рекомендации относительно конструктивного вы¬ 
полнения золотников. 

На фиг. 9 приведена экспериментальная характеристика а = ср(р) при 
включенном и выключенном подводе масла для золотника диаметром 
6 мм при давлении масла на входе 10 кг/см 2 . Характеристика позво¬ 
ляет примерно выявить влияние гидродинамических усилий для данного 
типа золотника. Благодаря наличию сухого трения в золотнике поршень 
золотника остается неподвижным, пока сила, действующая на него, не 
превысит силы трения. Вследствие же наличия предварительной затяжки 
нулевой пружины поршень золотника начнет перемещаться только тогда, 
когда сила, действующая на золотник, будет больше не только силы 
трения, но и силы предварительной загяжки пружины. 

Таким образом, величина зон нечувствительности будет определяться 
суммарной величиной сил сухого трения и предварительной затяжки 
пружины. 

46* 
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При уменьшении перепада давления воздуха на мембране, т. е. при 
уменьшении силы, действующей на золотник, поршень золотника остается 
неподвижным в отклоненном состоянии, пока перепад давлений не 
уменьшится на величину, соответствующую удвоенной силе трения; 

таким образом, ширина петли опре¬ 
деляется удвоенной величиной силы 
сухого трения. 

Если допустить, что в золотнике 
нет сухого трения, то характери¬ 
стика а = ср 1 (р) при наличии только 
предварительной затяжки пружины 
будет иметь вид, графически изобра¬ 
женный на фиг. 10. 

Графики перемещения золотника 
во времени при синусоидальном ко¬ 
лебании усилия, действующего на 
него, приведены на фиг. 11. 

Математическое описание харак¬ 
теристики (фиг. 10) аналогично дан¬ 
ному ранее для характеристики (см. фиг. 6). Если же допустить, что 
в золотнике действуют силы сухого трения, а предварительной затяжки 
у нулевой пружины нет, то статическая характеристика изменится и 
будет иметь вид, графически изображенный на фиг. 12. 



Фиг. 10. Характеристика мембранного 
устройства, нагруженного золотни¬ 
ком и нулевой пружиной, при учете 
только предварительной затяжки ее. 



Фиг. 11. Графики перемещения золотника во времени 
при синусоидальном колебании перепада давления воз¬ 
духа на мембранном устройстве (сдвиг по фазе между 
р и а не учитывается; устройство рассматривается как 
статическое звено с характеристикой, изображенной 
на фиг. 10). 

В этом случае статическая характеристика с=/ 2 (р) имеет гистере¬ 
зисный вид и зависит не только от значения р, но и от знака скорости 
изменения а. 

Для наглядности представления движения элемента с такой харак¬ 
теристикой на фиг. 13 изображены графики изменения а во времени при 
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синусоидальном колебании р в случае, если само устройство можно 
рассматривать как статическое звено с данной нелинейной характе¬ 
ристикой. 

Характерным является появление 
(на этих участках изменение а не 
происходит), вызванное наличием 
сухого трения в золотнике. В отли¬ 
чие от графика фиг. 11 выходная 
координата а не задерживается в зоне 
покоя в области нулевых значений. 

Эти особенности приводят к суще¬ 
ственному различию влияния на ди¬ 
намику систем автоматического ре¬ 
гулирования устройств с сухим тре¬ 
нием и предварительной затяжкой 
пружины, хотя нечувствительность 
системы может иметь одно и то же 
значение. 

Характеристика устройства с су¬ 
хим трением математически может 
быть представлена так: 

Ва = р — ез^па, (4) 

где 8 — коэфициент нечувствительности, характеризующий величину 
силы трения, а з^па-^+І при а > 0 и з^па=—1 приа<0. Если же 



Фиг. 13. График перемещения золотника во вре¬ 
мени при синусоидальном колебании перепада да¬ 
вления воздуха на мембранном устройстве (сдвиг 
фаз между а и р не учитывается, устройство рас¬ 
сматривается как статическое звено с характе¬ 
ристикой, изображенной на фиг. 12). 

а — 0, то уравнение заменяется соотношением а = а 0 , выражающим, что 
в течение некоторого промежутка времени координата а имеет неиз¬ 
менное значение а 0 , соответствующее моменту остановки золотника. 
Это означает также, что, пока входная координата не изменится 
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участков „зависания “ координаты а 



Фиг. 12. Характеристика мембранного 
устройства, нагруженного золотником 
и пружиной, при учете сухого трения 
в золотнике. 





настолько, чтобы превысить силу сухого трения, выходная координата, 
не будет изменяться. Поэтому при изменении направления действия 

выходная координата начнет изменяться лишь 
тогда, когда значение входной координаты 
изменится на величину, равную удвоенному 
значению силы сухого трения. 

Характеристика устройства с сухим тре¬ 
нием может быть еще описана и так: 

оа = р — е, если | 8а — р | > © и а>0; 

оа = р-)-е, если | 8а — р | > е и а < 0; 

а = соп8І:* если |оа—р|<е. (5) 

Рассмотрим еще одну типичную нелиней¬ 
ную характеристику, часто встречающуюся 
Фиг. 14. Схема управления в системах автоматического регулирования, 
электроприводом от реле. особенно когда элементом, управляющим 

включением и выключением вспомогатель¬ 
ной энергии, является электрическое реле. 

В качестве примера возьмем устройство, представляющее электри¬ 
ческий сервомотор, управляемый с помощью реле. 

Схема этого устройства изображена на фиг. 14, а статическая 
характеристика реле — на фиг. 15. 

Характеристика представляет зависимость напряжения и , вклю¬ 
чаемого реле на клеммы мотора (обычно через промежуточные 
рабочие реле), от тока управления і. Включенное напряжение является 
выходной координатой 
элемента, а ток управле¬ 
ния — входной коорди¬ 
натой. Эта характери¬ 
стика представляет собой 
так называемую релейную 
характеристику, отличи¬ 
тельной особенностью ко¬ 
торой является то, что 
выходная координата — 
напряжение — изменяется 
скачком в зависимости Фиг. 15. Статическая характеристика реле, 

от изменения входной ко¬ 
ординаты— тока управления — и может принимать одно из трех значе- 
ний: +н от , 0, —и т . 

Такая характеристика является ярким примером существенно нели¬ 
нейной функции. 

Здесь опять можно выделить три типичные зоны нелинейности 
характеристики, а именно: зону нечувствительности, участки неоднознач¬ 
ности и участки насыщения. 
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Зона нечувствительности определяется величиной тока срабатывания 
реле, которая, в свою очередь, определяется межконтактным расстоя¬ 
нием, а также тем, что для срабатывания реле необходимо создать 
определенное давление между его подвижным и неподвижным контак¬ 
тами и т. п. 

Участки неоднозначности представляют петли, образуемые вертикаль¬ 
ными и горизонтальными участками характеристики. В этом случае 
релейного включения энергии уже нет линейных участков характеристики. 
Петля характеристики вызывается тем, что ток отпускания реле имеет 
меньшее значение, чем ток срабатывания. 



Фиг. 16. График изменения напряжения и времени 
включаемого реле при синусоидальном колебании тока 
управления (устройство рассматривается как статиче¬ 
ское звено с характеристикой, изображенной на 
фиг. 15). 


Таким образом, для одного и того же значения тока управления 
в пределах тока срабатывания и тока отпускания реле могут быть два 
значения включаемого напряжения: +и ш и и = 0. 

Участки насыщения определяются релейным характером включения 
энергии, а именно: по достижении током управления величины, равной 
току срабатывания, происходит включение напряжения на полное зна¬ 
чение, которое и остается неизменным для всех значений тока управления, 
больших величины тока срабатывания реле (при обратном ходе — 
больших величины тока отпускания реле). 

График изменения напряжения включаемого реле при синусоидальном 
колебании тока управления реле приведен на фиг. 16. 

В отличие от предыдущего случая неоднозначной характеристики, 
вызываемой сухим трением, выходная координата (напряжение и) в области 
нулевых значений входной координаты равна нулю. Однако в силу разных 
значений токов срабатывания и отпускания реле выключение напряжения 
происходит с некоторым запаздыванием по сравнению с моментом 
включения напряжения. 
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В заключение приведем математическое выражение нелинейной харак 
теристики релейного типа: 
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Рассмотренные примеры характеристик различных устройств автома¬ 
тического регулирования (гидравлического сервомотора, мембранного 
механизма, нагруженного золотником и нулевой пружиной, электриче¬ 
ского реле) показывают, что в каждой из таких характеристик обнару¬ 
живаются типичные нелинейности. 

Так, в первом примере типичными нелинейностями являются зона 
нечувствительности и участки насыщения, а также встроенные между 
ними линейные участки. 

Во втором примере типичные нелинейности — зона нечувствительности 
и участки неоднозначности, причем последние представляют петли, 
составленные из двух линейных участков характеристики, раздвинутых 
между собой на ширину петли. 

Во втором дополнительном примере (с сухим трением в золотнике) 
зона нечувствительности и участки неоднозначности совмещены, образуя 
зону неоднозначности в виде петли, составленной из двух линейных и 
двух горизонтальных участков. При этом такой вид характеристики 
может быть и у устройств без сухого тренья, например у некоторых 
устройств, имеющих зазоры. 

В третьем примере типичными нелинейностями являются зона нечув¬ 
ствительности, участки неоднозначности и участки насыщения. Отличи¬ 
тельной особенностью такой характеристики является ее релейный вид. 

Здесь также возможны разные модификации такой релейной харак¬ 
теристики, связанные с различными причинами, обусловившими нели¬ 
нейности. 
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Так, возможна релейная характеристика, в которой совмещены зона 
нечувствительности и участки неоднозначности, образуя зону неодно¬ 
значности в виде петли, составленной из двух вертикальных и двух 
горизонтальных участков, например характеристика устройств с сухим 
трением и релейным включением энергии. 

Зона нечувствительности практически всегда имеется в системах 
автоматического регулирования, но теоретически иногда принимается, 
что эта зона в силу незначительности ее отсутствует. Выходная коорди¬ 
ната реле в этом случае принимается (в пределе) равной нулю при нулевом 
значении входной координаты и равной максимальному значению с тем 
иным знаком в зависимости от направления подхода входной координаты 
к нулевому значению. 

При отсутствии петли в релейной характеристике и зоны нечув¬ 
ствительности получим известную характеристику регулирующих 
устройств типа „да — нет* или характеристику, принимаемую для серво¬ 
мотора с постоянной скоростью. Если же учитывать зону нечувствитель¬ 
ности, то придем также к известной релейной характеристике трех¬ 
позиционного типа или к характеристике сервомотора с постоянной 
скоростью и зоной нечувствительности и т. п. 

Таким образом, к типичным нелинейным характеристикам систем 
автоматического регулирования, следящих систем и сервомеханизмов 
могут быть отнесены характеристики, содержащие зоны нечувствитель¬ 
ности, зоны неоднозначности, зоны насыщения, а также различные харак¬ 
теристики релейного типа. 

Характеристики эти могут представлять разнообразные комбинации 
указанных выше нелинейностей, из которых некоторые могут и отсут¬ 
ствовать. 

Следует отметить, что этим все же не исчерпывается представление 
о нелинейных характеристиках, поскольку приведенные нелинейности 
могут по-разному отражаться в уравнениях движения различных устройств 
автоматики. В частности, такие нелинейные характеристики могут быть 
у элементов систем автоматического регулирования, для которых ура¬ 
внение динамики представляется возможным заменить уравнением связи 
между входной и выходной координатами. В этом случае нелинейности 
не входят в диференциальное уравнение. 

Нелинейности эти могут присутствовать в характеристиках чувстви¬ 
тельных элементов и их датчиков, в преобразующих устройствах, 
в усилительных устройствах, составляющих совместно со стабилизирую¬ 
щими устройствами сервомеханизмы и т. д. 

Кроме того, нелинейности такого типа могут быть и в характе¬ 
ристиках связей между исполнительными элементами и регулирующими 
органами, а также и в характеристиках самих регулирующих 
органов. 

Все это приводит к тому, что влияние этих типичных нелинейностей 
на динамику систем автоматического регулирования и их устройств 
различно и зависит не только от природы нелинейных харак¬ 
теристик, но также и от того, какому элементу системы автоматиче¬ 
ского регулирования они присущи и как отражаются в уравнениях 
движения. 
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В связи с этим целесообразно подробнее рассмотреть причины, 
вызывающие появление перечисленных типичных нелинейностей в харак^ 
теристиках различных устройств автоматического регулирования, и их 
влияние на вид этих характеристик. 

4. ЗОНЫ НЕЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 

Дадим определение понятия нечувствительности системы автомати¬ 
ческого регулирования. 

Если на вход систем автоматического регулирования или ее элемен¬ 
тов, обладающих нечувствительностью, подается сигнал, то пока вели¬ 
чина этого сигнала не превысит некоторого определенного значения,на 
выходе систем автоматического регулирования не возникнет никакого 
ответного сигнала. Это пороговое значение входного сигнала определяет 
величину нечувствительности данного устройства или системы автомати¬ 
ческого регулирования. 

Пороговые значения входных сигналов разных знаков (разных 
направлений) определяют величину зоны нечувствительности. 

Для выявления зоны нечувствительности снимается статическая 
характеристика систем автоматического регулирования или ее элемента, 
представляющая зависимость выходного сигнала (выходной координаты) 
от входного сигнала (входной координаты). 

Зона нечувствительности отразится в виде некоторого участка ста¬ 
тической характеристики, расположенного по оси абсцисс (ось входной 
координаты) около начала координат с ординатой (выходная коорди¬ 
ната), равной нулю. 

Появление зон нечувствительности в характеристиках различных 
элементов систем автоматического регулирования может вызываться 
различными причинами, зависящими от конструктивного выполнения 
данного устройства, типа его, вида вспомогательной энергии и т. д. 

Заметим при этом, что как природа нечувствительности, так и то, 
в характеристике какого элемента систем автоматического регулирования 
имеется зона нечувствительности (чувствительного, усилительного, 
исполнительного и т. п.), существенно различно влияют на динамику 
систем автоматического регулирования. В одних случаях наличие зоны 
нечувствительности может вызвать неустойчивость системы или автоко¬ 
лебания ее, а в других случаях, наоборот, способствовать устойчивости 
ее и подавлению автоколебаний. 

Нечувствительность систем автоматического регулирования может 
вызываться, например, перекрышами в управляющих элементах типа 
сопло — заслонка; перекрышами в пневматических и гидравлических 
золотниках; предварительной затяжкой нулевых пружин; сухим трением 
в подвижных частях различных элементов систем автоматического регу¬ 
лирования (чувствительном, измерительном, усилительном, исполнитель¬ 
ном и т. д.); внешней нагрузкой постоянного действия и другими 
видами нагрузки; зазорами в шарнирных и зубчатых соединениях 
элементов систем автоматического регулирования; зазорами между 
контактами электрического устройства; контактным давлением в реле, 
определяющим ток срабатывания, и т. п. 
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Рассмотрим ряд примеров устройств автоматического регулирования, 
обладающих нечувствительностью, вызванной одним из перечисленных 
факторов, а также, как влияет этот фактор на вид статической характе¬ 
ристики. 

На фиг. 17 изображена схема пневматического усилителя, состоя¬ 
щего из управляющего элемента типа сопло — заслонка и мембранного 



исполнительного механизма. Входной координатой является угол поворота 
заслонки а, выходной координатой — перепад давлений воздуха по 
сторонам мембраны Ар. Статическая характеристика этого элемента 
изображена на фиг. 18. Характеристика — однозначная, и зона нечув¬ 
ствительности определяется только углом перекрыши заслонки. 



Фиг. 18. Статическая характеристика пневмоусилителя. 

Если сопла пневмоусилителя приводятся через зубчатую передачу, 
как это изображено на фиг. 19, то статическая характеристика пневмо- 
усилителя вследствие наличия зазора А в передаче будет иметь петлевой 
вид (фиг. 20). Входной координатой в этом случае будет угол поворота 
конического зубчатого колеса р. Зона нечувствительности определится 
не только углом перекрыши заслонки а Л , но и зазором в передаче А. 
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Фиг. 19. Схема управляющего элемента сопло — за 
слонка с приводом через зубчатую передачу (в пере 
даче имеется зазор). 
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Фиг. 20. Статическая характеристика усилителя при наличии 
зазора в передаче. 
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Величина ее, приведенная к углу поворота ведущей шестерни, равна 
2 ( Рл + -у) • 

Влияние перекрыши золотника, предварительной затяжки нулевой 
пружины и сухого трения в золотнике на нечувствительность и соот¬ 
ветствующие этим случаям статические характеристики нами уже 
рассмотрены. 



Фиг. 21. Схема передающего устрой¬ 
ства с зазором и нулевой пружи¬ 
ной. 



Фиг. 22. Статическая характе¬ 
ристика передающего устрой¬ 
ства с зазором. 


На фиг. 21 изображена схема передающего устройства с зазором 
и нулевой пружиной, удерживающей поводок в среднем положении. 
Статическая характеристика такого элемента изображена на фиг. 22. 
Существенным здесь является то, что, несмотря на наличие зазора, 
характеристика не имеет петли и является однозначной. Зона нечувстви¬ 
тельности определяется величиной зазора. 



а — схема передающего устройства с зазором Д; б — схема устройства, 
имитирующего трение вала в колодке. 


Характеристика такого же устройства, но без нулевой пружины 
(фиг. 23, а), уже неоднозначна. Зона нечувствительности попрежнему 
равна зазору А (фиг. 24). 

На фиг. 23, б изображена схема устройства, имитирующего трение 
вала в колодке. Момент, прикладываемый на вход, пропорционален углу 
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скручивания а. Величина момента сухого трения пропорциональна 

Устройство имеет такую же характеристику, как и на фиг. 24 (с петдей, 
ширина которой равна А). Зона нечувствительности также равна А. 

На фиг. 14 представлена элементарная схема управления электро¬ 
мотором с помощью реле, которую мы уже рассматривали. Пусть 
входной координатой является угол поворота подвижного контакта 



Фиг. 24. Статическая характеристика 
устройств. 
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Фиг. 25. Статическая характери¬ 
стика устройств. 


возврата реле можно не учитывать и считать равным единице, то ста¬ 
тическая характеристика такой системы будет иметь вид, графически 
изображенный на фиг. 25. Характеристика является однозначной релей¬ 
ного типа. Зона нечувствительности в этом случае определяется рас¬ 
стоянием между контактами. 

На фиг. 26 приведена схема гидравлического исполнительного меха¬ 
низма, управляемого струйной трубкой. В подвижных частях привода 
имеется трение (трение в подшипниках, в уплотнении, между поршнем 

и цилиндром и т. п.). 
Гидропривод не нагру¬ 
жен. Входной координа¬ 
той является ход струй¬ 
ной трубки 7 ), выходной 
координатой — скорость 
перемещения поршня гид¬ 
ропривода р.. 

Статическая характери¬ 
стика такого устройства 
изображена на фиг. 27. 
Характерным является то, что влияние сухого трения в этом случае 
аналогично влиянию перекрыш в отсечном золотнике. Характеристика 
в таких координатах не имеет петли. Попутно отметим, что сухое 
трение в гидроприводах с отсечными золотниками будет сказываться 
по-иному: в статических характеристиках типа р. = / 7 (а) при постоянном 
давлении масла перед золотником проявление его нельзя будет об¬ 
наружить. 
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Фиг. 26. Гидропривод, управляемый струйной 
трубкой. 



Как видно из фиг. 27, зона нечувствительности для рассматриваемого 
устройства определится величиной силы сухого трения. 

Если такой привод со струйной трубкой работает на преодоление 
сопротивления, пропорционального его перемещению (пружинная на¬ 
грузка), то его статическая характеристика в координатах р, (переме¬ 
щение привода) и т] (отклонение струйной трубки) будет иметь петлю, 
ширина которой опреде¬ 
ляется величиной силы су¬ 
хого трения. 

Отметим, что если гид¬ 
роприводу, управляемому 
струйной трубкой, прихо¬ 
дится преодолевать нагрузку 
постоянной величины + О , 
то зона нечувствительности 
его увеличивается. Харак¬ 
теристика будет иметь при¬ 
мерный вид, изображенный 
на фиг. 27 пунктирной ли¬ 
нией. В то же время у гид¬ 
ропривода, управляемого отсечным золотником, нагрузка такого рода 
не вызовет увеличения зоны нечувствительности. 

Влияние зазоров между контактами и контактного давления на 
нечувствительность и соответствующие этим случаям характеристики 
нами рассмотрены ранее. 

5. ЗОНЫ ЛИНЕЙНОСТИ И ЗОНЫ НЕОДНОЗНАЧНОСТИ 

В зонах линейности выходная координата изменяется пропорцио¬ 
нально разности текущего значения входной координаты и значения ее, 
соответствующего порогу нечувствительности. Угол наклона этой части 
характеристики определяет передаточный коэфициент системы автома¬ 
тического регулирования или ее элемента при отсутствии зоны нечув¬ 
ствительности. 

По мере увеличения угла наклона характеристика приближается 
к релейному виду. 

Если характеристика устройства однозначна, то наличие зоны 
нечувствительности снижает передаточный коэфициент системы (услов¬ 
ный). На фиг. 18 пунктиром изображена статическая характеристика 2 
пневмоусилителя при отсутствии зоны нечувствительности, а линиями 
тире с точкой изображен ряд линейных апроксимаций характеристики 
5, 4 и 5. Из этой фигуры видно, что передаточный коэфициент для 
различных линейных апроксимаций характеристики все же ниже, чем 
для устройства без зоны нечувствительности (характеристика 2 ). 

Если характеристика устройства неоднозначна и имеет вид петли 
(например, фиг. 24), то передаточный коэфициент (условный) может 
иметь меньшее и большее значение (характеристики 2 и 3) по сравне¬ 
нию с передаточным коэфициентом устройства без люфта (характе¬ 
ристика /). 



Фиг. 27. Статическая характеристика гидро¬ 
привода, управляемого струйной трубкой, при 
наличии сухого трения в приводе. 
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Наличие линейных участков в характеристике вызывается желанием 
иметь пропорциональное изменение выходной координаты для повышения 
устойчивости системы. Поэтому ширина зоны линейности зависит 
в первую очередь от условий устойчивости и качества регулирования, 
а кроме того, определяется и конструктивным выполнением того или 
иного элемента систем автоматического регулирования. В некоторых 
случаях в системах автоматического регулирования используются готовые 
элементы, у которых ширина зоны линейности выбрана по конструк¬ 
тивным соображениям (например, усилители, выполненные на электронных 
лампах). 

Во многих случаях у весьма различных устройств автоматики 
нелинейные характеристики не имеют зоны линейности, а имеют зоны 
неоднозначности, представляющие в апроксимированном виде линейные 
участки, раздвинутые на ширину петли. При этом зоны неоднозначности 
могут частично или полностью перекрывать зону нечувствительности 
(см. фиг. 20 и 24). Этому одновременно сопутствует и раздвижение 
зон насыщения характеристики. 

Для характеристик с зонами неоднозначности обычным является то, 
что в динамике выходная координата того или иного устройства изме¬ 
няется по одной ветви при положительном знаке скорости и по другой 
ветви — при отрицательном знаке скорости изменения ее. Однако могут 
существовать и частные (менее характерные) виды движения, которым не 
будут соответствовать изменения выходной координаты по той или иной 
ветви в зависимости от значения входной координаты и знака ее скоро¬ 
сти. Это обстоятельство указывает на то, что такая характеристика не 
может быть представлена однозначно не только как функция входной 
координаты, но и в виде функции входной координаты и скорости 
изменения ее. 

Так же как и в случае зоны линейности, сужение линейных участков 
зоны неоднозначности приводит к увеличению угла наклона линейных 
участков ее, и в пределе такая характеристика переходит в характе¬ 
ристику релейного типа с петлей, которая будет образовываться верти¬ 
кальными участками характеристики. 

У некоторых устройств автоматики петлевые характеристики не 
остаются постоянными при любом значении входной координаты, 
а, например, увеличиваются (ширина петли) по мере увеличения входной 
координаты. 

Появление зон неоднозначности в характеристиках может вызываться 
различными причинами и в основном тогда, когда имеется последействие. 
Примером такого последействия могут служить гистерезисные характе¬ 
ристики магнитопроводов различных электрических элементов и устройств 
автоматики. 

Отсюда характеристики, имеющие зоны неоднозначности — петли, 
часто называются характеристиками гистерезисного типа. 

Приведенные примеры устройств автоматики (см. фиг. 8, 17 и 19) 
и их нелинейные характеристики (см. фиг. 9 и 19) иллюстрируют то 
общее положение, что образование зон неоднозначности в характери¬ 
стиках механических устройств обусловлено обычно наличием трения 
в их элементах, зазоров в связях и т. п. 
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Петлевые характеристики также часто бывают у электрических 
управляющих элементов автоматики релейного типа. 

В заключение заметим, что наличие зон неоднозначности в харак¬ 
теристике систем автоматического регулирования может вызывать 
неустойчивые процессы или автоколебания систем. В настоящее время 
применяются специальные средства, позволяющие если не полностью, то 
в значительной мере локализовать вредное действие таких петлевых 
характеристик. К таким средствам относится, например, введение в схему 
автоматического регулирования вибрационных устройств. 

6. ЗОНЫ НАСЫЩЕНИЯ 

В зонах насыщения выходная координата системы автоматического 
регулирования или ее устройства не меняется с изменением входной 
координаты. В характеристике это отражается наличием участка, парал¬ 
лельного оси абсцисс. 

Характерным примером могут служить гидравлический сервомотор 
и пневмоусилитель (см. фиг. 5 и 17). Для наглядности примем, что зона 
нечувствительности отсутствует. Тогда вслед за линейной зоной в харак¬ 
теристике расположатся участки насыщения. Если в линейном диапазоне 
для рассматриваемых случаев передаточный коэфициент системы остается 
постоянным, то по мере вхождения в зону насыщения значение пере¬ 
даточного коэфициента (условное) будет падать, т. е. передаточный 
коэфициент такой нелинейной характеристики всегда будет меньше, 
чем у ее линейной зоны. Поэтому если система автоматического регу¬ 
лирования с такой нелинейной характеристикой может при некотором 
передаточном коэфициенте (линейной зоны) приходить в расходящиеся 
колебания, то при отклонении выходной координаты за линейную зону 
передаточный коэфициент усиления будет снижаться и в системе могут 
установиться стационарные колебания (автоколебания). 

Наличие зон насыщения в характеристиках систем автоматического 
регулирования объясняется ограниченными мощностями вспомогательных 
источников энергии, ограниченными размерами элементов и устройств и пр. 
При разработке тех или иных устройств стремятся повысить передаточный 
коэфициент, с тем чтобы получить возможно большее быстродействие 
системы. Однако выдерживать во всем необходимом диапазоне изменения 
входной координаты требуемый передаточный коэфициент часто кон¬ 
структивно весьма сложно, так как это может привести к резкому 
увеличению потребляемых мощностей, а также габаритов, весов и т. п. 

В то же время так как устойчивость обеспечивается малыми откло¬ 
нениями относительно заданного состояния, для этого обычно доста¬ 
точно узкого диапазона линейности характеристики. Наличие же широ¬ 
кого диапазона насыщения способствует быстрому возвращению регули¬ 
руемого параметра системы автоматического регулирования к заданному 
состоянию, что повышает качество регулирования и стабилизации. 

Ярким примером устройства, имеющего теоретически наибольшее 
быстродействие, является система автоматического регулирования с ре¬ 
лейной характеристикой включения энергии. Однако получить при такой 
характеристике устойчивую систему является не таким простым делом. 
В том случае, если не применяются специальные стабилизирующие 
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средства, которые в конечном , счете приводят к искусственному вве¬ 
дению линейного участка в характеристику системы, устойчивость про¬ 
цесса при таких нелинейных характеристиках возможно получить лишь 
за счет загрубления системы, т. е. за счет увеличения зоны нечувстви¬ 
тельности автомата. 

Приведем ряд примеров, иллюстрирующих образование в характе¬ 
ристике зоны насыщения. 

Пневмоусилитель (см. фиг. 18) в узком диапазоне изменения входной 
координаты (угла поворота сопел относительно заслонки) имеет линей¬ 
ный участок (аж 1,5 угл. град.); в остальном диапазоне изменения 
входной координаты (аж+ 30 угл. град.) изменения выходной коор¬ 
динаты (перепада давления воздуха на мембране) не происходит. 

Также и у гидравлического сервомотора, управляемого отсечным 
золотником (см. фиг. 6). Только в небольшом диапазоне хода золотника 
скорость поршня изменяется примерно пропорционально открытию. 
Дальнейшее увеличение хода золотника уже почти не вызывает измене¬ 
ния скорости поршня. 

Наконец, в релейном устройстве (см. фиг. 15) линейный участок 
вообще отсутствует в характеристике, состоящей из зоны нечувстви¬ 
тельности и зоны насыщения (без учета зоны неоднозначности). 

7. ПОЛЕ КРИВЫХ, ПРЕДСТАВЛЯЮЩИХ ХАРАКТЕРИСТИКУ 
СЕРВОМОТОРА С НАГРУЗКОЙ 

Остановимся кратко на новом представлении характеристики серво¬ 
мотора с нагрузкой. 

В отличие от обычного представления характеристики сервомотора 
без нагрузки в том виде, как это приводится в работах Б. В. Булга- 



Фиг. 28. Характеристики сервомотора с постоян¬ 
ной скоростью для ряда постоянных нагрузок. 


кова, А. А. Андронова, В. А. Котельникова и т. д., а также здесь на 
фиг. 6, характеристику, сервомотора при работе его под нагрузкой 
целесообразно представлять семейством кривых, которые могут быть 
названы полем характеристик сервомотора с нагрузкой. 

В качестве примера возьмем электрический сервомотор с постоянной 
скоростью, управляемый реле при нагрузке, изменяющейся пропорцио- 
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нально выходной координате его. Характеристику такого сервомотора 
удобно представить семейством кривых, соответствующих ряду постоян¬ 
ных по величине нагрузок. 

Такие характеристики позволяют обычно легко установить связь 
между выходной координатой (скоростью), входной координатой и 
нагрузкой, изменяющейся пропорционально выходу. 



Фиг. 29. Зависимость скорости сервомотора 
от нагрузки, изменяющейся пропорцио¬ 
нально ходу. 

На фиг. 28 изображено поле характеристик такого сервомотора, 
а на фиг. 29 — зависимость выходной координаты (скорости) от 
нагрузки, преодолеваемой сервомотором. 

Последняя характеристика получается из первой построением в новых 
координатах. 

8. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ВЫЯВЛЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОСТИ 
ХАРАКТЕРИСТИК СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Установленная в настоящее время методика экспериментального 
выявления типичных нелинейностей системы автоматического регулиро¬ 
вания заключается в снятии статических характеристик двух видов. 

К первому виду относятся статические характеристики системы или 
устройства в замкнутом состоянии при отсутствии нагрузки и при 
нагрузке, характер изменения которой имеет место в действительности. 

Ко второму виду относятся статические характеристики системы или 
устройства в разомкнутом состоянии при отсутствии нагрузки и при 
нагрузках, постоянных по величине. 

Первый вид характеристик снимается для прямого и обратного 
хода, т. е. сначала снимается ряд точек при увеличении входной 
координаты, а затем — при уменьшении ее. 

Эти характеристики позволяют выявить зону нечувствительности и 
зону насыщения устройства по выходной координате, обычно опреде¬ 
ляющей положение следующего элемента схемы или регулирующего 
органа. Одновременно с этим, и в этом главное, вследствие снятия 
характеристики при прямом и обратном ходе выявляется и зона неод¬ 
нозначности характеристики, т. е. петля ее. 
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Второй вид характеристик обычно представляет зависимость ско¬ 
рости изменения выходной координаты от изменения входной координаты. 

Эти характеристики также позволяют выявить зону нечувствитель¬ 
ности устройства, но установить с их помощью природу этой зоны 
обычно нельзя. 

Однако главное здесь в том, что такие характеристики позволяют 
установить, как изменяется скорость на выходе системы или устройства 
в зависимости от входного сигнала. 

Примером такой характеристики могут служить различные характе¬ 
ристики сервомоторов (см. фиг. 6 и 27). 

Наконец, эти характеристики при разных постоянных нагрузках 
представляют поле характеристик, позволяющих выявить влияние 
нагрузки на скорость изменения выходной координаты. 

В заключение отметим, что как тот, как и другой вид характе¬ 
ристик совершенно необходим при снятии динамических и, в частности, 
частотных характеристик устройств. 
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ГЛАВА XXVII 

ФАЗОВЫЕ ТРАЕКТОРИИ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Среди методов анализа нелинейных систем метод, основанный на 
понятии фазового пространства, отличается своей геометрической нагляд¬ 
ностью и возможностью получения полного представления о характере 
возможных движений в системе. 

Несмотря на то, что область применения этого метода ограничена 
системами не выше третьего порядка, он иногда полезен и для проверки 
различных приближенных методов, применимых к системам более высо¬ 
кого порядка. 

Сущность уже давно введенного способа описания поведения дина¬ 
мических систем с помощью геометрических представлений заключается 
в следующем. 

Состояние системы, имеющей п степеней свободы, т. е. описываемой 
диференциальным уравнением (или системой диференциальных уравнений) 
порядка 2/г, задается 2/г числами. 

Эти 2 п чисел можно рассматривать как задание некоторой точки 
в 2/г-мерном пространстве, причем каждой точке этого пространства 
будет соответствовать одно определенное состояние (определенная фаза) 
системы. Поэтому такое пространство называется фазовым пространством . 

Для систем, описываемых диференциальным уравнением второго 
порядка, фазовое пространство является двумерным и в частном случае 
превращается в фазовую плоскость [1], [2]. 

В настоящей главе дается понятие о фазовой плоскости, излагается 
способ построения ее и приводятся примеры построения для некоторых 
систем регулирования; кроме того, вводится понятие о многолистных 
фазовых поверхностях, необходимых для изучения нелинейных систем 
регулирования, имеющих элементы с неоднозначными статическими 
характеристиками. 

1. ПОНЯТИЕ О ФАЗОВОЙ ПЛОСКОСТИ 

Рассмотрим для пояснения идеи фазового представления процесса регу¬ 
лирования вначале пример линейного уравнения второго порядка. Возьмем 
систему регулирования, в которую входит объект с самовыравниванием 
(апериодическое звено), астатический сервомотор переменной скорости 
(интегрирующее звено) и безинерционный чувствительный элемент. 
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Уравнения системы будут: 
уравнение объекта регулирования 


Та? + р? = — р; 

(7) 

уравнение чувствительного элемента 


= ср; 

(8) 

уравнение золотника 


а==т|; 

(9) 

уравнение сервомотора 


7> = а - 

(10) 

Исключая отсюда переменные р., а и т], получаем линейное диферен- 

циальное уравнение второго порядка 


'Р + т^г-Ь т а т*Ч-°- 

(И) 

Обозначим ср = х; у-—2 Ь; т ^ ть — » тогда 

получаем уравнение 

движения в виде 


х 26л: -}~ ®оХ = 0. 

(11а) 

Это уравнение легко проинтегрировать. 

Для обозрения движений, возможных в системе, 

будем рассматривать 


переходный процесс на плоскости, в которой по оси абсцисс отложено 
отклонение х , а по оси ординат скорость у = х. Такая плоскость назы¬ 
вается фазовой плоскостью. 


Рассмотрим вначале случай, когда самовыравнивание р = 0. При 
этом Ь — 0 , и уравнение движения 


х + щх = 0. 

Решение этого уравнения имеет вид 

(12) 

х = А зіп(а) 0 ^-|-а) і 

И 

у = Ло) 0 соз (ш 0 ( а). ) 

(13) 


Для того чтобы получить изображение переходного процесса на пло¬ 
скости х, у , необходимо исключить время из уравнений (13). Получаем 

зіп (ш 0 і а) = ; соз (сі> 0 ^ + а) = . 


Возводим в квадрат и складываем обе части последних выражений: 


*2 

А* 


+ 


Ѵ2 

лЧ 


= і. 


(14) 


На плоскости л;, у уравнение (14) представляет семейство подобных 
эллипсов с полуосями А и Лсо 0 (фиг. 30). 

Пусть в момент і — і г состояние системы характеризуется отклоне¬ 
нием X] и скоростью у ѵ Эти значения х г и однозначно определяют 
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на фазовой плоскости точку (л^, у х ), которая называется изображающей 
(или представляющей) точкой. 

Каждой точке (л:, у) фазовой плоскости соответствует одно опреде¬ 
ленное состояние системы, характеризуемое отклонением х и скоростью у . 
Если с течением времени состояние системы, т. е. ее отклонение и ско¬ 
рость изменяются, то изображающая точка перемещается по некоторой 
кривой, называемой фазовой траекторией системы. Фазовая плоскость 
с> изображенными на ней траекториями называется фазовой диаграммой. 
Для системы, имеющей уравнение движения (12), фазовыми траекто¬ 
риями являются эллипсы уравнения (14). 

Движение изображающей точки с возрастанием времени будет 
происходить в направлении часовой стрелки. Действительно, пока ско¬ 
рость положительная, т. е. изображающая точка находится в верхней 
полуплоскости, отклонение возра¬ 
стает. Следовательно, изображающая 
точка движется слева направо; если 
у < 0, т. е. изображающая точка 
находится в нижней полуплоскости, 
то х уменьшается, т. е точка пере¬ 
мещается справа налево. 

Из фиг. 30 легко сделать выводы 
о поведении системы регулирова¬ 
ния, описываемой уравнением (12) 
или, что то же, уравнением (11) 
при р = 0. 

Вся фазовая плоскость заполнена 
вложенными друг в друга замкну¬ 
тыми кривыми — эллипсами. Каждой 
замкнутой кривой на фазовой плоскости соответствует некоторое перио¬ 
дическое движение в регулируемой системе. 

Действительно, пусть в некоторый момент і = і г система имеет 
отклонение х г и скорость у х \ с возрастанием времени изображающая 
точка будет перемещаться по фазовой траектории и через некоторый 
конечный промежуток времени т снова придет в точку с координа¬ 
тами лг 1? у г . Начиная с момента і—і 1 - |-т, движение точки будет 
в точности повторять предыдущее движение, через промежуток вре¬ 
мени т с момента /==/ 1 -)-2т движение снова будет повторяться и т. д. 
до бесконечности. 

Так как фазовая плоскость уравнения (12) заполнена бесчисленным 
множеством замкнутых кривых, то в системе, описываемой исходным 
уравнением (11) при р = 0, возможно бесчисленное множество различных 
периодических движений. 

Системы, в которых возможно бесчисленное множество периодических 
движений, непрерывно переходящих одно в другое, называются консер¬ 
вативными. В таких системах характер движения зависит от начальных 
условий, и однажды начавшиеся колебания уже не прекращаются, хотя 
и не нарастают. Поэтому практически система регулирования, для 
которой фазовая диаграмма имеет вид, графически изображенный на 
фиг. 30, является неустойчивой. Подобный характер движения получился 
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Фиг. 30. Фазовая диаграмма консер¬ 
вативной системы. 



потому, что мы положили р = 0. Рассмотрим теперь фазовую диаграмму 
системы регулирования при р Ф 0. 

Решение уравнения (11) в этом случае при гі* > Ь 2 имеет вид 

х = Ае~ ьі соз (о)^ + а), (15а) 

где 

ш 1 = (1)о — Ъ 2 . 


Диференцируя уравнение (15а), получаем 

х = у = — АЬе~ ы соз ( 0 )^ 4 - а) — Ла) 1 ^“^ 8 іп(а) 1 /+ а )- (156) 

Уравнения (15) представляют параметрические уравнения фазовых 
траекторий с параметром і. Исключим время из этих уравнений. Умножая 
уравнение (15а) на Ь и складывая с уравнением (156), имеем 

у Ьх = — АЬе~ ьі соз (со^ 4~ а) — зіп 4- а) -[- 

4- ЬАе~ ь *соз (<о г і + а) = — Ат г е~ ы з\п (а)^ 4 - а). (16) 


Далее, из уравнения (15а) 

0)^= Лю 1 ^”^соз(ю 1 ^-]" а )« (17) 

Возводя в квадрат и складывая обе части уравнений (16) и (17), 
получаем 


(у 4“ Ьх) 2 4- щх 2 = А 2 ще ш 


(18) 


В этом уравнении нам необходимо выразить время і через л: и у. 
Для этого делим уравнение (16) на (17): 


у + Ьх 

а>іХ 


іг (<*>!* +ос). 


т. е. 


( а + агс1§ 2±іі) 


_ 1 _ 

“1 


(19) 


Подставляя уравнение (19) в (18), получим 


(у + Ьх) 2 4“ щх 2 = А 2 ще 


= Л*«?<М 


а-]-агс{^ 


іВД 2Й у+Ьг 

'"■* /=А 2 е ю - и>іе ю ' ш ‘ х 


( 20 ) 


т. е. 


где 


(у + Ьх) 2 4- щх 2 = Се 


2 ь . 

— агсі§: 


У +Ьх 
0>,лг 


2Ь<х 

С = А 2 и>]е . 
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Мы получили искомое уравнение фазовых траекторий. Это—семейство 
спиралей, навертывающихся на начало координат (фиг. 31). Для боль¬ 
шей очевидности произведем в уравнении (20) линейное преобразование 
координат: 

и = со 1 лг; ѵ = Ьх -(- у, 

тогда получаем 

2 Ь . ѵ 
— агсіг — 

ѵ* + и*=Се"' 


Перейдем теперь к полярной системе координат г, ф: 


и = г соз ф; 
ѵ = —г зіпф. 


Получаем 

гг агс *? (-*? Ф) 
г 2 = Се 1 


или 


г = Се 


ь_ 

(О, 


Ф 



Уравнение (21) является уравнением 
логарифмической спирали в полярных ко¬ 
ординатах. Угол ф возрастает с увели¬ 
чением времени, так как 


Фиг. 31. Фазовая диаграмма 
системы с положительным са- 
мовыравниванием (колебатель¬ 
ный режим). 


*&Ф = 


ѵ 

и 


Ьх + у 

О)]* 


іг (<■>,*+а), 


т. е. 


поэтому 


([»= < 0 ^ 4- а, 

__ Ь (со,/ -}- а) 

г=С 1 е ^ 


( 22 ) 

(22а) 


Следовательно, с увеличением і длина г радиуса-вектора, вращаю¬ 
щегося по часовой стрелке, убывает и изображающая точка неограниченно 
приближается к началу координат. Указанное обстоятельство легко 
усмотреть также из уравнения (18): с возрастанием і правая, а следо¬ 
вательно, и левая часть должны неограниченно стремиться к нулю, что 
может иметь место лишь при неограниченном убывании абсолютных 
величин хи у. 

Если в момент 1 заданы отклонение х г и скорость у 1У то им на 
фазовой плоскости соответствует вполне определенная точка Ж 1 
(фиг. 31). При возрастании времени изображающая точка М 1У двигаясь 
по фазовой траектории, неограниченно приближается к началу коорди¬ 
нат х=у = 0, которое соответствует равновесному режиму системы 

регулирования. 
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Из фазовой диаграммы с очевидностью следует, что в рассматри¬ 
ваемой системе регулирования, представляемой уравнением (11а), все 
возникающие отклонения от равновесного режима с течением времени 

затухают. Следовательно, система ре¬ 
гулирования является асимптотически 
устойчивой. Мы рассмотрели случай 
о)2 > & 2 . В этом случае, как видно из 
фиг. 31, затухающее движение носит 
колебательный характер. В случае, 
если о)2 < 6 2 , затухание будет апе¬ 
риодическим. На фиг. 32 изобра¬ 
жена фазовая диаграмма для этого 
случая. Из фазовой диаграммы видно, 
что любое отклонение системы от 
равновесного режима делается рав¬ 
ным нулю не более чем за полтора 
полуколебания. Таким образом, фа¬ 
зовая плоскость позволяет с одного 
взгляда определить характер воз¬ 
можных движений в рассматриваемой 
нами системе. 

2. УРАВНЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ КРИВЫХ. 

КЛАССИФИКАЦИЯ ОСОБЫХ ТОЧЕК 

Мы получили уравнение фазовых траекторий, исходя из решений (15) 
уравнения (11). Сделано это нами с тем, чтобы наиболее просто и 
понятно ввести в рассмотрение понятие о фазовой плоскости, исходя 
из известного решения диференциального уравнения второго порядка. 
Если бы этот способ построения фазовой плоскости был единственным, 
т. е. если бы для построения фазовой плоскости необходимо было 
обязательно знать решение исходного уравнения второго порядка, иными 
словами, знать его второй интеграл, то вряд ли метод фазового изо¬ 
бражения получил бы широкое распространение. Это связано с тем, 
что получение решения нелинейного уравнения второго порядка является 
сложной и в общем случае не решенной задачей. 

Однако для построения фазовой плоскости нет необходимости решать 
исходное диференциальное уравнение второго порядка; можно найти 
уравнения фазовых траекторий, интегрируя диференциальное уравнение 
первого порядка, что является значительно более простой задачей. 

Смысл введения фазовой плоскости в значительной мере в том и заклю¬ 
чается, что она позволяет выяснить вопрос о возможных движениях в ди¬ 
намических системах, в частности в системах регулирования, не решая 
полностью исходного уравнения, а ограничиваясь его первым интегралом. 

Посмотрим, как это сделать, иллюстрируя способ вначале на том 
же простом примере, что и раньше. Обозначая х — у у можно уравне¬ 
ние (11) записать в виде системы двух уравнений первого порядка. 
йх йу 2 

-ш=у>ж = - 2 Ь у- Ш оХ - 



Фиг. 32. Фазовая диаграмма системы 
с положительным самовыравнива- 
нием (апериодический режим). 
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Поделив второе уравнение на первое, получаем диференциальное 
уравнение первого порядка, в котором исключено время: 


& = -2Ь- 

йх 


2 X 

•соо — . 


(23) 


Это — диференциальное уравнение интегральных кривых на фазовой 
плоскости. Проинтегрировав уравнение (23), мы будем иметь уравне¬ 
ние интегральных кривых в конечной форме. В случае р=0 инте¬ 
гральные кривые совпадают с фазовыми траекториями; однако такое 
совпадение не является обязательным: интегральная кривая может опре¬ 
делять не одну, а несколько фазовых траекторий. Это объясняется 
тем, что под фазовой траекторией мы понимаем дугу кривой, по ко¬ 
торой изображающая точка перемещается в интервале времени 
— оо<^<—|-оо, и эта дуга может, вообще говоря, составлять лишь 
часть интегральной кривой. Уравнение (23) определяет тангенс угла 
наклона касательной к интегральной кривой. Из уравнения (23) следует, 
что в каждой точке фазовой плоскости (за исключением точки лг = 0, 

у = 0, в которой = т. е. значение производной -^неопреде¬ 
ленно) имеется единственная касательная к интегральной кривой, так 
как каждой паре значений хи у соответствует только одно значе- 

* йу 

ние - 7 -. 

ах 

Следовательно, через каждую точку фазовой плоскости за исклю¬ 
чу 0 


ах = - о* П Р° Х0ДИТ 


чением точки л; = 0, у = 0, где 

тегральная кривая, а следовательно, одна фазовая траектория. 
Через точку, где 

Оу _ 0_ 

ах ~ 0 ’ 


только одна ин- 


(24) 


т. е. где одновременно обращаются в нуль хи у, может проходить 
одновременно несколько кривых, следовательно, в этих точках фазо¬ 
вые кривые будут пересекаться. 

Точки, в которых называются особыми точками диферен- 

циального уравнения интегральных кривых. Как мы только что отметили, 
в особых точках 


ах ~ ау л 

ж =° и і-=°> 


т. е. в них одновременно обращаются в нуль скорость и ускорение. Но 
если в системе второго порядка х = у — 0, то система находится в 
равновесии. Следовательно, особым точкам на фазовой плоскости соот¬ 
ветствуют состояния равновесия в реальной системе регулирования. 
Посмотрим теперь, какие особые точки и какие фізовые траектории 
возможны на фазовой плоскости, а также выясним, каким движениям 
исходной системы они соответствуют. 

В случае р=0, как мы видели, фазовая плоскость заполнена вло¬ 
женными друг в друга замкнутыми траекториями; каждой замкнутой 
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кривой на фазовой плоскости соответствует периодическое движение 
исходной системы. Следовательно, в этом случае в исходной системе 
имеется бесчисленное множество периодических движений, причем пере¬ 
ход от одного периодического движения к другому совершается при 
изменении начальных условий (точнее, при таком изменении начальных 
условий, при котором изменяется полная энергия системы). Мы уже 
указывали, что такие системы называются консервативными. 

В случае уравнения (Па) диференциальное уравнение (23) имеет 
единственную особую точку х = у = 0. Если р = 0, то эта особая 
точка является отдельной интегральной кривой. Такая изолирован¬ 
ная особая точка, охватываемая замкнутыми, вложенными друг в друга 

фазовыми траекториями, назы¬ 
вается центром. 

Далее мы рассмотрели случай, 
когда в объекте имеется самовы- 
равнивание, т. е. р Ф 0 (фазовая 
диаграмма изображена на фиг. 31). 
В этом случае также имеется одна 
особая точка х = у = 0. Однако 
характер фазовых траекторий су¬ 
щественно отличен от предыду¬ 
щего случая. На фазовой пло¬ 
скости нет ни одной замкнутой 
траектории. Вся плоскость запол¬ 
нена семейством спиралей, навер¬ 
тывающихся на особую точку и 
неограниченно к ней приближаю¬ 
щихся. Иными словами, особая 
точка является асимптотической точкой семейства фазовых траекторий. 
Такая особая точка называется фокусом . В случае, если р > 0, т. е. 
Ь > 0, все фазовые траектории навертываются на особую точку, с уве¬ 
личением і неограниченно приближаясь к ней. 

В этом случае фокус называется устойчивым. В случае устойчивого 
фокуса все отклонения от равновесного режима с течением времени 
затухают, при этом в системе регулирования будут иметь место зату¬ 
хающие колебания. Таким образом, система, положению равновесия 
которой на фазовой плоскости соответствует устойчивый фокус, яв¬ 
ляется асимптотически устойчивой. 

Мы рассмотрели случай, когда самовыравнивание положительно. 
Посмотрим, какова будет картина при отрицательном самовыравнивании 
(р<0). В этом случае Ь<0 и показатель степени в уравнении (21) 
положителен. Поэтому при возрастании і радиус-вектор г будет воз¬ 
растать, и изображающая точка, двигаясь по фазовой траектории, не¬ 
ограниченно удалится от начала координат. Фазовая плоскость примет 
вид, изображенный на фиг. 33. В данном случае начало коор¬ 
динат, как и раньше, является особой точкой диференциального урав¬ 
нения (23). Эта особая точка также служит асимптотической точкой 
семейства фазовых траекторий, представляющих спирали, которые, однако, 
уже не накручиваются на особую точку, а свертываются с нее. 
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Фиг. 33. Фазовая диаграмма системы 
с отрицательным самовыравниванием 
(колебательный режим). 


Такая особая точка называется неустойчивым фокусом. Если 
в начальный момент система находится в равновесном режиме, т. е. 
х = у = 0 , то С} = 0 , и система будет находиться в равновесии сколь 
угодно долго, если на систему не действуют никакие возмущающие силы. 
Однако достаточно любого сколь угодно малого возмущения, чтобы 
с г Ф 0, ив системе начнется колебательное движение, амплитуда кото¬ 
рого будет неограниченно возрастать. Таким образом, такая система 
будет неустойчивой. 

Мы рассмотрели случай, когда Ъ 2 < соо. Если Ь 2 > соо, то, как мы 
видели, движения в системе будут уже не колебательными, а аперио¬ 
дическими. Фазовая плоскость при Ь 2 > о>о имеет вид, показанный на 
фиг. 32. В этом случае она заполне¬ 
на семейством интегральных кри¬ 
вых параболического типа. Каждая 
интегральная кривая состоит из 
трех фазовых траекторий. Одной 
из них является состояние равно¬ 
весия, а двум остальным, предста¬ 
вляющим полуветви парабол за 
вычетом нулевой точки, соответ¬ 
ствуют движения, неограниченно 
приближающиеся к состоянию 
равновесия. 

Все интегральные кривые за 
исключением прямой 

у = (_& —]/ ь г — <4) 

Фиг. 34 Фазовая диаграмма системы 
касаются в начале координат пря- с отрицательным самовыравниванием 
мой (апериодический режим). 

у = ( — 1 ) -І г у Г Ь 2 —т 2 0 ) х. 

Таким образом, через особую точку проходят все интегральные 
кривые, каждая из которых представляет три фазовые траектории. Все 
изображающие точки с течением времени неограниченно приближаются 
к началу координат. 

Особая точка такого типа называется-устойчивым узлом. Слу¬ 
чаю устойчивого узла соответствует апериодическая устойчивость реаль¬ 
ной системы. Тогда, как видно на фиг. 32, при любых начальных от¬ 
клонениях система не более чем за 1,5 полуколебания достигнет равно¬ 
весного режима. Необходимо подчеркнуть, что, так же как и в случае 
фокуса, время движения изображающей точки по фазовой траектории, 
или, что то же самое, время прихода системы к равновесию, равно 
бесконечности. Если Ь 2 > о>о, но Ь < 0, т. е. р < 0, характер фазовой 
плоскости принимает вид, графически изображенный на фиг. 34. Особая 
точка в этом случае является неустойчивым узлом. Легко видеть, 
что система регулирования при этом будет неустойчивой. 

Рассмотрим последний типичный случай. Предположим, что в системе 
регулирования исполнительный орган включен таким образом, что воз- 
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пикающие отклонения от равновесного режима не уменьшаются, а воз¬ 
растают. В этом случае член в правой части уравнения (17) изменит 
знак, и уравнения системы регулирования будут иметь вид 


т а ч 4- р? = р; 

8т) = ср; 

7 1 — 5 > 

7 > = а . 


(25) 


или по исключении переменных р., т], а 



Фиг. 35. Особая точка типа 
седла. 


где 


х + 2Ъх — соол: — О, 


Ь 



1 

Т а Т 3 Ъ • 


Для этого уравнения получаем уравнение 
интегральных кривых в виде 


сіу <»1х — 2 & 
йх у 


(26) 


Если р = 0, то уравнение 
мает вид 



х 

У* 


(26) 


прини- 

(26а) 


Интегрируя уравнение (26а), находим ре 
шение в виде 


у 2 х 2 _< 

^ 2 -^ 2 — * 


(27) 


Мы получим уравнение семейства равносторонних гипербол, отне¬ 
сенное к главным- осям. Полагая А = 0, получаем уравнения двух пря¬ 
мых: у = а> 0 х, у = —ю 0 л;, которые являются асимптотами семейства гипер¬ 
бол. Фазовая плоскость для этого случая показана на фиг. 35. Из этой 
фигуры видно, что через особую точку х = у = 0 проходят две интег¬ 
ральные кривые—асимптоты. Каждая из асимптот состоит из трех фазо¬ 
вых траекторий. Все остальные интегральные кривые составляют одну 
фазовую траекторию. Особая точка такого вида называется особой 
точкой типа седла . Из рассмотрения фазовой плоскости легко устано¬ 
вить характер возможных движений в системе. Если начальные условия 
таковы, что изображающая точка лежит точно на асимптоте, то эта 
точка апериодически движется к началу координат х = у = 0. По всем 
остальным фазовым траекториям изображающая точка движется таким 
образом, что по истечении достаточно большого промежутка вре¬ 
мени она на сколь угодно далекое растояние отойдет от положения 
равновесия. 

Особая точка типа седла соответствует положению неустойчивого 
равновесия. Достаточно сколь угодно малого толчка, чтобы началось 
удаление от него. Так как в реальной системе всегда имеются случай¬ 
ные малые возмущения (флуктуации), то система, имеющая такую осо- 
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бую точку, неустойчива. В случае наличия силы вязкого трения (р>0) 
качественный характер фазовой диаграммы не изменяется. 

Мы рассмотрели случаи линейной системы регулирования. Однако 
если система описывается нелинейным диференциальным уравнением 
с аналитической правой частью, то изложенная классификация особых 
точек сохраняет силу. 

Действительно, рассмотрим нелинейную систему, описываемую урав¬ 
нением 

х=/(х, х ). (28) 

Полагая у = х , получаем систему двух уравнений: 

х = у 

у=/(х, у). ( 29 ) 


В общем случае система регулирования может описываться системой 
двух уравнений: 

Х = р (х, у) 1 (30) 

У = <Э(*У). I 


Разделив второе уравнение (30) на первое, получаем уравнение 
интегральных кривых 

йУ _ <3 (х. У) / зп 

ах Р(х, у) * ѵ ' 


Положение равновесия системы (30) определяется условием 

* = $(•*» У) = 0; у = Р(х, у)= 0. (32) 

Для отыскания на фазовой плоскости состояния равновесия необхо¬ 
димо отыскать точки пересечения кривых: 

У) = 0; Р(х :, у) = 0. 

Так как в точках пересечения ^ , то эти точки равновесия 

являются особыми точками диференциального уравнения интегральных 
кривых (31). 

Пусть особая точка имеет координаты лг 0 , у 0 . 

Рассмотрим соседнюю точку х = х 0 -\-ѣ, у = у 0 + 'Ч- Предполагая, 
что С} и Р — аналитические функции, получаем 

Р (х, у) = Р (лг 0 , у 0 ) 4- р'х (г 0 , Уо) і + Ру (х 0 , у о) 71 + Р х (і, ц) | 

Я (х, У) = <Э (Х 0 , Уо) 4 - <Рж(-^о. Уо)* + <Эу (х 0 , У о) Т) + <?і (*> ’Ч)- Г 
Но 

Р С^О» Уо) == @ (Хо> Уо) ~ 9 > 
так как х 0 и у 0 — координаты особой точки. 
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Здесь через Р г и ^ 1 обозначены все члены степени выше первой 
относительно ѣ и^т]. Если I и т] малы, то во многих случаях можно 
пренебречь по малости выражениями Р г и 0!. Замечая при этом, что 

ЧІ = ЧІ' и обозначая р х( х 0 ’ Уо) = а » р 'у( х о- Уо)= Ь > 

0:' х (х 0 , у 0 ) = с, <э'у(х 0 ,у 0 ) = а, получаем: 

*=<& + Ьщ ) (34) 

-Л. = с$-\- йт\. 

Исключим из системы уравнений (34) одно из переменных, напри¬ 
мер т). Получаем 

= + = + &(<* + *)) = <* + &<* + 

+ Ьй (І— а$) = аЧ + ЬсЬ + йІ — ай\ 

ИЛИ 

\ _(а + а) 6 + — Ьс)Ъ = 0. 

Обозначая 

(а + */) = —26; асі — Ьс= +а>о> 

получаем 

ё + ж +«о8б=о. 

Совершенно аналогичное выражение получается относительно т). Мы 
получили уравнение точно такого же вида, что и уравнение (Па); 
отличие заключается лишь в том, что переменная обозначена через I 
(это, разумеется, не существенно). Поэтому все полученные ранее 
выводы относительно характера особых точек остаются в силе, и, сле¬ 
довательно, особые точки системы уравнений (34) принадлежат к уже 
рассмотренным типам: центру, фокусу, узлу и седлу. 

3. АВТОКОЛЕБАНИЯ. КЛАССИФИКАЦИЯ ОСОБЫХ ТРАЕКТОРИЙ 

В предыдущих разделах мы рассматривали в основном вопросы, 
связанные с изучением равновесного режима. Мы выяснили, что характер 
устойчивости равновесия связан с характером особых точек (центра, 
фокуса, узла, седла). 

Полученные нами результаты позволяют ответить на вопрос, как 
будет вести себя изображающая точка, а следовательно, и исходная 
система при малых отклонениях от точки равновесия. Лишь в случае 
линейных систем характер особой точки полностью определяет пове¬ 
дение системы, а именно: если точка равновесия устойчива и является, 
например, устойчивым фокусом, то при любых сколь угодно больших 
отклонениях в системе всегда будут происходить затухающие колебания. 
Если точка равновесия неустойчива (седло или неустойчивый узел, 
фокус), то будет происходить неограниченное удаление от положения 
равновесия. Если точкой равновесия является центр, то система кон¬ 
сервативна и в ней имеется бесчисленное множество периодических 
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движений; на фазовой плоскости этому соответствует семейство вло¬ 
женных друг в друга эллипсов. Если же система нелинейна, то характер 
особой точки вовсе не определяет поведения изображающей точки на 
всей фазовой плоскости. 

Требуется отдельное рассмотрение, чтобы выяснить характер движе¬ 
ния изображающей точки вдали от точки равновесия. При таком рассмо¬ 
трении весьма важную роль играет определение так называемых особых 
траекторий на фазовой плоскости. Имеются три типа особых траекторий: 
точка равновесия, предельные циклы, „усы“ седел. 

Точки равновесия. Как мы уже говорили, особая точка 
является отдельной фазовой траекторией, так как определяет поведение 
изображающей точки в интервале 
—со < і < -|-ах 

Изолированные замкну¬ 
тые кривые (предельные 
циклы). Мы видели, что замкну¬ 
тым кривым на фазовой плоскости 
соответствуют периодические движе¬ 
ния исходной системы. В консерва¬ 
тивных системах вся фазовая пло¬ 
скость заполнена вложенными друг 
в друга замкнутыми траекториями 
и поэтому нет оснований выделять 
какую-либо из траекторий в каче¬ 
стве особой. Иное дело в неконсер¬ 
вативных системах. Здесь могут су¬ 
ществовать только изолированные 
замкнутые траектории — предельные 
циклы, а все соседние траектории или наматываются на предельные 
циклы, или сходят с них. Естественно поэтому отнести предельные 
циклы к категории особых траекторий. 

На фиг. 36 приведена фазовая диаграмма-системы, имеющей точку 
равновесия типа неустойчивого фокуса и один предельный цикл. Все 
траектории, находящиеся внутри предельного цикла, сматываются 
с особой точки и наматываются изнутри на предельный цикл; анало¬ 
гично все траектории снаружи предельного цикла также наматываются 
на него. По истечении достаточно большого промежутка времени 
изображающая точка, не находящаяся в точке равновесия, приблизится 
сколь угодно близко к предельному циклу. Такой предельный цикл 
называется устойчивым . В реальной системе ему соответствует асимп¬ 
тотически устойчивое периодическое движение, т. е. определенный коле¬ 
бательный режим, причем если вывести систему из этого режима, 
возникающие колебания будут с течением времени неограниченно при¬ 
ближаться к устойчивому периодическому движению. 

Можно сказать, что в подобной системе имеются периодические 
колебания, не зависящие от начальных условий. Такие периодические 
колебания называются автоколебаниями , а сами системы — автоколеба¬ 
тельными системами. На фиг. 37 приведена фазовая диаграмма системы, 
имеющей неустойчивый предельный цикл , т. е. замкнутую траекторию, с 
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Фиг. 36. Фазовая диаграмма системы, 
имеющей устойчивый предельный 
цикл. 



которой все соседние траектории как изнутри, таки снаружи сматываются. 
До тех пор пока изображающая точка находится на предельном цикле, 

она с него сойти не может, и, 
следовательно, в системе будут 
происходить периодические ко¬ 
лебания. 

Однако достаточно сколь 
угодно малого случайного 
толчка, чтобы изображающая 
точка сошла с предельного 
цикла и начала от него уда¬ 
ляться. Поскольку в системе 
всегда имеются флюктуации 
(случайные возмущения), а так¬ 
же ввиду того что вероятность 
поместить изображающую точ¬ 
ку на предельный цикл беско¬ 
нечно мала, периодические дви¬ 
жения в системе, имеющей один 
неустойчивый предельный цикл, невозможны. Часто бывают случаи, 
когда в системе имеется несколько предельных циклов. Так, например, 
на фиг. 38 приведен слу¬ 
чай, когда имеются два 
предельных цикла — 
внутренний неустойчивый 
и внешний устойчивый. 

Если соседние траекто¬ 
рии навертываются на 
предельный цикл с одной 
стороны и свертываются 
с другой, то предельный 
цикл называется полу - 
устойчивым (фиг. 39). 

Характер нелинейно¬ 
сти, при которой в си¬ 
стеме могут возникнуть 
автоколебания, может 
быть самым различным. 

Так, например, неустойчивый фокус (или узел) и устойчивый предель¬ 
ный цикл имеют место в системах, описываемых уравнениями 

х — [х(1 — х 2 )х + х = 0; (35) 

х — |а(лг — х 3 ) +х = 0, (36) 

где р. — коэфициент, больший нуля. 

Это можно установить следующими соображениями. Если амплитуда 
х<1, то 1—х 2 > 0, и поэтому в системе при х<1 действует отри¬ 
цательное вязкое трение. Вследствие этого при х < 1 амплитуда коле¬ 
баний возрастает, а в системе происходит накопление энергии; если же 
754 



Фиг. 38. Фазовая диаграмма системы, имеющей 
два предельных цикла. 



Фиг. 37. Фазовая диаграмма системы, имею¬ 
щей неустойчивый предельный цикл. 


л?>1, то 1— х* < 0, и трение делается положительным. Поэтому 
колебания большой амплитуды будут затухать, а малые нарастать. 
В системе должны устано¬ 
виться незатухающие коле¬ 
бания, к которым будут 
стремиться при >-со все 
соседние движения. На фа¬ 
зовой плоскости мы будем 
иметь изолированную замк¬ 
нутую траекторию — устой¬ 
чивый предельный цикл, на 
который будут наматы¬ 
ваться остальные траекто¬ 
рии. 

Аналогичная картина 

имеет место для уравнения фиг. 39. Фазовая диаграмма системы, имею- 
(36). Действительно, если щей полуустойчивый предельный цикл, 
амплитуда х достаточно мала, 

то скорость лг< 1; поэтому х‘ 6 < х. Следовательно, при малых х в си¬ 
стеме действует отрицательное трение. Если х достаточно велико, 
х > 1, поэтому х < л: 8 и —р.(л; — л: 3 ) > 0, в системе действует поло- 


Фиг. 40. Фазовая диаграмма системы, имеющей три особые точки 
и один предельный цикл. 

жительное вязкое трение. Мы имеем качественно ту же картину, что 
и для уравнения (35). 

„Усы“ седел. Это — кривые, отделяющие траектории различных 
видов. Поэтому они называются сепаратрисами. На фиг. 40 показана 
фазовая диаграмма системы, имеющей три особые точки — устойчивый 
фокус, неустойчивый узел и седло, а также один предельный цикл — устой- 
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чивый. Из диаграммы видна роль сепаратрис, как разделяющих кривых, 
являющихся „водоразделом" для траекторий различных типов. Мы 
рассмотрели все три тийа особых траекторий; определив все особые 
траектории, мы разбиваем фазовую плоскость на отдельные ячейки, 
каждая из которых заполнена фазовыми траекториями одного типа. 
Характер фазовых траекторий в каждой из ячеек нетрудно определить, 
зная особые траектории. Таким путем можно получить полную каче¬ 
ственную картину всех возможных движений системы. 


4. ФАЗОВАЯ ПЛОСКОСТЬ СИСТЕМ РЕГУЛИРОВАНИЯ, 
ОПИСЫВАЕМЫХ УРАВНЕНИЯМИ С НЕАНАЛИТИЧЕСКОЙ 
ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ 

Мы рассмотрели фазовую плоскость системы второго порядка, опи¬ 
сываемой уравнениями (30). Выше предполагалось, что функции (2(лг, у) 
иР(лг, у) являются аналитическими функциями своих аргументов, т. е. 
разлагаются в ряды по степеням х и у. В действительности очень 
часто различные элементы систем регулирования (объект регулирования, 
сервомотор, чувствительный элемент и др.) имеют такие нелинейные 
характеристики, которые не могут быть описаны только одной анали¬ 
тической функцией во всей области возможных значений переменных. 

В подобных случаях необходимо строить фазовую плоскость по 
отдельным областям, для каждой из которых дан вид функциональной 
зависимости. Покажем способ построения фазовой диаграммы в таких 
случаях на нескольких примерах. Рассмотрим систему регулирования, 
в которую входит объект с самовыравниванием, безинерционный чувстви¬ 
тельный элемент и сервомотор постоянной скорости с обратной 
связью. 

Уравнения системы регулирования в этом случае имеют вид: 

уравнение объекта 

7' Л <© = —|а; 


уравнение чувствительного элемента 

Ц = г. 

уравнение сервомотора 

1 , а > 0 ; 

Т 3 Ѵ = 


— 1 , °< 0 ; 


уравнение обратной связи 


Исключая переменные т], р. и о, последовательно получаем 


Т а? =—[’• = 


- 4 -, °> 0 ; 

1 8 

+ ~т~ * 5 < 


но 


Г = ТІ — ТІ л = |- + Т Г а і 


(37) 

(9а) 
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поэтому условие а > 0 эквивалентно условию 


или 


? > 


У 

ЪТ а * 


Условие о < 0 эквивалентно условию 

і + Т7- а ?<0 


ИЛИ 


? < — 


У 

ПТ а * 


Таким образом, уравнение движения относительно переменной ср будет 
иметь вид 


ср 


1 

т а т л 

1 


Т а Т, 


при ?•> -ф7' 
ПрИ 


Обозначая ѵ=х, х = у> переходим к диференциальному уравнению 
интегральных кривых: 


сіу _ 1 ^ л: 

ах— Т а Т 8 у' у> іЬГ а ; 

= _ 1 _. ѵ< _*_ 

ах т а т зУ ’ ” ^ іьт а • 


(38а) 

(386) 


Построим фазовую плоскость системы уравнений (38). Интегрируя 
уравнения (38), получаем уравнения фазовых траекторий: 

Х ^’ У> ~1ЪТа' > ^ 39а ) 


УІ 

2 


'г т (* 0 ~|” лт), 


У < “ 


X 

1*Та' 


(396) 


Рассмотрим плоскость л:, у. Проведем на ней прямую у — - ^ 

(фиг. 41) и будем называть ее прямой переключения, так как в момент 
перехода изображающей точки через нее происходит реверсирование 
сервомотора. В силу уравнения (38а) часть фазовой плоскости, расположен¬ 
ная над прямой переключения, заполнена параболами с уравнением (39а), 
а часть фазовой плоскости под прямой переключения в силу уравне¬ 
ния (386) заполнена параболами с уравнением (396) (фиг. 41). Для 
полноты картины мы должны определить поведение изображающей 
точки на прямой переключения. Это можно выполнить различными путями. 

Принимая один из этих путей, будем считать, что движение изобра¬ 
жающей точки на прямой переключения определяется уравнением (38а) 
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или (386). Таким образом, движение изображающей точки определено 
на всей фазовой плоскости. Рассмотрим подробнее фазовую диаграмму 
системы (фиг. 41). Возьмем изображающую точку М ѵ Если бы обратной 
связи не было, то она двигалась бы по параболе В ѵ В 2 , В 3 , В 31 , 
затем перешла бы на параболу В 31 , В 41 , В 51 , В х и начала периодически 
обходить замкнутую кривую В х , В 2 , В вѵ В 41 , В 19 причем в системе 
этому соответствовали бы незатухающие колебания. 



При наличии обратной связи характер движения существенно иной. 
Изображающая точка движется по параболе В г , В 2 , В в и выходит на 
прямую переключения в точке В 3 . С этого момента она начинает двигаться 
по параболе В 3 , В 4 , В 5 , расположенной внутри параболы В 31 , В 41 , В б1 , 
по которой она должна была двигаться, если бы не было обратной 
связи. Поэтому изображающая точка выходит на прямую переключения 
в точке В б , расположенной ближе к точке равновесия, чем точка В 51 , 
соответствующая незатухающим колебаниям. Далее она движется по 
параболе В 5 , В б , В ч и выходит на прямую переключения к точке В 7 , 
отстоящей от точки равновесия на меньшее расстояние, чем предыдущая 
точка В 5 , и т. д. 

С каждым полуколебанием изображающая точка все ближе подходит 
к положению равновесия. Начиная с некоторого момента, характер 
движения изображающей точки резко изменяется. Это изменение начи¬ 
нается с момента, когда изображающая точка попадает на прямую 
переключения между точками А х и А 2 . Точки А г и А 2 являются точками 
пересечения прямой переключения с теми кривыми семейств пара¬ 
бол уравнений (39а) и (396), которые проходят через начало коор¬ 
динат. 
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Пусть, например, изображающая точка попала в точку С ѵ Двигаясь 
далее по фазовой траектории, она попадает снова на прямую переключения 
в точке С 2 , расположенной выше начала координат О. Двигаясь по 
дараболе С 1 С 2 , она должна была бы перейти в область под прямой АВ. 
Однако в связи с реверсированием сервомотора в этой области имеет 
силу другой характер движения, представляемый семейством парабол 
уравнения (396). Попадая на одну из парабол этого семейства, она 
возвращается на прямую переключения, пересекает ее и попадаете область 
над ней. Этому соответствует реверсирование сервомотора. Фазовые 



траектории над прямой АВ возвращают изображающую точку снова на 
прямую переключения; опять происходит реверсирование сервомотора 
и т. д. 

Если считать время реверсирования сервомотора равным нулю, то 
режим непрерывного реверсирования начинается с бесконечно большой 
частотой. При этом изображающая точка будет передвигаться по 
прямой переключения АВ к началу координат, которого достигнет через 
бесконечно большой промежуток времени. Такой режим работы серво¬ 
мотора назван пульсирующим или скользящим. Он имеет место в про¬ 
межутке между точками А в и А 4 , являющимися точками касания прямой 
переключения с одной из кривых каждого семейства парабол. Из рассмо¬ 
трения фазовой диаграммы легко найти все количественные характе¬ 
ристики процесса. 

Рассмотрим несколько более сложный случай. Построим фазовую 
плоскость системы регулирования, в которую входит объект с само- 
выравниванием, безинерционный чувствительный элемент, сервомотор 
постоянной скорости с симметричной мертвой зоной. В качестве при¬ 
мера возьмем регулятор давления воздуха в баллоне 1 (фиг. 42). 
Количество поступающего воздуха регулируется заслонкой 2, вращаемой 
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реверсивным электромотором 3 . Реверсирование мотора производится 
контактным устройством 4 , управляемым чувствительным элементом 5 
в виде сильфонного манометра. Между рычагом контактного устройства, 
играющим роль золотника, и контактами 6 и 7 имеется зазор (мертвая 
зона). 

Характеристика сервомотора показана на фиг. 42. До тех пор, пока 
смещение золотника находится в пределах мертвой зоны —а 0 < а < з 0 , 
скорость [х сервомотора равна нулю; если смещение золотника а>а 0 , 
то скорость [х = если а <—а 0 , то \і = - 

Уравнения движения будут: 

уравнение объекта регулирования 

7> + р? = -р; (7) 


уравнение чувствительного элемента 

8т) = <р; 

уравнение сервомотора 

1 


» а > о 0 ; 


( 8 ) 


(37а) 


т і 

1 $ 

о. I ° I < ® 0 ; 

уравнение золотника с жесткой обратной связью 

а = т]—(9а) 

Исключая из уравнений движения последовательно переменные, по¬ 
лучаем 


7 > + РТ = — Р ; 


1 ^ 

т 1 ^ ^ 


^ О 0 , 


І»І <«о- 


Из уравнений (9а) и (7) имеем 

о = Т| — ХР = і 7 (7> + рср), 

поэтому условие а > а 0 запишется в виде 

Г |-|-Т(7' а ? + Р?)>«о 


или 


?> 


Н — ? ( ? ТР + О 

Фа 


(40а) 
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Аналогичным образом условия 

а < —5 0 и —о 0 < с < о 0 
запишутся соответственно в виде 


<р < 


— Ц)—?(% + 1). 
Т а 


— Н —т( 5 7Р + 1) ^ Ц>~ ?( 5 )Р + О 

«ГЛ» < ? < Та 


Уравнение движения примет вид 


Т^Р+Р? = 


--Т' ^Т а ^>Ьа 0 — <р(&ур + 1); 

1 8 

Н-^-. 5 У т а?< — Ч —? ( 8 тр + !); 

О, I <р (ЧР -Ь 1) "Г < Р 8 Т 7 ’в I < Ц>- 


( 406 ) 

(41) 


(42.) 


Обозначим ср — Ху х = уу тогда диференциальное уравнение инте¬ 
гральных кривых будет 

Ѵ>>Ч,-*№гр+і >; (43а) 

+ *1Ъ<-Ь,-х<? № +1); (436) 

% = - І*(*№+1) + 3*г7 в |<&Ѵ ( 43в ) 

Разобьем фазовую плоскость на области, в каждой из которых 
имеет силу одно из последних уравнений. Границами областей являются 
прямые, определяемые выражениями (40) в том случае, если в них 
левую часть приравнять правой. На фиг. 43 эти прямые 


У = 


Ь~ГР + 1 
Ь-іТ а 


°о . 
іТа ’ 


У = 


5 ТР + 1 

»Т Та 


д 0 

7 Та 


(44) 

(45) 


представлены соответственно линиями /—/ и //— II. Вся область справа 
от прямой /—/ заполнена интегральными кривыми, определяемыми 
диференциальным уравнением (43а); уравнение этих кривых имеет вид 

* = -^1п(1-7>у)-^у-|-С. (46а) 


Область слева под прямой II—II заполнена семейством интеграль¬ 
ных кривых 

х = — Іп (1 — Т ^ру) — —у + С, (466) 
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определяемым уравнением (40). Наконец, область между прямыми У —1 
и II—II заполнена семейством прямых, уравнение которых 

у —1-х + С 

1 а 

является решением уравнения (406). Выбирая надлежащее значение по¬ 
стоянных С в уравнениях (46), можно найти фазовую траекторию, про¬ 
ходящую через любую заданную точку соответствующей области фазо¬ 
вой плоскости. Рассмотрим, как ведет себя система регулирования 
в различные моменты. Прежде всего из фазовой диаграммы видно, что 



Фиг. 43. Фазовая диаграмма системы регулирования 
давления. 


в отличие от всех рассмотренных ранее случаев в системе имеется не 
одно состояние равновесия, а бесчисленное множество их. На фазовой 
плоскости им соответствует отрезок т х т 2 оси абсцисс. 

Далее, каждое из семейств кривых (46а) и (466) включает по одной 
прямой, параллельной оси абсцисс (прямые //У—/// и IV — IV),. 

Изображающая точка, находящаяся справа от прямой переключения 
У—У и выше прямой III — У/У, не может попасть в область под пря¬ 
мой III — III. 

Аналогичное обстоятельство имеет место для изображающей точки, 
расположенной слева от прямой II —II и ниже прямой IV — IV. 

Проследим за поведением изображающей точки М ѵ Двигаясь по 
кривой А 1 А 2і она попадает на прямую переключения II — II. Этому соот¬ 
ветствует перемещение золотника из положения о < —а 0 в положение 
а ——а 0 и выключение сервомотора. Далее изображающая точка дви¬ 
жется по прямой А 2 А В (при этом скорость сервомотора равна нулю) и 
выходит на прямую переключения У — У. Этому соответствует включение 

. і 

сервомотора и перемещение его со скоростью [л = —. Затем изобра- 
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жающая точка движется по дуге кривой Л 3 Л 4 Л 5 , выходит снова на пря¬ 
мую переключения/—/, движется по прямой Л 5 а б и т. д. и попадает на 
отрезок покоя в точке а. Возможен также и иной характер пере¬ 

ходного процесса, в котором изображающая точка попадает на прямую 
переключения в области скользящего режима. 

Выше мы ограничивались рассмотрением систем, описываемых дифе- 
ренциальными уравнениями второго порядка; движения в таких системах 
однозначно отображаются на фазовой плоскости. Движения в системах, 
описываемых уравнениями более высокого порядка, могут быть одно¬ 
значно отображены в многомерном фазовом пространстве, причем число 
измерений фазового пространства должно равняться порядку диферен- 
циального уравнения. Так, например, системам третьего порядка соот¬ 
ветствует трехмерное фазовое пространство. 

Рассмотрение трехмерного фазового пространства обычно значи¬ 
тельно более сложно и трудно, чем рассмотрение двухмерной фазовой 
плоскости. 

Для систем четвертого и более высокого порядка метод построения 
фазового пространства полностью теряет свою наглядность. 


5. ПОНЯТИЕ О МНОГОЛИСТНЫХ ФАЗОВЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ 

До сих пор мы рассматривали системы, описываемые одним дифе- 
ренциальным уравнением (или системой диференциальных уравнений), 
в котором правая часть является однозначной функцией своих аргумен¬ 
тов. Так, например, уравнение линейной системы регулирования с 
объектом регулирования первого порядка и астатическим сервомотором 
имеет вид 



Т а? + Р? + 7^-'? = ° 

(іо 

и может быть записано 

в форме 



х -|— 2 Ьх сооАГ = 0 

(11а) 

или в виде 

х — /(х, х) у 


где 




/(х, х)= — 2Ьх — щх 


[очевидно, каждой паре значений отклонения х и скорости у — х соот¬ 
ветствует одно значение функции /(х, у)]. 

Рассмотрим пример нелинейного уравнения. Уравнение системы регу¬ 
лирования с объектом первого порядка и сервомотором постоянной 
скорости может быть записано в виде 


Т а ? 


—9? — 4-; ^Т а у>Ъз 0 — ср(о7р + І); 

1 8 

—рт+у-; ? -цт а ? < — 1 Ч— ?( 5 тр + і); ( 42 ) 

1 8 

— рі ; | <р (§ТР + 1 ) + ? ь ? т а I < Ч* 
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В уравнении (42) правая часть не может быть выражена одним 
уравнением и требует для своего аналитического представления несколь¬ 
ких различных выражений. Однако, несмотря на это, так же как и 
в предыдущем случае, каждой совокупности значений отклонения х и 
скорости у соответствует только одно значение правой части. Поэтому, 
задав значения х и х, можно полностью определить состояние системы 
и характер дальнейшего переходного процесса в ней. 

Мы видели, что для исследования динамических систем весьма удоб¬ 
ным средством является построение фазового пространства и в частном 
случае систем второго порядка — построение фазовой плоскости. 

Во всех рассмотренных выше системах, как уже указывалось, каж¬ 
дой паре значений х и х соответствует только одно значение правой 
части диференциального уравнения, т. е. только одно состояние си¬ 
стемы. Именно поэтому такие системы, т. е. системы с однозначной 
правой частью, могут быть отображены на фазовую плоскость, причем 
каждой точке фазовой плоскости соответствует только одно состояние 
системы. Аналогичным образом система регулирования, описываемая 
уравнением я-го порядка с однозначной правой частью, взаимно одно¬ 
значно отображается в Я-мерном фазовом пространстве. 

Однако широко распространены в технике такие динамические си¬ 
стемы, которые нельзя описать одним диференциальным уравнением или 
системой диференциальных уравнений с однозначной правой частью [3, 4]. 
К классу подобных систем относятся все типы систем автоматического 
регулирования, в которых имеются элементы с „гистерезисными" свой¬ 
ствами— устройства с электромагнитными реле и устройства, в которых 
действуют силы сухого трения и имеются мертвые ходы .(люфты). Си¬ 
стемы подобного типа не могут быть отображены на фазовой плоскости 
и требуют, как было показано в работе [4], для своего изображения 
многолистных фазовых поверхностей. 

Исследование регулирующих устройств на многолистных фазовых 
поверхностях, как будет видно из дальнейшего, представляет точный 
и весьма наглядный метод их изучения. Рассмотрим в качестве элемен¬ 
тарного примера систему регулирования, в которую входит объект без 
самовыравнивания, сервомотор постоянной скорости и безинерционный 
чувствительный элемент, в предположении, что имеется люфт между 
чувствительным элементом и золотником. В случае отсутствия люфта 
уравнения движения, как мы раньше видели, будут иметь вид 


,?=— і*; 

(7) 

II 

СО 

(8) 

( + 1; ^ > 0 ; 

(37) 

1-1; а < 0; 


а = т). 

(9) 


Уравнение золотника графически представлено на фиг. 44 прямой 
линией а = т] биссектрисой координатного угла. 
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Допустим теперь, что величина люфта соответствует изменению і\ 
на величину т . Тогда характер изменения а при изменении т) будет 
иметь вид, графически изображенный на фиг. 44. 

Пусть в начальный момент (при т) = а = 0) люфт распределен равно¬ 
мерно в обе стороны. При возрастании т) до тех пор, пока не будет 

выбран люфт 3 т. е. пока 7)<трт, золотник с места не сдвинется и 

а = 0. 

При дальнейшем возрастании т) будет увеличиваться о по закону 
о = т)— 0,5т, который графически изображается прямой А 1 А 2 А Г Пусть 
у) увеличивается до зна¬ 
чения 7) = 7) 1? при этом 
а = о г Начнем теперь 
уменьшать т). До тех пор, 
пока не будет полностью 
выбран люфт, т. е. пока 
не уменьшится на вели¬ 
чину т , изменения а не 
произойдет; этому со¬ 
ответствует отрезок а А а г 
на фиг. 44. Следова¬ 
тельно, в этот период 
(при а = 0) 

т] — 0,5т < а < т] -ф 0,5т 
или 

| а — т)| < 0,5т. 

При дальнейшем убы¬ 
вании 7] а изменяется по 
закону 

о = т) + 0,5т (о < 0), 
представляемому линией В г В г В 3 . Если начать увеличивать т) от значе¬ 
ния т) 2 , которому соответствует а = о 2 , то до выборки люфта о не 
изменится (участок прямой а ѣ а А с уравнением |с — т)|<0,5т). При 
дальнейшем увеличении 7) изменение о снова идет по прямой А 1 А 2 А 3 . 
Уравнение золотника примет вид 



I т) — 0,5т; о>0; 

I 7) + 0,5т; о < 0; 

| а — 7) | < 0,5т; а = 0. 


Следовательно, уравнения движения системы запишутся в виде 


т а? = - 
. \ + 1 ; 
^Н-і; 


Ѵ-> 

о > 0; 

в < 0; 


(7) 

(37) 
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= ср; 

(8) 

тг] — 0,5т; з > 0; 

^96) 

7 )-{-0,5/и; а < 0; 

т)| < 0,5/и; а = 0. 

(9в) 


Проведем исключение переменных р, ?] и а. Исключая из уравнений 
(7а) и (37а) р., получаем 


— ~ при а> 0; 
1 8 

при в<0. 

1 3 


(47) 


В уравнении (47) вид правой части зависит от знака а. Нам необхо¬ 
димо выразить условия а >0 и а <0 через переменную ср; для этого рас¬ 
смотрим фиг. 44. Допустим, что в некоторый момент мы имеем а = а* >0 и 
тг] = тг]*. Точку на плоскости т], а с координатами а*, т]* обозначим 
через М ѵ Определим область значений т], в которой сохраняется а>0 

(зная эту область и имея в вилу, что т] = у, найдем соответствующую 

область значений ср). Если мы будем увеличивать т], то точка М ѵ характе¬ 
ризующая состояние золотника, будет вначале передвигаться по прямой 
а ь — а 6 (при неизменном значении а*), а затем начнет двигаться по прямой 
А 1 А 2 А Ві удаляясь от оси абсцисс; при этом возрастает а. Поэтому для 
уменьшения а необходимо уменьшать т). Из фиг. 44 видно, что при умень¬ 
шении тг] точка М г сначала будет двигаться влево по прямой а ъ а ъ (при 
а = с* = сопзі), а затем перемещаться по прямой приближаясь 

к оси абсцисс. При значении т]=— 0 , 5 / 7 * получаем а = 0 независимо 
от того, где находится точка УИ 1 (лишь бы а* > 0). Таким образом, 
условие а > 0 эквивалентно условию т) > —0,5 т. Аналогичным путем 
легко обнаружить, что условие а < 0 эквивалентно условию т) < 0,5 т. 

Но поэтому при с>0 имеем т\= і >—0,5 т или ср > 

> —= —0,5е, при а < 0 имеем т]=-?-< 0,5/и или ср < 0 , 5 е, где 
е = от. 

Следовательно, уравнение (47) распадается на два уравнения: 

= П Р И ? < 0,5з; (48а) 

1 з 

Т а <в = — і при 9 > —0,5г. (486) 

* 5 


Полагая ср = лг, х = у и переходя к диференциальному уравнению 
интегральных кривых, будем иметь 


сіу 1 # 

йх Т а ТзУ 


х < 0,5е; 


йу 1 

йх Т а Т 3 у 9 


х > —0,5з. 


(49а) 

(496) 
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Уравнения (48) или (49) не могут быть записаны в виде одного 
уравнения второго порядка с однозначной правой частью. Области, 
в которых имеют силу различные уравнения (49а) и (496), перекрывают 
друг друга в полосе — 0,5е < .г <0,5з. В связи с этим пользоваться 
обычной фазовой плоскостью для изображения на ней возможных дви¬ 
жений в системе неудобно, так как каждой точке фазовой плоскости 
в указанной полосе будут соответствовать два различных состояния 
системы; это обстоятельство противоречит основной идее фазового 
пространства о взаимно однозначном соответствии между положением 
изображающей точки в фазовом пространстве и состоянием системы. 



Фиг. 45. Фазовые полуплоскости многолистной 
поверхности. 

Для сохранения однозначности необходимо вводить в рассмотрение 
многолистные фазовые поверхности. 

Указанная неоднозначность правой части не является специфической 
особенностью люфта. К аналогичному обстоятельству приводит, как это 
упоминалось ранее, наличие сухого трения в регуляторе, неоднозначных 
характеристик в сервомоторе и в электромагнитных реле, а также ряд 
других причин. 

Построим фазовую поверхность системы, описываемой уравне¬ 
ниями (49) Рассмотрим вначале уравнение (49а). Оно имеет силу для 
значений л; < 0,5е и для всех значений скорости у . Возьмем полупло¬ 
скость х, у , ограниченную справа прямой л; = 0,5з (фиг. 45). Эта 
фазовая полуплоскость в силу уравнения (49а) заполнена семейством 
парабол 

4 = + < 50а ) 

и отображает движения в системе, когда они описываются уравне¬ 
нием (48). Рассмотрим теперь уравнение (496). Оно имеет силу в об¬ 
ласти х > —0,5г. Возьмем кусок фазовой плоскости, ограниченной слева 
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прямой х = —0,5е (фиг. 45). Этот лист будет в силу уравнения (486) 
заполнен параболами 


ЛІ 

2 


-1 

т а т в 


Х + ^ 2 * 


(506) 


Рассмотрим, каков характер движений изображающей точки по 
построенным фазовым полуплоскостям. На фиг. 45, а видно, что изо¬ 
бражающая точка, двигаясь по любой из фазовых траекторий, может 
покинуть фазовую полуплоскость уравнения (48а) лишь через положи¬ 
тельную часть своей правой границы* т. е. через положительную полу¬ 
прямую х = 0,5е. На фиг. 45, б видно, что изображающая точка, дви¬ 
гаясь по любой из парабол семейства (496), может покинуть фазовую 
полуплоскость уравнения (486) только через отрицательную часть своей 
левой границы, т. е. через отрицательную полупрямую лг= — 0,5е. 

Построим теперь фазовую поверхность всей системы регулирования 
в целом. Фазовая поверхность нашей системы составляется из двух 

листов (фиг. 46) следую¬ 
щим образом: оба листа 
накладываются друг на 
друга таким образом, 
чтобы их координатные 
оси совмещались. Далее 
оба листа скрепляются 
друг с другом вдоль тех 
участков их границ, че¬ 
рез которые изображаю¬ 
щие точки выходят за 
пределы листов. Следо¬ 
вательно, часть левой гра¬ 
ницы верхнего листа, ко¬ 
торым мы будем считать 
фазовую полуплоскость 
уравнения (48), должна 
быть скреплена с нижним листом вдоль отрицательной полупрямой 
х = —0,5е, а часть правой границы нижнего листа необходимо скре¬ 
пить с верхним листом вдоль положительной полупрямой л; = 0,5е 
(фиг. 46). Последнее скрепление (склеивание) происходит на нижней 
поверхности верхнего листа (на фиг. 46 границы, вдоль которых про¬ 
исходит склеивание, очерчены штрихлинией). 

При этом мы полагаем, что изображающая точка может покинуть 
лист, на котором она находится, только через его границу. Построенная 
фазовая поверхность дает взаимно однозначное соответствие между 
состоянием системы и положением изображающей точки. 

По полученной двухлистной фазовой поверхности легко изучить 
характер возможных движений в нашей системе. Пусть в начальный 
момент состояние системы изображается точкой М г . Если бы люфта 
не было, то она, двигаясь по траектории С^Сд, вышла бы на ось 
ординат в точке С 3 , далее перемещалась по параболе С г С 4 С г и вышла бы 
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Фиг. 46. Двухлистная фазовая поверхность 
системы регулирования при наличии люфта. 



снова на ось ординат в точке С 3 , после чего начала бы периодический 
обход по траектории С 3 С 2 , С 3 С 4 С 3 . В системе этому обходу соответ¬ 
ствуют незатухающие колебания. При наличии люфта характер движения 
будет иным. 

Изображающая точка движется по траектории С 3 С 2 С 3 до границы 
верхнего листа в точке С 6 . Здесь изображающая точка переходит на 
нижний лист, движется по траектории С 6 С 7 С 8 , охватывающей траекторию 
С В С 4 С Р и выходит на границу нижнего листа в точке С 8 , далее дви¬ 
жется по параболе С 8 С 9 С 10 , охватывающей параболу С 3 С 2 С 3 , выходит 
на границу верхнего листа и т. д. Следовательно, в системе происходят 
нарастающие колебания. Таким образом, люфт в чувствительном эле¬ 
менте играет вредную роль, ухудшая устойчивость системы. Мы видим, 
что движение системы регулирования поочередно отображается то на 
одном, то на другом листе. Это значит, что движение системы пооче¬ 
редно (циклически) описывается уравнениями (49а) и (496). Аналогичным 
образом могут быть построены многолистные фазовые поверхности 
в более сложных случаях. 
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ГЛАВА XXVIII 


АНАЛИЗ ДИНАМИКИ НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ С УЧЕТОМ СУХОГО ТРЕНИЯ И ЛЮФТОВ 

Среди различных нелинейностей, которые оказывают влияние на 
работу регулируемых систем, часто очень существенную роль играют 
неоднозначные нелинейные статические характеристики элементов регу¬ 
лятора. Неоднозначные характеристики часто вызывают накопление энергии 
в системе, поэтому при отсутствии или недостаточной эффективности 
стабилизирующих факторов (самовыравнивания, обратных связей или 
воздействия по производным) появляются автоколебания. К числу таких 
нелинейностей относятся сухое трение в чувствительном элементе или 
золотнике, люфты в отдельных звеньях регулятора, присутствие релей¬ 
ных устройств, наличие упругого гистерезиса в чувствительных элементах 
(сильфонах, пружинах, мембранах), наличие гистерезисной зависимости 
в электромагнитных элементах и т. д. В связи с тем, что автоколеба¬ 
тельные режимы в системах обычно нежелательны, необходимо изучить 
условия, в которых они возникают. 

Поскольку неоднозначные характеристики являются источником авто¬ 
колебаний, рассмотрение влияния нелинейностей такого типа на устой¬ 
чивость и характер переходного процесса в системе регулирования 
является важной задачей. 

Если система имеет второй порядок и неоднозначную статическую ха¬ 
рактеристику, то ее фазовое пространство является многолистной поверх¬ 
ностью. Однако если повысить порядок до третьего, то неоднозначность 
правой части устраняется, так как фазовое пространство в случае по¬ 
вышения порядка является трехмерным и включает как частный случай 
многолистные фазовые поверхности, являющиеся двухмерным многооб¬ 
разием. Этим путем акад. А. А. Андронов и его сотрудники рассмо¬ 
трели ряд очень важных задач регулирования [1], [2]. Системы, в ко¬ 
торых имеется сухое трение и люфты, мы будем отображать на много¬ 
листные фазовые поверхности [3]. Это позволит упростить изложение, 
сделать его геометрически весьма наглядным и избежать трудностей, 
связанных с повышением порядка уравнения до третьего. 

Предыдущая глава была посвящена сравнительно простому случаю 
таких систем, в настоящей же главе рассматриваются системы 
регулирования, описываемые диференциальными уравнениями второго 
порядка, в которых действуют силы сухого трения или имеются люфты 
в отдельных элементах регулятора, изучается характер переходных про¬ 
цессов в таких системах регулирования и определяется их устойчивость. 
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Кроме того, в главе приведены построения расчетных графиков и 
пространств параметров системы, позволяющие производить выбор 
параметров регулятора при его конструировании. Если в системе имеется 
несколько элементов с многозначными характеристиками, то количество 
различных уравнений, описывающих систему, значительно возрастает. 
Для исследования такой динамической системы целесообразно поступить 
следующим образом: 

1. Разбить диференциальное уравнение системы, имеющее много¬ 
значную правую часть, на ряд диференциальных уравнений, имеющих 
однозначную правую часть, и определить области существования этих 
однозначных правых частей. 

2. Установить характер взаимосвязи между этими уравнениями, т. е. 
определить порядок перехода от одного уравнения к другому. 

3. Отобразить каждое из уравнений на свой кусок фазовой 
плоскости. 

4. Скрепить получившиеся листы фазовых плоскостей между собой 
в соответствии с исходным диференциальным уравнением вдоль тех 
участков границ отдельных листов, через которые изображающие точки 
выходят за границы листов. 

Полученная таким образом многолистная фазовая поверхность дает 
взаимно однозначное соответствие между состоянием системы и поло¬ 
жением изображающей точки на многолистной фазовой поверхности. 
Мы видим, что в отличие от обыкновенных систем второго порядка, 
в которых состояние системы определяется полностью двумя числами — 
скоростью х и отклонением х , в рассматриваемых системах второго по¬ 
рядка состояние системы определяется тремя числами: скоростью х, 
отклонением х и номером листа многолистной фазовой поверхности. 

1. ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМЫ РЕГУЛИРОВАНИЯ 

С СЕРВОМОТОРОМ ПОСТОЯННОЙ СКОРОСТИ ПРИ НАЛИЧИИ 
СУХОГО ТРЕНИЯ В ЧУВСТВИТЕЛЬНОМ ЭЛЕМЕНТЕ 

Случай объекта без самовыравнивания. Рассмотрим 
систему регулирования, состоящую из объекта с самовыравниванием, 
сервомотора постоянной скорости с зоной нечувствительности и без- 
инерционного чувствительного элемента, обладающего сухим трением. 
При отсутствии сухого трения уравнения движения системы имели бы вид 


7> + = — (*; ( 7 ) 

8т) = ср; (8) 

[ 1 ° > °о 

7> =1 — 1- о<— « 0 ( 37 ) 

I О N <о 0 

а = т). (9) 


Предположим теперь, что в чувствительном элементе действуют 
силы сухого (кулоновского) трения. Во многих случаях можно считать, 
что зависимость силы сухого трения от скорости имеет вид, графически 
изображенный на фиг. 47. Если относительная скорость чувствительного 
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элемента у\ > 0, то сила трения постоянна по величине, но отрицательна 
по знаку 


(Р тр = -Я),. 


(51) 


так как она направлена в сторону, противоположную относительной 
скорости. Если т] < 0, то сила трения имеет то же абсолютное значе¬ 
ние, но положительна 


?ТР ! 

о 


п 

-Я 

о 7 


(Р тр = +Я). 


(52) 


Если же относительная скорость 
равна нулю, то сила сухого трения 
может иметь между —К и -|-і? 
любое значение: 

-Н<Р тр < + Я. (53) 


Фиг. 47. Зависимость силы сухого 
трения от скорости. 


Посмотрим, как отразится нали¬ 
чие силы сухого трения на работе 
чувствительного элемента. Отложим ‘ 
по оси абсцисс прямоугольной си¬ 
стемы координат величину ср, а по оси ординат смещение 8т] (фиг. 48). 
Если трение отсутствует, то зависимость между 8т) и ср представится 
прямой линией АВ —биссектрисой координатного угла. Предположим 
теперь, что в элементе действуют силы трения. Пусть в начальный 
момент ср = 0 и 7] = 0. Начнем увеличивать ср. В начальный период 
увеличение о не вызывает смещения т], так как сила трения уравнове¬ 
шивает усилие, возникающее при отклонении ср. При некотором значении 
? = 0,5е сила трения до¬ 
стигает максимального зна¬ 
чения Р тр — Ц и затем на¬ 
чинается увеличение 8т] по 
прямой РЕ. Уравнение этой 
прямой 

= -|- ср — 0,5г. (54) 



При уменьшении ср от лю¬ 
бого значения ср = ср д сме¬ 
щения муфты не произойдет 
в интервале <р а > ср > с р а - — г, 
где ср а = Ъті а -(- 0,5з, вслед¬ 
ствие влияния силы трения 
в тот промежуток времени, 

в который т] = 0. С момента, когда ср = с р а — е, дальнейшее убыва¬ 
ние ср вызовет убывание т] по прямой СО; при этом т] <0. Уравнение 
прямой имеет вид 


Фиг. 48. График работы чувствительного эле¬ 
мента при наличии силы сухого трения. 
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8т) = ср -{- 0,5з. 


(55) 



Таким образом, при наличии трения уравнение чувствительного 
элемента на основании выражений (53), (54) и (55) примет вид 


8 т) 



<р — 0,5е при т) > 0; 
ф + 0,5з при т] < 0; 


в?! — < ? < Ц 4- 4 ; т) = о. 


Уравнения движения имеют вид 

7 ’ в ? + ?? = -?> 

— 0,5е; > 0; 

+ 0,5е; V] < 0; 
18т) — э | < 0,5е; ^ = 0; 



= 


1; 5>о 0 ; 

— 1; а < — а 0 ; 

I«I < <ѵ 


0 = Т). 


(7) 

(56) 


(57) 

(9) 


Исключив из этих уравнений р, т] и а, получаем 


Т а<? + Р? = ' 

і ^ 

— -Т~\ °>ѵ- 
1 $ 

+ ; 3 < — а 0 ; 

0 ; I а | < о 0 . 

(58) 

Исключим теперь а. 
Рассмотрим условие 

а>а 0 . 

(59) 

Учитывая уравнение (9), получаем 

а 0 < а = 7] или т] > а 0 . 

(60) 

Умножим обе части уравнения (59) на 8: 

8 т] > а 0 о = т х . 

(61) 


Условие (61) эквивалентно условию (59). Но из фиг. 48 видно, 
что если условие 8т] > т г выполнено, то оно продолжает быть выпол¬ 
ненным, пока ф > ср 1 = т г — 0,5г. Подставляя вместо т 1 его значение 
из (61), получаем 


> а 0 8 — 0,5г. 


(62) 
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Условие (62) равносильно условию (59). Аналогичным путем нахо¬ 
дим, что условию а<—а 0 соответствует условие 

ср<—а 0 8-1-0,5в, (63) 

а условию | а | < а 0 соответствует условие 

— а 0 8 — 0,5е < ? < о 0 8 0,5е 1 . (64) 

Таким образом, уравнение движения приобретает вид 

— при с? > а 0 8 — 0,5е; (65) 

* ^ 

7 ' а ?+Р?= 1 при ср<—а о 8+0,5е; (66) 


( 0 при | ср I < а 0 8 0,5е. (67) 

Упростим несколько выражения (65) — (67). Для этого произведем 
замену переменных: 

^ —.. .Р_^ • % — .51 • 

х С * 


получим 


о — хе; 




йх йх 


г' Р . 


Подставляя эти выражения в выражения (65) — (67), получим 


— х —2— — 0,5; 

* 3 6 


■х'+р-2-х' = { + 7 -; 


■ + 0,5; 


Обозначив 


0; И <-^ + 0,5. 


Л _ Тд СрБ _ р 

7 >р 2 е — 


х" -х' — — А при х > В — 0,5; (67а) 

х" + х 9 = А при а: < — В + 0,5; (676) 

х" х' = 0 при | л: | < В -}- 0,5. (67в) 

Уравнения (67) поочередно, циклически сменяясь, описывают дви¬ 
жение в системе регулирования. 

Обозначая х'=у и переходя к диференциальным уравнениям инте¬ 
гральных кривых, получим 

4=-1-4; *>Я-0,5; (68а) 
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(686) 


ё—~‘+т > 

% = —\\ |л;|<3 + 0,5. (68в) 

Для построения фазовой поверхности системы отображаем каждое 
из уравнений ( 68 ) на свой лист фазовой плоскости (фиг. 49). 

Уравнение ( 68 а) отображается на первый лист — полуплоскость л:, 
у, ограниченную слева прямой 

х = В — 0,5. (686') 

Уравнение ( 686 ) — на второй лист — полуплоскость, ограниченную 
справа прямой 

х = — В-\- 0,5; ( 68 а') 

а уравнение ( 68 в) — на третий лист — кусок плоскости, ограниченный 
справа и слева прямыми 

х = В 0,5 ( 686 ") 

и 

х = — В — 0,5. ( 68 а") 

Первый лист заполнен кривыми, уравнение которых 

а у — 1п(1 -{-осу)— _ ах-{- С г ; а = -~- (69а) 

получается путем интегрирования уравнения ( 68 а). 

Второй лист в силу уравнения ( 686 ) заполнен кривыми 

— сну — 1 п (1 — ау) = ах С 2 , (696) 

а третий лист в силу уравнения ( 68 в) заполнен отрезками прямых 

У = X Сд. (69в) 

Участки границ, через которые .изображающая точка может поки¬ 
нуть листы, очерчены штрихлиниями. Для построения многолистной 
фазовой поверхности, которая в этом случае будет трехлистной, накла¬ 
дываем все три листа друг на друга так, чтобы их координатные оси 
совпали, и склеиваем между собой вдоль участков границ, очерченных 
штрихлиниями (фиг. 49). Из фазовой диаграммы видно, что при тех 
значениях параметров системы, для которых построена фиг. 49, в системе 
имеется один устойчивый предельный цикл, которому соответствуют авто¬ 
колебания координаты ©. Имеется устойчивый отрезок А г А 2 состояний 
равновесия. Если система находится в равновесии, т. е. изображающая 
точка расположена на отрезке покоя, то необходим достаточно сильный 
начальный толчок, чтобы начались автоколебания. При надлежащем 
изменении параметров системы амплитуда предельного цикла будет 
уменьшаться, и в конце концов можно достигнуть такого сочетания 
параметров, при котором автоколебания будут невозможны. Такого 
режима необходимо добиваться для нормальной работы системы регули¬ 
рования. 


775 



Для определения условий устойчивой работы произведем количе¬ 
ственное исследование, для которого используем так называемый метод 
точечных преобразований. В нашем случае он может быть реализован 
в следующем виде. Мы будем рассматривать переход каждой точки 
полупрямой л:<л:(Л 1 )(С 1 ) в соответствующую точку линии разветвле¬ 
ния [см. уравнение ( 68 а")]. Этот переход будет определяться некоторой 
формулой, которую мы найдем. Далее, мы найдем закон преобразования 
линии разветвления [см. уравнение ( 68 а")] в полупрямую л; >лг(Л 2 ) (С 2 ). 
Этими двумя последовательными переходами точки полупрямой х <! х (Л 2 ) 
переводятся в точки лг!>лг(Л 2 ). В силу симметрии фазовой поверхно¬ 
сти относительно на¬ 
чала координат можно 
утверждать, что точки 
полупрямых С± и С 2 , 
расстояния которых от 
начала координат оди¬ 
наковы (по модулю), 
определяют амплитуду 
предельного цикла. 
Требуя, чтобы эти точ¬ 
ки совпадали с точками 
разветвления А х и Л 2 , 
получаем условие ус¬ 
тойчивости. Далее, 
нетрудно определить, 
устойчив ли предель¬ 
ный цикл. Именно, если 
упомянутые расстояния приближаются по величине как снаружи, так 
и изнутри к амплитуде предельного цикла при возрастании времени, 
то последний устойчив, если же удаляются, то неустойчив. Условие 
устойчивости можно выразить аналитически в общем случае. Применим 
этот способ к нашей задаче. 

Рассмотрим точку с координатами х= — л: 0 , у — 0, лежащую 
слева от точки А ѵ Найдем уравнение траектории, проходящей через 
эту точку. Из уравнения (696) имеем 

О = — ах 0 + С; — ау — 1п (1 — ау) = а (л: -{- л; 0 ). (70а) 

Мы получили искомое уравнение. Ищем теперь точку ІѴ 2 пересече¬ 
ния этой траектории с прямой [см. уравнение ( 68 а")]. Уравнение ( 68 а") 

х = 0,5 — В 



Фиг. 49. Трехлистная фазовая поверхность системы 
регулирования при объекте с самовыравниванием. 


подставляем в формулу (70а) 

1п(1 — <ху 1 ) = аВ — 0,5а — а(л : 0 4-Уі)- (706). 

Уравнение (706) определяет ординату у г точки ІѴ 2 . 

Найдем теперь формулу, переводящую точку ІѴ 4 полупрямой 
х^х (Л 2 ) в соответствующую точку линии разветвления [см. уравне- 
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ние ( 68 а*)]. Через точку УѴ 4 с координатами х = х 0 , у — 0 проводим 
траекторию [см. уравнение (69а)]. Получаем 

оу — 1п (1 + ау) = — а (х — дг 0 ). (71а) 

Ордината у 2 точки пересечения этой траектории с прямой ( 686 ") будет 
1п(1 + ау 2 ) = + 0,5а — а (л : 0 — у 2 ). (716) 

Движение будет периодическим, если ему соответствует замкнутая 
траектория на фазовой плоскости, что имеет место, если одна из 
прямых [см. уравнение (69в)], представляющих траектории третьего 
листа, проходит через обе точки ІѴ 2 и Л^ 3 . Но расстояние по вертикали 
между точками пересечения траекторией [см. уравнение (69в)] прямых 
[см. формулы ( 68 а") и ( 686 ")] равно 1 = 23. Поэтому условие периодич¬ 
ности есть у г = у 2 + 2 Я. 

Подставляя это условие в уравнение (716), получаем 

1п (1 -|- ау х — 2а В) = аВ -|- 0,5а — алг 0 -}- ау х — 2а В. (71) 

Из уравнений (706) и (71) легко определяются амплитуды у г и х 0 
предельного цикла. Однако нас больше интересует условие устойчи¬ 
вости, которое заключается в том, чтобы амплитуда х 0 была меньше 
или равна абсциссе точки Л 2 . Абсциссу находим из уравнения (696"). 

Подставляя лг Л 2 в формулу (70а) и (71), получаем 

1 п( 1 — ау 1 ) = а(у 1 + 1 ); 

1п (1 +«.Уі — 2Р) = ау 1 — 2р, 
где 

а5 = р. 

Исключая отсюда а у, нетрудно найти границу области устойчивости. 
Второе уравнение имеет один действительный корень \/у 1 = 2$. Под¬ 
ставляя его в первое уравнение, находим, что условие устойчивости 
принимает вид 

е -(«+2Ю >1 _ 2 р (72) 


и зависит лишь от двух параметров: 


°ов Тур 2 

Т а 


Плоскость параметров изображена на фиг. 50. Незаштрихованная часть 
плоскости соответствует неустойчивому состоянию системы регулиро¬ 
вания; при этом в системе имеется устойчивый предельный цикл. Если 
р —>■ 0 , то амплитуда его стремится к бесконечности. Заштрихованная 
часть плоскости параметров соответствует устойчивому состоянию 
системы регулирования. 

Из рассмотрения фиг. 50 можно сделать вывод о том, какими целе¬ 
сообразно выбирать параметры системы регулирования. 

Возьмем в плоскости ар, например, точку М , лежащую на границе 

Т о 2 

устойчивости. Если увеличивать , то р и а растут, но отношение 

1 а 
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их остается постоянным: — = — , следовательно, точка М переме- 

а е 

щается по прямой, проходящей через начало координат, удаляясь от 
начала. При этом она попадает в область устойчивости, и при дальнейшем 

увеличении запас устойчивости, 

* а 

который может быть охарактери¬ 
зован расстоянием от границы устой¬ 
чивости, будет увеличиваться; при 

уменьшении точка М попадает 

* а 

в область неустойчивости. 

Поскольку точка М выбрана на 
границе устойчивости произвольно, 
наше рассуждение имеет общую 
силу; следовательно, с увеличе- 

Т сР 2 

нцем всегда увеличивается устой- 

1 а 

чивость системы. 

Аналогичным образом не трудно 

показать, что при = сопзі уве- 

* а 
а 0 й 

личение соответствует увеличе¬ 
нию устойчивости и наоборот. 

Из фиг. 50 видно, что если 
р > 0,5, то система регулирования 
устойчива при любых в. 







Щ 

■ 

■ 

■ 



Щ 






Ша 





■ 


Область неустойчивое 

ти \ 

ш 





т 

Ц| 

Ш 

■ 

■ 



ш 

ш 

■ 

■ 

щ 

| 

1 

■ 

ш 

ж 



О 0,2 0,4 р 

Фиг. 50. Плоскость параметров в 
случае объекта без самовыравнивания. 


Следовательно, если у регулятора нет обратной связи, но объект 
обладает самовыравниванием, то для устранения возможности возникно¬ 
вения автоколебаний нужно выбирать параметр 

р = ^о|7>1 >0>5 


Увеличение параметра р при заданных Т а и р достигается увеличе¬ 
нием 8, о п и Тс. 


2. ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМЫ РЕГУЛИРОВАНИЯ С СЕРВОМОТОРОМ 
ПОСТОЯННОЙ СКОРОСТИ ПРИ НАЛИЧИИ ЛЮФТОВ 

Ранее мы рассмотрели уравнения движения и фазовую поверхность 
системы регулирования при наличии люфтов. 

Сравнивая случай наличия люфтов с только что рассмотренным 
случаем наличия сухого трения, мы видим, что влияние обеих нелиней¬ 
ностей имеет одинаковый характер. Это объясняется тем, что характер 
связи между входной и выходной координатами звена, имеющего нели¬ 
нейность, оказывается одинаковым. В самом деле, характер связи между 
координатами при наличии сухого трения в чувствительном элементе 
графически изображен на фиг. 48. 

778 





Предположим теперь, что сухого трения нет, а есть лишь люфт 
величйны т между чувствительным элементом и золотникбм. Характер 
зависимости при этом т) от а представлен в предыдущей главе на фиг. 44. 

Сравнивая обе фигуры, заключаем, что поведение системы регулиро¬ 
вания с сухим трением величины е в чувствительном элементе оди¬ 
наково с поведением системы регулирования при наличии люфта величины 

#г=у между золотником и чувствительным элементом. Таким обра¬ 
зом, все результаты, полученные для системы с сухим трением, пол¬ 
ностью распространяются на системы с люфтами, необходимо лишь 
всюду заменить з на тЪ. При этом получаем следующее выражение 
для параметров: 


Тд в — ст °в а ° 

7у>тр2 ’ тЬ т 


(73) 


3. ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМЫ РЕГУЛИРОВАНИЯ С СЕРВОМОТОРОМ 
ПОСТОЯННОЙ СКОРОСТИ И РЕЛЕЙНЫМИ УСТРОЙСТВАМИ 

Мы рассмотрели системы с сухим трением и люфтом и выяснили, 
что характер их поведения одинаков. Сейчас мы увидим, что совер¬ 
шенно аналогичный характер переходных процессов имеется и в системах 
с релейными устройствами. 

Рассмотрим систему регулирования (см. фиг. 51), состоящую 
из объекта с самовыравниванием (баллона 7, в котором регулятор 
поддерживает давление), 
безинерционного чувстви¬ 
тельного элемента (силь¬ 
фона 2) и сервомотора 3 
постоянной скорости, 
управляемого от поляри¬ 
зованного реле 5. Якорь 
6 поляризованного реле 
перекидывается к кон¬ 
тактам 8 и 7 в зависи¬ 
мости от направления 
тока в обмотке 10 реле. 

При этом, для того чтобы 
якорь перекинулся, необ¬ 
ходимо, чтобы величина 
тока по абсолютному зна¬ 
чению была больше неко¬ 
торой минимальной величины, которой соответствует отклонение (а 2 ) 
движка 9 . Если отклонение движка | о | > а 2 , то якорь прижат 
к одному из контактов. При этом сервомотор вращается с постоянной 
скоростью. 

Будем теперь уменьшать смещение движка; в связи с тем, что коэфи- 
циент возврата X обычно меньше единицы, поляризованное реле выклю¬ 
чится не при значении |а|=а 2 . а при меньшем значении 
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Фиг. 51. Схема релейной системы регулирования. 


Графически эта зависимость изображена на фиг. 52. Если в некоторый 
момент значение о лежит между — о 2 и о 1э то |а = 0; при этом будет 
оставаться |а = 0 независимо от знака и величины о до тех пор, пока 
— з 2 <а<-{-а 2 . Если же в некоторый момент о > а 2 , то скорость 
= В х и будет оставаться такой независимо от знака скорости а до 
тех пор, пока будет оставаться а > а г Аналогичным образом, если 
а< —а 2 , то скорость [а будет оставаться равной — В г независимо от 
знака скорости до тех пор, пока а < а г Следовательно, 


р' 

6 

~ б г -б, 








б 1 б 2 б 

-В 



Фиг. 52. Зависимость скорости 
сервомотора от а. 


[ + в і П Р И °>°ѵ ] 

. а<— 0і ; (74) 

I 0 „ — а 2 < а < а 2 . ) 

Уравнения системы регулирования за¬ 
пишутся в виде 


7> + Р?= — р; 

87] = ср; а = 7]; 

( В г \ о > о 1 ; 
|а = | —В х \ а<а а ; 

I 0; — а 2 <а<а 2 . 


Исключая из этой системы все переменные, кроме о, получим 
последовательно 

( —В г \ о>о 1 ; 

Т а <Р + Р?= “ Р = | + Б і> а < — °ѵ 
I 0; — о 2 а ^ о 2 . 

Имея в виду, что 


получим 


Т а? + Р? = 


Ф 

0 = і» 


^1» а 1 ^ у ’> 

<р' 


0; 


' ^ 


а 2 . 


Обозначая 


. ст 2 + СТ 1 . 


; т = а 2 — о 2 ; В 1 = т ~; г=то, 


(75) 


мы получим такое же уравнение, как и уравнение (68), описывающее 
систему регулирования с сухим трением. Исследование этого уравнения 
произведено выше. Там построена фазовая поверхность, и пространство 
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параметров (см. фиг. 50). Все выводы, полученные при этом рассмотрении, 
полностью распространяются на рассматриваемый сейчас случай. Про¬ 
странство параметров также сохраняется, если считать 


А — 


Т а В 

(«2 — »і) йр 2 ’ 


О Г 


(ст 2 + а а ) 5 
2 


(76) 


4. СИСТЕМА РЕГУЛИРОВАНИЯ С СЕРВОМОТОРОМ ПЕРЕМЕННОЙ 
СКОРОСТИ ПРИ НАЛИЧИИ СУХОГО ТРЕНИЯ 
В ЧУВСТВИТЕЛЬНОМ ЭЛЕМЕНТЕ 


До сих пор мы рассматривали системы регулирования с сервомото¬ 
ром постоянной скорости. Рассмотрим теперь случай, когда сервомотор 
имеет переменную скорость. Возьмем объект с самовыравниванием, 
снабженный регулятором, состоящим из сервомотора переменной скоро¬ 
сти и чувствительного элемента при наличии в нем сухого трения. 

Уравнения движения имеют вид 


7 >4-р<р = — р; °=^; &■») — <? = 


— 0,5е; т] > 0; 
+ 0,5ё; 7]<0; 


Р=4-з; Щ — ?| < 0,5е; т) = 0. 
1 8 


Для построения фазовой поверхности ср, ср = ф нам необходимо 
исключить из этих уравнений все переменные, кроме ср. В данном 
случае задача оказывается более сложной, чем в случае сервомотора 
постоянной скорости. Рассмотрим вначале случай, когда в процессе 
движения т] > 0. Получаем 

7 ’в?Н-Р'Р= — Р = ~ у- а — — — ^(<? — 0,5е) 

или 

7 ' в с ? + Р'? + 7 ^ 5 = —при 7і>0. (76а) 

Из фиг. 53 видно, что при т]>0 имеем ср > 0. При этом точка 
8 т), ср, характеризующая состояние прибора, перемещается по прямой ЕВ, 
Следовательно, уравнение (76) имеет силу, пока ср возрастает. Пусть 
максимальное отклонение равно ср тах . Уравнение (76а) имеет смысл, 
пока ср > 0, ср = ср тах . После того как достигнуто значение ср тах , начи¬ 
нается уменьшение ср. При этом в пределах зоны нечувствительности е 
имеем 

7 1 = 1, )тах = СОП5І ; -»І = 0 . 

Точка (ср, 8 тг)) перемещается по отрезку а^. Следовательно, в этом 
интервале имеем 

I* === ’Чтзл 7 ^ (9шах 0,5з). 
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(766) 


Уравнение движения будет 

+ РР = — 7^5 (?та* — °> 5 ®) П Р И Ч == °- 

При дальнейшем уменьшении ср начинает уменьшаться 8т] по прямой СВ . 
При этом мы имеем 8т] = ср -|- 0,5е, и уравнение движения (до момента 
остановки при <? = <р тІП ) будет иметь вид 

Т’в? + Р? = — + °> 5е >> 


при т] < 0, т. е. 

при <р><р т , п ? < о. (76в) 



Фиг. 53. Зависимость между смещением 
чувствительного элемента и отклоне¬ 
нием регулируемой величины. 





Фиг. 54. Бесконечнолистная фазовая 
поверхность регулятора. 


После достижения минимального значения ср т5п начинается увеличе- 
ние ®, при этом в пределах <?ші п < с Р< с Ршіп + е будет т] = ?] гаІП = сопз*. 
Точка ('-рбт)) перемещается по отрезку а г а ѵ В этом участке 

Р = 7^5 (?шіп "Ь °) 5 е). 


Следовательно, 

т а <° + ?і? = — 7^(?шіп-|-. е ) при 4 = 0, 


т. е. при 

<Ршііі < <Р < ?ш.п + ». (76г) 

Если в системе имеются периодические колебания и Ф тах есть ампли¬ 
туда колебания, то точка (ф, 8т]) начинает периодически обходить 
замкнутый контур Если устанавливаются автоколебания 

большей амплитуды Ф 2тах , Т0 им будет соответствовать обход по контуру 
а 5 а 6 а 7 а 8 а 5 и т. д. Каждое колебание описывается четырьмя уравнениями, 
причем уравнения (76а) и (76в) одинаковы при любых ср тах и ср тШ , 
а уравнения (766) и (76г) зависят от ср тах и ср тІп . 

Поскольку начальные амплитуды ср тах и ср тІп могут быть любыми, 
постольку для описания всех возможных движений в системе необходимо 
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бесчисленное множество диференциальных уравнений второго порядка 
вида (766) и (76г). Очевидно, что отобразить систему на многоли¬ 
стную фазовую поверхность с конечным числом листов невозможно. 
Необходима бесконечнолистная фазовая поверхность (фиг. 54). 
Построить ее можно следующим образом: введем на фиг. 54 третью 
ось ф = ср, проходящую через начало координат и перпендикулярную 
к остальным осям (фиг. 55). Проведем через прямые СВ и ЕВ две 
полуплоскости, перпендикулярные к плоскости чертежа: 


8т] = ср -]- 0,5е 

(77а) 

07) = Ср — 0,5е. 

(776) 


Полуплоскость А [см. формулу 
(77а)] располагаем перед плоскостью 
чертежа (ей соответствуют отрица¬ 
тельные значения ср), полуплоскость Р 
[см. формулу (776)] идет за плоско¬ 
стью чертежа* и ей соответствуют по¬ 
ложительные значения ср. Простран¬ 
ство между плоскостями плотно, без 
промежутков заполнено полосами 
8т] = сопзі 

На фиг. 54 полосы скреплены 
с полуплоскостью А вдоль отри¬ 
цательных значений ф и с полупло- фиг. 55. Характеристики сил трения, 
скостью Р вдоль положительных 

значений ф. Каждая из полос 8т] = сопзі заполнена семейством траек¬ 
торий, определяемых уравнениями (766) или (76г) с соответствующими 
значениями ср тах или ср т5п . Полуплоскости А и Р соответственно 
заполнены траекториями, определяемыми уравнениями (76а) и (76в). 
Построенная бесконечнолистная фазовая поверхность, представляющая 
вырожденный трехмерный континуум, отображает все возможные дви¬ 
жения в системе. На фиг. 54 показана замкнутая фазовая траектория 
(предельный цикл), соответствующая некоторому автоколебательному 
режиму. Условие устойчивости получается, если потребовать, чтобы 
предельный цикл проходил через концы устойчивого отрезка покоя. 
Это условие имеет вид 

А = ТМ < 3 ’ 04 - 

Если А < 3,04, то автоколебания в системе невозможны, если же 
А > 3,04, то возникают автоколебания. Введение жесткой обратной 
связи не изменяет структуры фазового пространства, а лишь несколько 
изменяет вид уравнений. Если в регуляторе имеется жесткая обратная 
связь, определяемая уравнением движка а = т\ — то движения 
в системе зависят от двух параметров. 
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5. СИСТЕМА РЕГУЛИРОВАНИЯ ПРИ НАЛИЧИИ СУХОГО ТРЕНИЯ 
В СЕРВОМОТОРЕ ПЕРЕМЕННОЙ СКОРОСТИ 


Ранее мы показали, как влияет на поведение системы регулирования 
сухое трение в чувствительном элементе. Было установлено, что в этом 
случае в системе могут возникнуть незатухающие колебания, нарушаю¬ 
щие нормальную ее работу. 

Здесь мы рассмотрим вопрос о том, как влияет на поведение системы 
сухое трение в сервомоторе. Это весьма важно потому, что трение 
в сервомоторе обычно достигает значительной величины из-за необхо¬ 
димости создания достаточно надежной посадки сервопоршня и вслед¬ 
ствие сил реакции от усилия сервопоршня, возникающих в звеньях 
^ механизма, передающих это усилие 

| к исполнительному органу. 

. ^ При рассмотрении влияния трения 

<гіЧ> " п -- в чувствительном элементе мы пола- 

< І 9 У |^4щ|| гали, что зависимость силы сухого 

|| трения от относительной скорости |х 

представляется ломаной й х АВй 2 на 
! '— і і — фиг. 55, т. е. что при наличии отно- 

I ІМ сительной скорости между трущимися 

. телами сила трения постоянна по ве- 

Е -|І _!_X личине, а по знаку противоположна 

___ У _ 0 знаку относительной скорости. Если 

_ ) же относительная скорость равна 

А ~ нулю, то сила трения может прини- 

Фиг. 56. Схема системы регулирова- ^ ^ у ^ 

ния> к * * мать в пределах + і? и — і? любые 

значения — Ц <г тр <+я. 

Такое предположение является первым приближением к действитель¬ 
ности. В реальных условиях сила трения покоя обычно больше силы 
трения движения, причем с увеличением относительной скорости абсо¬ 
лютная величина силы трения уменьшается. 

Графически зависимость силы сухого трения от скорости в этом 
случае представляется кривыми типа й ъ АВй± или й ь АВй 6 . Форма кривых 
зависит от рода сопрягающихся материалов и от характера поверхности. 
Подобные характеристики силы трения будут называться падающими 
характеристиками, а само трение — падающим. 

Обычно принимаемая зависимость, представленная на фиг. 55 лома¬ 
ной й х АВй г , является далеко идущей идеализацией реальной зависимости, 
представленной кривыми й ъ АВй^ й ъ АВй ь . 

Влияние сухого трения, действующего в сервомоторе, наиболее 
сильно сказывается в сервомоторах, управляемых от золотника типа 
сопла — заслонки или струйной трубки. 

Мы будем рассматривать вопрос о поведении системы автоматиче¬ 
ского регулирования с безинерционным чувствительным элементом, 
объектом с самовыравниванием и сервомотором переменной скорости 
при наличии в нем сухого трения с падающими характеристиками. 
Схема системы регулирования приведена на фиг. 56. 
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Уравнения движения в обычной форме для объекта регулирования, 
чувствительного элемента, золотника и сервомотора могут быть запи¬ 
саны так: 

Уравнение объекта 



т а ? + р? = — 

(51а) 

Уравнение чувствительного элемента 



„ ч> . 

7 І=—> 

(52) 

Уравнение золотника 

Уравнение сервомотора 

а = т]. 

(1 = уг- 0 + Г тр . 

(54а) 


Что касается уравнения сервомотора, то для упрощения- расчета 
при сохранении качественных особенностей явления мы идеализируем 




Фиг. 57. Идеализированная ха- Фиг. 58. Зависимость скорости сер- 

рактеристика силы падающего вопоршня от смещения золотника, 
трения. 

характеристику падающего трения и будем считать, что оно может 
быть представлено при помощи фиг. 57 и аналитически записано в виде 


— 0,5г 1 ; (х > 0; 
Ч” ; цСО; 


2 


< 


тр 



[л = 0. 


(78) 


В этом предположении зависимость скорости сервопоршня от сме¬ 
щения золотника графически изображается, как это показано на фиг. 58, 
где ѵ==аѵ 1 ; е = аг г 

В областях |а|<0,5е (или | ср | < 0,5в8Г 5 ) и |а|>0,5ѵ (или 
|?| >0,5ѵ87^)^ау-^ возможно лишь по одному значению р., в областях 
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0,5е<|а|<0,5ѵ (или 0,5е8Г 5 <|ф | <0,5ѵоГу)—по три значения ц, причем 
отрезкам оси абсцисс соответствуют два слившихся состояния — устой¬ 
чивое и неустойчивое. При каждом колебании переменной ср с ампли¬ 
тудой 9 * >0,5ѵ&Ту на плоскости ср, ^ будут описываться две петли 
гистерезиса. 

Аналитически зависимость, изображенная на фиг. 58, запишется 
в виде 

I > °.5г; 


V■ = 


0 ; 



(78а) 


г,5+0’ 5г ; 


0,5е. 


Исключая из уравнений (51а), (52), (54а) и (78а) все переменные, 
кроме ср, находим, что все возможные движения в системе могут быть 
описаны тремя уравнениями относительно переменной ср: 

Г а <р + р? + ^ + 0,5е = 0 при <р<—•О.беЗГ,; (79а) 

Т а <р + Р? = 0 при | <р | < 0,5 ѵ&Г* ; (796) 

7> + Р? + 7^8 — °’ 5е = 0 П Р И ? > °» 5е87 Ѵ , (79в) 


которые циклически сменяют друг друга. 

Фазовое пространство системы, которое в рассматриваемом случае 
представляет трехлистную фазовую поверхность, строится следующим 
образом [3]. 

Уравнение (79а) отображается на фазовую полуплоскость, ограни¬ 
ченную справа прямой 

9 = — 0,5е87^ = — ср 2 . (80) 


Назовем ее первым листом (фиг. 59). Уравнение (796) отобра¬ 
жается на кусок фазовой плоскости (второй лист, фиг. 60), ограниченный 
слева прямой 


а справа прямой 


ср _ 0,5ѵ8Г 5 = — ср 1 . 


ср =2 0,5ѵ87^ = сг 1в 


(81) 

<82) 


Уравнение (79в) отображается на полуплоскость, ограниченную слева 
прямой 


<р = 0,5е87^ = Ф 2 . 


(83) 


На фиг. 59 видно, что изображающая точка Ж, попав в любом 
месте на первый лист, двигается по куску фазовой траектории, при¬ 
надлежащему устойчивому фокусу и описываемому уравнением (79а), 
через некоторое время она выходит на положительную часть границы 
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<р=г= — ср 2 листа и покидает его. Аналогичное обстоятельство имеет место 
для третьего листа; изображающая точка, расположенная на нем, дви¬ 
жется по фазовой траектории и покидает лист через отрицательную 
часть его границы Ф = ср 2 (здесь ср 2 = 0,5е&7^). 



Фиг. 59. Первый и третий листы фазовой 
поверхности. 


Иное положение имеет место на втором листе (фиг. 60). Если 
изображающая точка находится в незаштрихованных областях второго 
листа, то она, двигаясь по фазовой траектории, через некоторый про¬ 
межуток времени выходит на границу листа и покидает его. Если же 


изображающая точка находится в любой точке заштрихованной области 
(ограниченной траекториями, проходящими через точки ІѴ 2 и ІѴ 2 оси 


абсцисс), то она через некоторый про¬ 
межуток времени должна выйти на 
отрезок Л^Л/а оси абсцисс и остается 
на нем. Следовательно, отрезок Л ^ІѴ 2 
второго листа является устойчивым 
отрезком покоя. 

Построим теперь фазовую поверх¬ 
ность системы. Для этого необходимо 
отдельные листы скрепить между со¬ 
бой вдоль тех участков их границ, че¬ 
рез которые изображающая точка по-* 
кидает листы. Следовательно, отдель¬ 
ные листы связаны между собой сле¬ 
дующим образом: первый лист соеди¬ 



няется со вторым вдоль отрицательной Фиг. 60. Второй лист фазовой 
полупрямой [см. формулу (81)] и по- поверхности, 

ложительной полупрямой [см. фор- 

мулу (80)], второй лист соединяется с третьим вдоль положительной 
полупрямой [см. формулу (82)] и отрицательной полупрямой [см. 
формулу (83)] (фиг. 60). 

Построенная многолистная фазовая поверхность, имеющая четыре 


точки разветвления, дает взаимно однозначное соответствие между 


состоянием системы и положением изображающей точки в фазовом про- 


50* 
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странстве. На фиг. 61 ясно виден характер движения изображающей 
точки на фазовой поверхности. Фазовая траектория извне и изнутри 
навертывается на предельный цикл АВСОЕРА , которому соответствуют 
автоколебания в системе. При надлежащем изменении параметров системы 
амплитуда предельного цикла убывает, и при некотором их сочетании 
периодические движения в системе делаются невозможными. 



Такое сочетание параметров обеспечивает устойчивость систем регу¬ 
лирования. Расчет показывает, что если выполняется условие 


Г~‘ тк уЩгх)-\ 

п “■> та=т (- т - а,с,в тігт) + 1 ’ 


(84) 


то автоколебания в системе регулирования не могут иметь места и 
система устойчива. В противном случае в системе могут возникнуть 
незатухающие колебания, и, следовательно, система будет неустойчивой. 

На фиг. 62 по формуле (84) построена плоскость параметров системы 
регулирования. 

Если параметр А < 3,04, то система регулирования является устой¬ 
чивой при любых значениях В , т. е. при любой глубине спада силы 
трения. Если же А > 3,04, то система будет устойчивой тогда, когда 
параметр В будет больше некоторого определенного значения, опреде¬ 
ляемого границей области устойчивости. С увеличением А граничное зна¬ 
чение параметра В монотонно возрастает: если Доо, то 1. 

Следовательно, если глубина спада силы трения неизвестна или может 
изменяться в процессе работы, то желательно конструировать систему 
регулирования таким образом, чтобы выдерживалось условие А < 3,04. 
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т 

Но Л = -~г^-; здесь Т и р — постоянная времени и коэфициент само- 
у $ор* а 

выравнивания объекта регулирования, обычно не зависящие от конструк¬ 
ции регулятора. Поэтому для уменьшения параметра А необходимо 
увеличивать постоянную времени сервомотора или неравномерность 8 
чувствительного элемента. 

В некоторых случаях выбрать величину А < 3,04 не удается, и при¬ 
ходится идти на возможность возникновения в системе регулирования 
незатухающих колебаний. При этом очень важно знать, устойчивы ли 
периодические движения, возникающие в системе, какова их амплитуда <? ст 
и как изменяется последняя с изменением параметров системы регули¬ 
рования. Ответ на этот вопрос дает формула (85), связывающая безраз¬ 
мерную амплитуду С=^ 1 с параметрами А и В: 

( 2 ^< с -' в ^пЬт и - агс,8 7Я=т) - (1 - зв >)' + 

+ (4А — 1)(1 — В) 2 = 


■ 4А (С — В) 2 ехр 


Ѵ4А-1 


— агс!& 


1 


Ѵ4А-1 


+ агс*& 


2 VА (С — В) ехр (- !-у|= )-(1-ЗВ) 
(1 - В) ]/4Т=Т 


(85) 


На фиг. 63 приведена диаграмма, показывающая зависимость стацио¬ 
нарной амплитуды от параметров А и В. Из этой фигуры видно, что 
стационарная амплитуда возрастает с увеличением параметров А и В. 
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ГЛАВА XXIX 


ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ТОЧЕЧНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 
К АНАЛИЗУ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В этой главе основное внимание уделяется последовательному при¬ 
менению метода точечных преобразований к исследованию сравнительно 
несложных систем автоматического регулирования, состояние которых 
в любой момент времени может быть отображено на фазовой поверх¬ 
ности. Описание же самого метода дается в сжатой форме лишь с целью 
пояснения его основной идеи. Такое построение главы вызвано, во- 
первых, тем, что изложить здесь этот вопрос более углубленно за 
недостатком места вряд ли представляется возможным, во-вторых, — 
желанием придать содержанию главы возможно большую доходчивость 
и практическую направленность. Кроме того, в настоящее время метод 
точечных преобразований существенно развит лишь для систем, отобра¬ 
жаемых на фазовой поверхности, а для систем, отображаемых в фазо¬ 
вом пространстве, — нуждается в дальнейшем развитии. 

Более подробное изложение метода и примеры его применения 
к системам более сложным, чем рассматриваемые здесь, читатель может 
найти в соответствующей литературе см. например, [1] — [6], [8], [9]. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Сформулируем те основные задачи нелинейной теории автоматиче¬ 
ского регулирования, которые могут быть в настоящее время решены 
с помощью метода точечных преобразований. 

Исходными данными для исследования нелинейной системы автома¬ 
тического регулирования при помощи излагаемого метода являются 
уравнения движения системы и ее нелинейные характеристики. Послед¬ 
ние могут быть заданы экспериментально. Тогда в задачу исследования 
войдут следующие основные вопросы: 

а) выявление возможности существования предельных циклов и их 
числа, т. е. выявление возможности автоколебательных состояний иссле¬ 
дуемой системы; 

б) выявление бифуркационных значений параметров системы, вызы¬ 
вающих смену видов ее движения, т. е. нахождение критического соотно¬ 
шения основных параметров, разбивающего пространство параметров си¬ 
стемы на области устойчивости, наличия и отсутствия автоколебаний и т.д.; 
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в) анализ устойчивости „в большом" состоянии равновесия и пре- 
дельных циклов — автоколебаний; 

г) выявление условий, при которых могут возбуждаться автоко¬ 
лебания (мягкий и жесткий режимы, связь с начальными условиями); 

д) нахождение параметров автоколебаний — амплитуды и частоты, 
а также зависимости их от параметров системы автоматического регу¬ 
лирования; 

е) выявление качественной и количественной картины переходных 
процессов при свободных колебаниях системы, а также при вынужден¬ 
ных движениях для некоторых видов возмущений / (^). 

2. МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ 

Метод точечных преобразований (отображений) в применении к теории 
автоматического регулирования разработан А. А. Андроновым и его 
сотрудниками и представляет рациональное сочетание метода припаеовы- 
вания и приемов теории точечного преобразования поверхностей [1] — [4]. 

Рассматриваемый метод опирается на изучение поведения динамиче¬ 
ских систем и, в частности, систем автоматического регулирования 
с помощью фазового пространства [1]. 

В основе метода лежит кусочно-линейная апроксимация нелинейных 
характеристик системы, поскольку принципиально такая апроксимация 
позволяет всегда произвести интегрирование уравнений движения си¬ 
стемы. Этот метод некоторыми авторами называется методом интегри¬ 
руемой апроксимации. 

Метод точечных преобразований заключается в основном в следую¬ 
щем. Фазовое пространство, координатами которого являются обобщенные 
координаты исследуемой системы автоматического регулирования и их 
производные по времени, разбивается в соответствии с нелинейными 
характеристиками на ряд участков, в пределах которых движение 
системы описывается линейными диференциальными уравнениями. 

Все фазовое пространство заполнено траекториями движущейся 
в нем изображающей точки. Координаты изображающей точки опреде¬ 
ляют состояние динамической системы в каждый момент времени. 

Вопрос о том, каким типам траекторий изображающей точки соот¬ 
ветствуют те или иные движения системы во времени, уже рассматри¬ 
вался в главе XXVII, поэтому здесь лишь отметим, что если траектории 
скручиваются к началу координат или стягиваются к отрезку покоя, то 
исследуемая система устойчива, если, наоборот, траектории раскручи¬ 
ваются, то система может иметь расходящиеся колебания и быть неустой¬ 
чивой. Если же траектории изображающей точки стягиваются изнутри и 
снаружи к предельной замкнутой траектории, то система входит в коле¬ 
бательное состояние. Эти предельные замкнутые траектории называются 
предельными циклами Пуанкаре. 

А. А. Андронов впервые показал, что такие предельные циклы, 
образующиеся в фазовом пространстве, являются „образами" автоко¬ 
лебательных состояний системы автоматического регулирования. Это 
соответствие является фундаментальным положением нелинейной теории 
колебаний; оно показывает, что физическим явлениям — автоколебаниям 
системы — адэкеатно математическое представление их с помощью пре- 
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дельных циклов Пуанкаре и, таким образом, математический аппарат 
качественной теории диференциальных уравнений непосредственно при- 
мёним-к исследованию таких явлений. 

Таким образом, решение задачи связано с изучением поведения траек¬ 
торий изображающей точки в фазовом пространстве. 

В силу кусочно-линейной апроксимации нелинейных характеристик 
нелинейная задача сводится к рассмотрению нескольких различных 
систем линейных диференциальных уравнений и к последовательному 
припасовыванию констант интеграции, исходя из требований непрерыв¬ 
ности функций в точках сопряжения различных систем уравнений. 

Фазовые траектории, характеризующие поведение системы в дина¬ 
мике, будут непрерывными кривыми, а их производные могут иметь 
разрыв. Поэтому фазовые траектории могут иметь вид ломаных кри¬ 
вых, образующих в местах сопряже¬ 
ний угловые точки. 

Из теории колебаний [1] известно, 
что фазовые траектории могут пе¬ 
ресекаться лишь в особых точках, 
во всех других обыкновенных точ¬ 
ках фазового пространства фазо¬ 
вые траектории не пересекаются и 
образуют непрерывные траектории 
системы. Задание начальных условий 
определяет траекторию, по которой 
будет двигаться изображающая точка. 

Рассматриваемый метод иссле¬ 
дования динамики нелинейной си¬ 
стемы в общем случае заключается фиг * 64. Фазовая плоскость (у, х) 

и фазовые траектории. 

в сведении динамической задачи к ^ г г 

исследованию точечного преобразования поверхностей. 

В частном же случае систем, отображаемых на фазовой плоскости, 
динамическую задачу можно, например, свести, как это показано ниже, 
к изучению точечного преобразования полупрямой, представляющей 
полуось ординат у, в самое себя. 

Для наглядности дальнейшего изложения примем, что фазовое простран¬ 
ство представляет фазовую плоскость, по осям координат которой отло¬ 
жены интересующая нас переменная и ее производная по времени. Такая 
фазовая плоскость позволяет определить по координатам изображающей 
точки состояние системы в любой момент времени, движение которой 
описывается диференциальным уравнением второго порядка. 

В качестве примера рассмотрим фазовую плоскость ^у ’ 

изображенную на фиг. 64. Прямые, параллельные оси ординат и про¬ 
ходящие через точки х г , х 2 , — х ѵ — х 2 , ограничивают участки, в преде¬ 
лах которых движение системы описывается линейными диференциальными 
уравнениями. Фазовые траектории для отдельных участков изображены 
на фиг. 64. Рассмотрим, как происходит переход точек полуоси + у 
при обороте изображающей точки около начала координат снова на 
полуось + у. 
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Пусть в начальный момент изображающая точка находится на оси у 
в точке 1 . Далее, в соответствии с линейной системой уравнений движения, 
действующей на участке /, изображающая точка переходит по траектории 
на полупрямую 2Ѵ а в точку 2. Назовем переход точек полуоси у на 
полупрямую преобразованием (отображением) 5і^. Затем изображающая 
точка в соответствии с линейной системой уравнений движения участка II 
переходит на полупрямую ЛГ в точку 3. Этот переход назовем преоб¬ 
разованием (отображением) Е+. С полупрямой ЛГ изображающая точка 
по траекториям участка переходит на полуось — у (точка 4 ), и этот 
переход назовем преобразованием 57- Далее изображающая точка пере¬ 
ходит на полупрямую іѴі (точка 5) — преобразование 5Г, на полупря¬ 
мую N (точка 6) — преобразование Е~ и, наконец, снова на полуось у 
(точка 7). Этот последний переход точки назовем преобразова¬ 
нием 5^. 

Следовательно, преобразование = 5і*7Г*~5Гпереводит точки полу¬ 
оси -\-у на полуось—у, а преобразование Т~ = 8ГЕ~~8$~ точки полу¬ 
оси — у снова на полуось у, т. е. преобразование Т = 5і^Г*"5Г5Г 5^ 
переводит точки полуоси -}- У снова на эту полуось. Такое преобразо¬ 
вание (или отображение) называется преобразованием полуоси у в са¬ 
мое себя. 

В рассматриваемом примере, как видно из изложенного, проще изу¬ 
чать преобразование не полуоси-}-у, а преобразование полупрямой N — 
в самое себя, 

В этом случае преобразование представится выражением Т= 
= 8+Е+8~Е-, где через 5+ (5~) обозначено преобразование, соответ¬ 
ствующее переходу точек полупрямой N на полупрямую ЛГ по траек¬ 
ториям участка 1 (соответственно для участка Г). 

Таким образом, изучение точечного преобразования полупрямой 
в самое себя сводится к изучению поведения точек полупрямой N при 
повторении преобразования Т. Если фазовая плоскость симметрична отно¬ 
сительно начала координат, то каждый раз, когда точка, переходя по 
преобразованию 7+ = 5+/:+, попадает на полупрямую ЛГ, можно рас¬ 
сматривать в ней симметричную точку полупрямой N. В этом случае 
задача сводится к рассмотрению преобразования полупрямой N в полу¬ 
прямую ЛГ при применении только преобразования Г+ = 5+/гК 

В чем же заключается изучение точечного преобразования полупря¬ 
мой в самое себя? На этот вопрос можно ответить так. 

Если изображающая точка после оборота относительно начала коор¬ 
динат снова попадает на полупрямую (допустим, N на фиг. 64), то 
она в зависимости от динамических свойств системы может оказаться 
выше и ниже первоначального положения или снова вернуться в него. 
В зависимости от этого траектории изображающей точки могут быть 
раскручивающимися и скручивающимися, замкнутыми кривыми и т. д. 
При этом возможно, что траектории раскручиваются и скручиваются 
к замкнутым кривым — предельным циклам. Если в фазовом простран¬ 
стве образуется предельный цикл, то говорят, что существует непо¬ 
движная точка. Для того чтобы выявить, по каким траекториям будет 
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двигаться изображающая точка для данной конкретной системы, необхо¬ 
димо исследовать последовательность точек пересечения траекторий 
с выбранной полупрямой при непрерывном изменении начальных усло¬ 
вий, т. е. при повторении преобразования Г+. Эта последовательность 
точек пересечения траектории с выбранной полупрямой, представленная 
в виде функции от начальных условий, и будет представлять точечное 
преобразование полупрямой в самое себя. 

Если преобразование Т оказывается не применимым к некоторым 
точкам полупрямой 2Ѵ, то это означает, в данном примере, что соответ¬ 
ствующая точка идет сразу к отрезку покоя и периодические колеба¬ 
ния не могут установиться в динамической системе. 

Таким образом, изучение поведения отдельной траектории в фазовой 
плоскости будет эквивалентным изучению последовательности точек 
пересечения ее с выбранной 
полупрямой, а последователь¬ 
ность точек пересечения для 
непрерывного изменения на¬ 
чальных условий будет пред¬ 
ставлять точечное преобразо¬ 
вание данной полупрямой в 
самое себя. Изучение же струк¬ 
туры разбиения фазовой плос¬ 
кости на траектории различ¬ 
ного вида будет эквивалентным 
изучению структуры преобра¬ 
зования выбранной полупрямой 
в самое себя, осуществляемого 
движением изображающих то¬ 
чек по траекториям. 

Поскольку перечисленные 
задачи являются только некоторой частью теории точечных преобразо¬ 
ваний поверхностей, целесообразнее говорить не о точечном преобразо¬ 
вании, а о точечном отображении прямой в прямую. 

Для изучения структуры отображения прямой в прямую удобно 
пользоваться специальной диаграммой точечного отображения, характе¬ 
ризующей взаиморасположение какой-либо выбранной кривой (в частном 
случае — прямой) с кривой, представляющей точечное отображение 
полупрямой в самое себя. Взаиморасположение этих кривых позволяет 
судить о структуре отображения, т. е. о структуре разбиения фазовой 
плоскости на траектории. Так, например (фиг. 65), если изучается пре¬ 
образование полуоси ординат (+у) в самое себя, то последователь¬ 
ность точек пересечения траекторий с полуосью представится функ¬ 
цией Уі^/СУо)» г де Уо — начальное значение ординаты, у г — значение 
ординаты при пересечении с полуосью после оборота изображающей 
точки вокруг начала координат. Если для построения диаграммы вы¬ 
брана прямая у г =:у й , то точки пересечения этих двух кривых (прямой 
и кривой) будут неподвижными точками данной фазовой плоскости, 
определяющими наличие предельных циклов. Число точек пересечения 
будет определять число возможных предельных циклов, т. е, периоди- 
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Фиг. 65. Диаграмма точечного отображения 
{.Уі 8=8 / СУо)}- 





ческих колебаний систем автоматического регулирования. Взаимораспо¬ 
ложение этих кривых позволит решить вопрос о структуре разбиения 
фазовой плоскости на траектории, об устойчивости положения равнове¬ 
сия и периодических колебаний систем. 

Если построенные на диаграмме кривые не пересекаются, то пре¬ 
дельного цикла не существует, и в системе невозможны автоколебания. 

Взаиморасположение и вид этих кривых определяют также харак¬ 
тер протекания переходных процессов при свободных колебаниях 
системы. 

Однако не всегда представляется возможным достаточно просто 
математически выразить функцию точечного отображения полупрямой 
в самое себя. Иногда оказывается проще исследовать две кривые, одна из 

которых представляет 
функцию точечного 
отображения положи¬ 
тельной полуоси в ка¬ 
кую-либо полупрямую, 
а другая — функцию 
точечного отображе¬ 
ния отрицательной по¬ 
луоси в ту же полу* 
прямую. Тогда взаи¬ 
морасположение этих 
кривых также дает 
ответ о структуре раз* 
биения фазового про¬ 
странства на траекто¬ 
рии. В частности, чис¬ 
ло точек пересечения 
и взаиморасположение 
этих кривых даст ответ 
о числе и устойчивости возможных периодических колебаний системы. 

Анализ взаиморасположения кривых диаграммы точечного отобра¬ 
жения обычно проводится путем варьирования параметров системы 
с тем, чтобы выяснить области значений параметров, соответствующие 
качественно различным видам ее движения. Не останавливаясь подробно 
на этом вопросе, отметим лишь некоторые особенности взаиморасполо¬ 
жения кривых в простейших случаях. 

Так, если кривые пересекаются, то в системе могут существовать 
периодические движения лишь в том случае, если из диаграммы следует, 
что они устойчивы (фиг. 65). Если же кривые касаются друг друга 
(фиг. 66) или пересекаются на границе зоны покоя (фиг. 67), то такое 
взаиморасположение их соответствует бифуркационному значению пара¬ 
метров. В приведенных примерах такому значению параметров отве¬ 
чают полуустойчивые состояния систем (для диаграммы фиг. 67 — вы¬ 
рожденный предельный цикл на фиг. 68), которые при малейшем изме¬ 
нении значений параметров в ту или другую сторону могут перейти 
в устойчивые периодические колебания (устойчивые предельные циклы) 
или в затухающие колебания (устойчивое положение равновесия). Соот- 
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Фиг. 66 Диаграмма точечного отображения при 
бифуркационном значении параметров системы (слу¬ 
чай касания кривых). 



ношение параметров, при котором система находится на границе устой¬ 
чивости, обычно называется критическим. Поэтому бифуркационные зна¬ 
чения параметров для вышеприведенных примеров соответствуют кри¬ 
тическому соотношению их и определяют в пространстве параметров 
границу, разделяющую его на области устойчивости и автоколебаний. 

Знание расположения границы в пространстве параметров позволяет 
сделать практические выводы относительно выбора параметров данной 
системы, с тем чтобы 
либо получить устой¬ 
чивую систему, либо, 
наоборот, вызвать ее 
автоколебания с опре¬ 
деленной амплитудой 
и частотой для улуч¬ 
шения динамических 
свойств. 

Взаиморасположе¬ 
ние кривых диаграммы 
точечного отображения 
позволяет полностью 
вскрыть поведение ди¬ 
намической системы 
при различных началь¬ 
ных возмущениях; варьирование же параметров системы дает возможность 
получить такое расположение кривых, при котором переходные про¬ 
цессы системы приближаются к требуемому виду. 

Более подробные разъяснения метода будут сделаны ниже, при рас¬ 
смотрении примеров исследования нелинейных сервомеханизмов, здесь же 

укажем еще на два важ¬ 
ных обстоятельства, учет 
которых значительно 
облегчает исследование 
нелинейных систем авто¬ 
матического регулирова¬ 
ния с помощью рассмат¬ 
риваемого метода. 

Как уже отмечалось, 
фазовая плоскость (или 
фазовое пространство) 
разбивается на участки, 
в пределах которых дви¬ 
жение системы описы¬ 
вается линейными дифе- 
ренциальными уравнения¬ 
ми. Линии, ограничиваю¬ 
щие действие той или 
иной системы уравнений, часто называют линиями переключений. 

Если нелинейная характеристика системы неоднозначна, то в соот¬ 
ветствии с уравнениями, описывающими эту функцию, фазовая пло- 
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"Полуустойчивый 
предельный цикл 


Фиг. 68 Фазовая плоскость (у, х) и полуустойчи¬ 
вый предельный цикл { — х 2 < * < х 2 } — зона 
покоя. 



Фиг. 67. Диаграмма точечного отображения при би¬ 
фуркационном значении параметров системы. 





скость представляет собой многолистную фазовую поверхность (в дан¬ 
ном случае трехлистную). Границы каждого листа (фиг. 69) будут 
служить линиями переключений действия той или иной системы линей¬ 
ных уравнений. Изображающая точка, двигаясь по одному из листов 
фазовой поверхности, дойдя до границы, переходит на другой лист. В этот 
момент происходит смена уравнений движения, и на другом листе изо¬ 
бражающая точка двигается в соответствии с новой системой линейных 
диференциальных уравнений. 

На каждом листе такая нелинейная характеристика будет однознач¬ 
ной функцией своего аргумента. Представление фазовой поверхности 
в виде наложенных друг на друга листов значительно облегчает выясне¬ 
ние возможных типов траекторий 
изображающей точки и в то же 
время не позволяет упустить ка¬ 
кой-либо вид движения системы, 
вызванного наличием неоднознач¬ 
ной нелинейной характеристики. 

Другое важное обстоятельство 
связано с отысканием критиче¬ 
ского соотношения параметров 
системы, разбивающей простран¬ 
ство параметров на области устой¬ 
чивости и автоколебаний. 

Определить критическое соот¬ 
ношение параметров для нелиней¬ 
ных систем не всегда легко. Если 
такое соотношение параметров 
и можно в отдельных случаях 
найти общими приемами, то 
получение простого выражения, 
удобного для инженерных расче¬ 
тов, обычно весьма затрудни¬ 
тельно. 

В то же время именно получение критического соотношения пара¬ 
метров в удобной форме является, одним из основных инженерных 
результатов исследования системы. 

Выше уже упоминалось, что при бифуркационном значении параме¬ 
тров имеют место полуустойчивые состояния системы, и если уметь 
просто на основе протекания фазовых траекторий выявить эти состоя¬ 
ния, то определить критическое соотношение параметров не предста¬ 
вляет труда. 

Это полуустойчивое состояние в некоторых случаях исследования 
нелинейных систем оказывается весьма просто выявить. Так, например, 
в целом ряде нелинейных задач, относящихся к релейным системам при 
критическом соотношении параметров, имеет место полуустойчивый („вы¬ 
рожденный 1 ') предельный цикл. Характерным для такого цикла является 
то, что траектории фазовой плоскости наматываются на него только 
снаружи, а внутри траектории сматываются, т. е. изображающая точка 
движется к отрезку покоя. Малейшее изменение соотношения парамет- 
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Фиг. 69. Трехлистная фазовая плоскость 
и нелинейная неоднозначная характери¬ 
стика сервомеханизма. 




ров вызывает образование устойчивого предельного цикла или, на¬ 
оборот, исчезновение его. 

Полуустойчивый цикл (фиг. 68) в вышеуказанных случаях проходит 
по краям зоны нечувствительности, а потому его координаты легко могут 
быть выражены с помощью уравнений движения через параметры серво¬ 
механизма. 

Но если координаты полуустойчивого цикла известны, то условие 
его существования, т. е. условие существования неподвижной точки 
полуустойчивого цикла, непосредственно определит критическое соот¬ 
ношение параметров. 

Зная критическое соотношение параметров, значительно проще, как 
это будет видно из дальнейшего, выяснить устойчивость положения 
равновесия и предельных циклов. 

В заключение сделаем еще несколько замечаний по поводу анализа 
движения системы автоматического регулирования с помощью фазовых 
пространств и рассматриваемого метода. 

Представление движений в виде траекторий изображающей точки 
в фазовом пространстве имеет большой инженерный смысл, так как 
позволяет интерпретировать все рассуждения и выкладки в виде нагляд¬ 
ных и ясных геометрических образов и непосредственно наблюдать за 
возможными движениями исследуемых систем. 

Однако следует отметить, что для порядка уравнения системы выше 
третьего при решении задач могут возникнуть значительные матема¬ 
тические трудности. 

Рассмотренный метод исследования позволяет судить об устойчиво¬ 
сти систем автоматического регулирования не при малых колебаниях 
систем относительно стационарных состояний, а при больших. Это озна¬ 
чает, что начальные возмущения могут быть сколь угодно велики и 
ограничиваются лишь техническими показателями исследуемых систем. 

Этот метод является точным, т. е. ответы, получаемые с его по¬ 
мощью, являются не приближенными, а обладают той степенью точности, 
с какой исследуемая система автоматического регулирования предста¬ 
влена нелинейными диференциальными уравнениями и характеристи¬ 
ками. 

В заключение подчеркнем еще раз, что рассмотренный метод, исполь¬ 
зующий теорию точечного преобразования поверхностей, дает не только 
качественный, но и во многих случаях полный количественный ответ 
на вопрос о возможных структурах разбиения фазового пространства на 
траектории при тех или иных значениях параметров и о характеристике 
возможных автоколебаний исследуемых систем автоматического регули¬ 
рования. 

3. ТЕОРИЯ ПРОСТЕЙШИХ РЕЛЕЙНЫХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В качестве примера рассмотрим однокаскадный электрический серво¬ 
механизм, принципиальная схема которого изображена на фиг. 70. 

Сервомеханизм представляет электрический двигатель постоянного 
тока 7, управляемый с помощью контактного устройства (реле) 2. 
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Жесткая обратная связь его выполнена в виде зубчатой передачи 3, 
связывающей выходную ось 4 с контактами реле 2. 

Сервомеханизм предназначен быть усилителем крутящего момента и 
в то же время усилителем мощности в схеме автоматического регуля¬ 
тора. 

Входной сигнал от датчика регулятора поступает на ось 5 и с по¬ 
мощью якоря контактного устройства включает напряжение на клеммы 
двигателя /. Выходная ось 4- двигателя следит за движением входной 



Фиг. 70. Принципиальная схема электрического одно¬ 
каскадного сервомеханизма. 


Фиг. 71. Схема нагрузок 
на электродвигатель сер¬ 
вомеханизма. 


Для срабатывания контактного устройства 1 якорю двигателя 4 при¬ 
ходится пробегать некоторое расстояние относительно контактов, закре¬ 
пленных на зубчатой шестерне 3. 

В зубчатой передаче обратной связи имеются зазоры между зубьями. 
Таким образом, сервомеханизм представляет типичную нелинейную 
систему с релейным управлением, зазором в обратной связи и сухим 
трением в сервомоторе. 

Согласно закону моментов количества движения уравнение вращаю¬ 
щихся масс запишется в следующем виде: 

^ = М кр -М- (86) 

где і —приведенный к выходной оси двигателя момент инерции вра¬ 
щающихся масс; 

М кр — крутящий момент; 

М с — момент сопротивления; 

со — угловая скорость выходной оси. 
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( 87 ) 


Крутящий момент двигателя 4 пропорционален току в якоре: 

М кр =*= к±і, 

а ток в якоре определяется напряжением на клеммах электродвигателя и, 
сопротивлением цепи якоря Я, и противоэлектродвижущей силой, со¬ 
гласно уравнению: 

и = /?•/+Л а и>, (88) 

где к 2 <*> — противоэлектродвижущая сила, изменяющаяся пропорционально 
угловой скорости двигателя. 

Момент сопротивления определяется демпфирующим моментом, созда¬ 
ваемым демпфером 2, и моментом сухого трения выходного вала в под¬ 
шипниках и т. д., т. е. 


М с ~ /г 3 ш + М тр щп ш, 


(89) 


где Л 3 о) — демпфирующий момент, пропорциональный угловой скорости; 
М тр — момент сухого трения; 


8§П 0) = 


{ 


+ 1 при со > 0; 
—1 при со < 0. 


Напряжение на клеммах двигателя включается с помощью контакт¬ 
ного устройства. Включенное или выключенное состояние реле опре¬ 
деляется углами поворота задающей оси и ведомой зубчатой шестерни. 

Обозначим угол поворота задающей оси Р вдг , а угол поворота ше¬ 
стерни, на который закреплены клеммы реле Р 0 с (угол поворота обрат¬ 
ной связи). Тогда напряжение, включаемое в реле, может быть пред¬ 
ставлено как нелинейная функция от разности углов поворота контактов, 
вызываемых входным сигналом и обратной связью в следующем виде: 


где 




^(Рв* Ро.с) — 


+ н «і 
0 


При (Рм —Ро. е )> Р.; 
при 10^ — р 0 . е )| < 

При (Ре, —Ре. г ) < — Рм 


(90) 

(91) 


а 2р в представляет зону нечувствительности реле, величина которой 
определяется межконтактным расстоянием. 

Вид нелинейной характеристики контактного устройства представлен 
на фиг. 72. 

Вследствие наличия зазора |3д в зубчатой передаче обратной связи 
угол поворота шестерни, несущей контакты, неоднозначно связан 
с углом поворота выходной оси сервомеханизма $ вых - 

Зависимость Р 0 . с == Фі(? в6/Ѵ ) представлена нелинейной характеристи¬ 
кой на фиг. 73. 

Коллектип арторон 13 Л Р 
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Такая характеристика математически может быть описана следую¬ 
щими уравнениями: 



Фиг. 72. Характеристика контактного Фиг. 73. Характеристика передачи при 
устройства. наличии зазора. 


Подставляя в уравнение (86) выражения М кр и і из уравнений (87) 
и (88), М с из (89), а также используя уравнения (90), (91) и (92), 
получим уравнение движения электрического сервомеханизма в следую¬ 
щем виде: 

Леых + (*8 + Кых + 

+ М т1 ^а Р,,, = - Ф, (Р.«)}. (93) 

В дальнейшем будем исследовать свободные колебания сервомеха¬ 
низма, а потому положим входной сигнал равным нулю Р 8ЛГ = 0, тогда 
правая часть уравнения (93) примет вид 

§• ф. {-Фі (Р.«)} =-| Ф (?,ых) (94) 

Нелинейная функция Ф($ вых ) в случае возможности пренебречь 
инерцией передачи обратной связи легко определяется по двум нелиней¬ 
ным функциям Ф 2 и Ф г 

Математическое выражение такой функции уже приводилось 
в главе XXVI. Выражение этой функции выпишем после приведения урав¬ 
нения (93) и представления его в относительных величинах. 
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Запишем уравнение (93) в следующем виде: 

* X $ вых (* 8 "7Г) аГ ^ 8ЫѴ 


+ Ж тр |- 8е п^=( $ 

I +и. 


( 95 ) 


Введем обозначения: 

относительный угол поворота выходного вала электродвигателя 


РбЫЛГ 

?вЫХ>Г1 




относительная величина напряжения, включаемого на клеммы двига¬ 
теля, 

и 

17- = Г> 


коэфициент, характеризующий инерционную нагрузку, 

Я* 

М к 


л К . Ѵтх.т . = Цеих.т = д [сек 2] . 


І кр . /я 


коэфициент, характеризующий скорость отработки, 

( 4 .+т)І-тГ“ 7 '‘ |с “- |; 

относительная величина момента сухого трения 

м — • $ вых - т - -/•• 

тр ь г и т — г > 

относительное расстояние между контактами 


■ = в; 


относительный зазор в зацеплении 

Р Д -Л 
івых.т ~ Л ‘ 

После подстановки их в уравнение (95) получим уравнение движе¬ 
ния сервомеханизма в относительных величинах: 


51 * 


+ 7*? + т з^п ср = —Ф (ср). 


(96) 
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Нелинейная функция Ф(<р) математически выразится так: 
+ 1 при 9 >е-ф-у и <р>0; 

д • 

9 > е - 2 и ( ? <0 > 


Ф(Т) = 


ср>е—и 9 > 0 , если Ф(9 0 )= 1 ; 

О при — е + ^<9<® + |- и 9 > 0 ’> 

— ( е + 4) и (?<о; (97) 

+ ( е + т) < 1®1 и ( Р^°» если Ф(?о)=0: 

—1 при 9 < — (в - 4 - И 9 < О ! 

— і 9 < — ( е — у) и ? > °; 

9< — (в — и 9 < О; если Ф(9 0 ) = — 1 . 


Часто для удобства аналитического исследования производят еще 
дополнительные преобразования уравнения (96) — приводят его к виду, 
когда все переменные уравнения и его коэфициенты являются безраз¬ 
мерными величинами. 

Для этого введем следующие безразмерные параметры: 


і* = 

з* = 



Т2 


К 



(98) 


тогда получим 

б?ср в Л 2 Ср б? 2 ф 

І№~ ТГлТ* 2 * 


Уравнение (96), выраженное с помощью безразмерных величин, при¬ 
мет следующий вид: 
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Функция Ф(ф) записывается аналогично выражениям (97) при за¬ 
мене е на е* и Д на А*. 

Исследование динамики системы будем проводить с помощью фазо¬ 
вой плоскости, а потому уравнения (96) или (99) в зависимости от 
того, какое из них будет выбрано для дальнейшего анализа, удобнее 
представить в виде двух уравнений первого порядка. В этом случае 
переменные ср и у (или ф и у х ) будут координатами фазовой пло¬ 
скости: 


"II 


-‘У\ 


Я^ = -Ф(?)-Т 5 у-г 5 §пу 


( 100 ) 


ИЛИ 


<и*~У і ; 

§1 = — Ф (ф) —Уі — гщпу ѵ 


( 101 ) 


В качестве второго примера рассмотрим двухкаскадный пневмоги¬ 
дравлический сервомеханизм, используемый часто в автопилотах [7]. 

На фиг. 74 изображена структурная схема этого двухкаскадного 
сервомеханизма, а на фиг. 75 — его принципиальная схема. 

В сервомеханизме име¬ 
ются два каскада усилия: 
пневматический и гидравли¬ 
ческий. 

Пневматический усили¬ 
тель состоит из управляю¬ 
щего элемента типа сопло — 
заслонка 1 и исполнитель¬ 
ного устройства мембран¬ 
ного типа 2, В гидравличе¬ 
ский усилитель входит порш¬ 
невой сервомотор 3, упра¬ 
вляемый золотником 4 . Сер¬ 
вомеханизм имеет жесткую обратную связь 5, передающую воздействие 
с выходного штока его через диференциальную зубчатую передачу на 
управляющий элемент первого каскада усиления. 

Входной сигнал осуществляется поворотом коллектора с соплами 
относительно заслонки, вызывающей открытие одного сопла- и закрытие 
другого. Воздух, притекающий в полость мембраны, создает перепад 
давлений по ее сторонам, под действием которого мембрана вместе 
с золотником, сжимая нулевую пружину, перемещается. Золотник при 
своем движении открывает окна и впускает масло под давлением в ту 
или иную полость сервомотора. 

В диференциальной передаче обратной связи имеется зазор. Если 
угол поворота коллектора с соплами относительно заслонки, вызываю- 
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Гк ос над 
усиления 

'т"Жг > 

вМ гэКг-і I 
1 
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усиления 



ѴСердомогпор 
\ Выход 


^Настройка 
передаточного числа 

Фиг. 74. Структурная схема двухкаскадного 
сервомеханизма с релейным управлением. 



щий полное открытие того или иного сопла, невелик по сравнению с его 
максимальным углом поворота (что имеет место в действительности), 
то действие такого управляющего элемента можно рассматривать как 
релейное. Заслонка может иметь некоторую перекрышу сопел, что 
вызовет появление зоны нечувствительности. 

Таким образом, сервомеханизм представляет нелинейную систему 
с релейным управлением при наличии зоны нечувствительности и зазора 
в обратной связи. 

При тщательном выполнении золотника и нулевой пружины в мем¬ 
бранном механизме для диапазона рабочих частот сервомеханизма можно 
принять, что с точки зрения динамики такой мембранный механизм 



Фиг. 75. Принципиальная схема пневмогидравлического 
сервомеханизма АП. 

является статическим звеном, т. е. уравнение его движения может 
быть с достаточной для целей практики точностью заменено уравнением 
связи. 

Обозначим перепад давления воздуха на мембране через р , эффек¬ 
тивную площадь мембраны через Р т , коэфициент жесткости нулевой 
пружины (или суммарный коэфициент нулевой пружины и мембраны) 
через с и ход золотника через х. Тогда уравнение будет иметь сле¬ 
дующий вид: 

рр = сх. (102) 

В силу демпфирования перепад давления воздуха на мембране уста¬ 
навливается не сразу, а с течением времени. Экспериментальные иссле¬ 
дования этого вопроса показали, что для данных типов мембранных 
устройств и управляющих элементов (сопло — заслонка) перепад давле¬ 
ний на мембране нарастает (или падает) примерно по экспоненциаль¬ 
ному закону. Таким образом, диференциальное уравнение установления 
перепада давлений на мембране имеет следующий вид: 

к 1-Ж + Ѵ = а > 
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(103) 



где к г и к г — постоянные коэфициенты, физический смысл которых 
будет объяснен ниже; 
а — угол открытия сопел. 


Если в начальный момент при ^ = 0 р 0 = 0 и сс = а т = сопзі, то 
скорость нарастания перепада в этот момент будет 



(104) 


С другой стороны, давление в камере мембранного механизма можно 
представить согласно уравнению состояния газов в следующем виде: 


Рі 


ОКТ 
V • 


(105) 


где Рі= р а -{-р\ Р а — атмосферное давление; противодавление в дру¬ 
гой полости мембранного механизма ввиду мало¬ 
сти не учитываем; 

О — весовое количество воздуха в камере; 

К — газовая постоянная; 

Т — температура воздуха (абсолютная); 

V —объем камеры. 


В дальнейшем считаем і? = сопзі; Т — сопзі; 
цируя уравнение (105) по времени, получим 


т аа 
йі~~ ѵ аі 


V = сопзі Диферен 


(106) 


Весовое количество воздуха, находящегося в камере, определяется 
количеством воздуха, притекающего в камеру в единицу времени от 
пневмореле <3,, и если мембранный механизм имеет отводящие сопла — 
количеством воздуха, утекающего в единицу времени (3 2 из камеры в 
атмосферу. 

В связи с этим можно записать, что 

йО = ^ г — <3 2 ) аі = С№. (107) 

Подставляя из уравнения (107) в (І06), получим 

ар _ят п 

йі ~ V 


Приток воздуха в камеру (или отток) <3 зависит от давления воз¬ 
духа в ней, поэтому для принятых ранее начальных условий обозначим 


(0)«— Опах' 

тогда в начальный момент 

Ро = І^Зтах- (108) 


Сопоставляя уравнения (104) и (108), найдем 


к 1 


«,»Ѵ 

КТО та х 


(109) 
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Коэфициент к 2 определяется по статической характеристике пневмо- 
усилителя: р=/ 1 (а) и равен 

<по) 

Если не учитывать влияния перекрыт золотника, то для ненагру- 
женного сервомотора скорость перемещения его поршня в некотором 
диапазоне перемещения золотника пропорциональна его ходу. Тогда, 
обозначая ход поршня через т , получим 

= (И1) 


где — постоянный коэфициент; 

х л 

х л — ход золотника, при котором достигается пг тах . 

Открытие сопел пневмореле определяется входным сигналом ср и 
воздействием обратной связи ? 2 (^) : 

а = <Рі (? — Ъ ['”] )• (И2) 

Зависимость (112) в силу наличия зоны нечувствительности и зазора 
в диференциале обратной связи является существенно нелинейной. Как 
и в первом примере, будем рассматривать свободные колебания серво¬ 
механизма, т. е. положим ср = 0, тогда уравнение (112) примет вид 

а = —ср (т). (113) 


Решая совместно уравнения (103) и (113), а также (102) и (111), 
получим 

к гР + ЬцР =( т )> ) 


т ; 



(114) 


Произведем преобразование уравнений, выразив переменные в отно¬ 
сительных величинах; для этого введем следующие обозначения: 

относительное изменение давления в полости мембранного механизма 


Р_ 


Ртах 


относительное перемещение поршня сервомотора 

т _ 

т тах 


время мембранного исполнительного устройства 

РтѴ = °т^- 
7т От 


шг т =€= Тр[сек1: 


время сервомотора 


тп. 


■= Т 8 [сек]; 


' шах 
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относительная величина зазора в обратной связи 


относительная величина зоны нечувствительности пневмореле, выра¬ 
женная через ход сервомотора, 

— 2|х в . 

т тах 

Тогда уравнения (114) в преобразованном виде примут следующий 
вид: 

уравнение первого каскада усиления 

7 > + р=— 1 $0); . / 115 ) 

уравнение второго каскада усиления 

= р- 

Уравнение, описывающее свободные колебания сервомеханизма, будет 
иметь вид 

Ѵ>+ 7 >+ Ф(і*) = 0 - ( П6 ) 

Нелинейная неоднозначная функция Ф (р.) математически предста¬ 
вляется уравнениями, аналогичными (97): 

[ + 1 при [А> р,+ 4 и [I. > О, 


Ф (Р) = 


Ц>р е —~2 и р.<0, 

р>р,и р.>0, еслиФ(^о)=-Ь 1 ; 

О при —р*б “| о* <С Р* ^ І^е ”1 к и Н* ^ 0; 


+ 2") <^< (р. —у) и 1* < 0 


—(р. + -|) < ^+ 4 

и (л ^ 0, если Ф([і, 0 ) = 0; 


при р < — ( {і, + у) и КО; 

Р< —(ре + 4) и ^>°» 

р. < — (р, — у) и {1, < 0, если Ф (|*о)= 1- 
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При исследовании Динамики сервомеханизма с помощью фазовой 
плоскости можно пользоваться непосредственно уравнениями (115), при¬ 
нимая за оси координат переменные |х и р. 

Полученное уравненйе двухкаскадного пневмогидравлического серво¬ 
механизма для того частного случая, когда динамика второго каскада 
описывается линейным диференциальным уравнением, по виду пол¬ 
ностью совпадает с ранее выведенным уравнением однокаскадного элек¬ 
трического сервомеханизма, если принять в нем отсутствие сухого 
трения (/* = 0). 

Проведем на примере двухкаскадного пневмогидравлического серво¬ 
механизма исследование его динамики при любых начальных отклоне¬ 
ниях, т. е. „в большом*. 

В задачу будет входить также нахождение критического соотноше¬ 
ния параметров сервомеханизма, разбивающего пространство его пара¬ 
метров на области устойчивости, наличия и отсутствия автоколебаний. 

Результаты исследования целиком будут относиться и к однокаскад¬ 
ному электрическому сервомеханизму (при г = 0). 


а) Исследование динамики сервомеханизмов на фазовой плоскости 


Фазовая плоскость (р, р.) представляет собой трехлистную фазовую 
поверхность, каждый лист которой наложен на другой в соответствии 
с неоднозначной функцией (117) так, как это изображено на фиг. 69. 
На каждом листе нелинейная функция Ф (|а) имеет только одно значение 
из трех возможных согласно уравнению (117): +1; 0; —1. Изобра¬ 
жающая точка, двигаясь по фазовой поверхности, переходит с листа на 
лист, только дойдя до края листа. Таким образом, края листов соот¬ 
ветствуют границам действия того или иного линейного диференциаль- 
ного уравнения и согласно релейной характеристике отвечают моментам 
переключений реле. Края листов являются линиями переключений. 

Начнем рассмотрение движения сервомеханизма с того момента, 
когда сервомотор, двигаясь в положительном направлении, выбирает 
зазор в обратной связи и с помощью последней выключает первое реле. 
Для этого момента координата выхода сервомеханизма имеет значение 

|л 0 =— . Включение второго управляющего элемента запа¬ 

здывает по сравнению с первым, поэтому координата входа его имеет 
положительное значение р 0 > 0. Тогда уравнения движения сервомеха¬ 
низма на первом листе фазовой плоскости, начинающемся с этого мо¬ 
мента, примут следующий вид: 


Т р Р + р — 0; 
т * I* = Р- 


(118) 


Разделив первое уравнение (118) на второе, получим диференциаль- 
ное уравнение интегральных кривых: 


т 9 


(119) 
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где 



Интегрируя и подставляя начальные условия, получим уравнение 
фазовой траектории для этого листа: 

Ѵ- = — !*•« + -§- + т СРо — Р>- (120) 

Это уравнение остается справедливым до тех пор, пока сервомотор, 
продолжая движение в положительном направлении, не пройдет путь, 
соответствующий зоне нечувствительности, первого реле, и не включит 
его снова. В этот момент произойдет смена уравнений движения серво¬ 
механизма. В дальнейшем мы увидим, что для определенного соотноше¬ 
ния параметров сервомотор может и не успеть пройти путь, соответ¬ 
ствующий зоне нечувствительности, и движение сервомеханизма 
прекратится. Теперь же примем, что сервомотор успевает пройти 
зону нечувствительности и координата выхода в конце первого 

листа будет иметь значение |а 1 = |а 8 -|-~. Тогда значение р в конце 

первого листа определится следующим выражением, полученным из 
уравнения (120) после подстановки в него конечных значений: 

Рі = Ро-^« (121) 


Уравнения движения сервомеханизма на втором листе будут следую¬ 
щие: 


7> + р= — і; 

7> = р. 


( 122 ) 


Диференциальное уравнение интегральных кривых будет 


*/р __1_ 

й\*. х 



(123) 


Интегрируя и подставляя начальные условия ^ и Рі > 0, получим 
уравнение фазовой траектории на втором листе: 

І і = Р'і + ' с (Рд — р) — ''ІПуІру- ( М4 > 


Уравнение остается справедливым до тех пор, пока сервомотор снова 
не выключит первое реле. Это произойдет, когда |х примет значение 

|а 2 = |а 8 — А ? чт0 будет соответствовать полуобороту изображающей 

точки в фазовой плоскости. 

Подставляя в уравнение (124) выражения для начальных и конечных 
значений |л и р, получим 

д==_т(р, — Р 2 ) + ТІП^|. (125) 
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При наличии периодических колебаний системы р 2 =—р 0 , тогда, 
подставляя в уравнение (125) из уравнения (121), получим уравне¬ 
ние, выражающее условие существования периодических колебаний си¬ 
стемы: 


Л-2[л е 




1 + Ро' 


2^ е 


1 — Ро 


(126) 


Если уравнение (126) имеет действительные и положительные 
корни (р 0 ), то периодические колебания системы существуют. 

Обозначим 



Д-214 


/> 2 Ро , 


! Уі(ро): 


2^. 

1+Ро-^ 
- 1 —Ро 


(127) 


Фиг. 76. Диаграмма к выявлению 
существования периодических ко : 
лебаний системы. 


{Уі (Ро)}ра=0=« 


и будем искать решение уравнения 
(126) графически. Величина р 0 может 
изменяться от 0 до 1; у г (р 0 ) является 
экспоненциальной функцией, у 2 (р 0 ) — 
гиперболой, а прямая, параллельная 
оси ординат и проходящая через точку 
р 0 =1, — одной из ее асимптот: 

Д-214 

> 0 ; 


2ѵ. 


{У2 (Ро)}ро“0 - 1 ~ ? 0. 


(128) 


При этом 

{Уі (Ро)}ро=0 > {^2 (Ро)}ро=*0 

при 

А > 0; > 0; т > 0. 

Функции у 2 (ро) и у 2 (Ро) изображены на фиг. 76. 

Из анализа функций следует, что у г (р 0 ) и у 2 (р 0 ) пересекаются, 
т. е. система при определенном соотношении параметров, обеспечиваю¬ 
щих сервомотору прохождение зоны нечувствительности, может иметь 
периодические колебания. Для каждого соотношения параметров серво¬ 
механизма выше критического Уі(р 0 ) и у 2 ( р 0 ) пересекаются только 
1 раз, т. е. система имеет периодические колебания только с одной 
определенной частотой. 

Критическое соотношение параметров, определяющее качественно 
различные случаи разбиения фазовой плоскости на траектории, может 
быть определено из следующих соображений. 
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* 2м. 

Из уравнения (121) следует, что при р 0 == р 0 = — і р 1 = 0, т. е. 

при ро сервомотор, проходя путь, соответствующий зоне нечувствитель¬ 
ности первого реле, оказывается в конце его как раз в тот момент, 
когда второй управляющий элемент выключается. 

Интегрируя первое уравнение системы уравнений (118) и подста¬ 
вляя начальные условия, получим 

_ 

р = р й е т р. (129) 

Подставляя р из уравнения (129) во второе уравнение (118) и инте¬ 
грируя его с учетом начальных условий, получим 

У = — ^ в+ -|. + Т ро(і_Г 7 >). (130) 

Из уравнения (130) следует, что р. через время /=оо будет равно 

Рч = — + — + х Ро- (131) 

Если р 0 = р*, то сервомотор пройдет путь, соответствующий зоне 
нечувствительности: 

Ѵч — — ^8 + — + т Ѵ = ^ 8 "Т* О 32 ) 

Отсюда следует, что при р 0 > р* сервомотор проходит путь, соответ¬ 
ствующий зоне нечувствительности, за конечный промежуток времени, 
а при р 0 < р* путь, проходимый сервомотором, меньше зоны нечувстви¬ 
тельности, в силу чего движение сервомеханизма будет затухающим. 

Таким образом, необходимым условием существования периодических 
колебаний является выполнение неравенства 

Ро ^ Ро* О 33 ) 

Тогда, подставляя в уравнение (126) 



получим следующее соотношение параметров, определяющее границу 
качественно различных случаев движения сервомеханизма: 


е 


Д+2^3 

т <1 — 


х 


(134) 


Значение |х е =р. 8Л/7 , при котором выполняется равенство (134), является 
критическим. Превышение \ь гкр означает, что движение сервомеханизма 
будет в зависимости от начальных отклонений периодически или колеба¬ 
тельно затухающим. 
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Если |А е <|А е/ф , то в системе после определенных начальных откло 
нений возникнут установившиеся колебания. 

Обозначим через 


?1 I | — е Х > 
<?2 I I*. I = 1 — “ 


(135) 



и найдем графически значение 

^8 == |^*8 Кр * 


А 


{'РаХи-а)}^ 

{? 2 Ы} 

при Д = О 
{<Рі Ык=0 
при А > О 

{?! (!'=-)}ре=0 



(136) 


= {<РгЫ}іѵ=о; 


{'Рг (Р*)}ііе=о; 


Фиг. 77. Графическое определение кри¬ 
тической величины зоны нечувствитель¬ 
ности ([х е/ф ). 


Ыр<))! 1 ,=у = () ; 

{?! ЫѴ„=оо = °- 


На фиг. 77 и 78 показано графическое определение критической вели¬ 
чины зоны нечувствительности первого управляющего элемента (реле). 

Из анализа функций 



Фиг. 78. Графическое определение критиче¬ 
ской величины зоны нечувствительности 

I кр I • 


ческих колебаний. При увеличении зазора критическое значение [х 8/ф 
растет. Критическое значение ^ гкр увеличивается также при увеличении 
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быстродействия сервомеханизма, т. е. при уменьшении времени серво¬ 
мотора Т 3 . 

Сервомеханизм имеет в качестве положения равновесия континуум 
положений, определяемых пределами 

- (^ + -г) < > х< (і** + іг) 

при Р = 0, что следует из положения особых точек диференциального 
уравнения, полученного из уравнения (115): 

а? і ( Ф (і^)— р) о . т7 ч 

* \ р / о' * (137) 

Ф (р.) = 0; при — (ц, + < р < (у., + • 


б) Диаграмма точечного отображения 


Для того чтобы доказать, что положение равновесия системы устой¬ 
чиво, а в случае появления периодических колебаний, что они будут 
устойчивы, т. е. что при определенном соотношении параметров в 
фазовой плоскости образуется устойчивый предельный цикл, рассмотрим 
уравнения фазовых траекторий, для чего подставим в выражение (125) 
начальные значения из формулы (121). Тогда получим 




Р2 + Іп(р 2 -1). (138) 


Если периодические колебания существуют, то р 2 =—р 0 =— р 0 * и 
уравнение (138) может быть переписано в следующем виде: 

»р--т) 

( 1 _Ро) е Ро =с ’ Ро (р 0+ 1_.^і). (139) 

Обозначим 

(і —Ро) — X(р 0 ); ) 


2 ^ 5 - ■ 


е 


X 




(140) 


и рассмотрим взаиморасположение кривых <АГ(р 0 ) и ^(рд). 

Поскольку ранее доказано, что в системе может существовать только 
один предельный цикл, то кривые -Л'(ро) и ЛГ(р 0 ) могут пересекаться 
лишь в одной точке. Кроме того, было доказано, что периодические 

* 2(х е 

колебания системы могут существовать лишь в том случае, если р 0 > — 
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и соотношение параметров удовлетворяет условию (134). Тогда при 

2[л 3 

р 0 = — получим 


2[х е 



- А 

*(Ро) = * - Х , 


откуда заключаем, что при выполнении условия (134) 


Иро) 1 > {ЛГ(Ро)} ^ • 

Ро=— Ро> — 


При р 0 =* 1 получим 

*(Ро)-0; 



Х{ь) = е ' 


- 1 




,так как неравенство (134) показывает, что периодические колебания воз- 

2^ е 

можны лишь при условии — < 1. Отсюда следует, что 

{*(Ро)}ро-1>{*(Ро)}ро=1' 

На фиг. 79 показано взаиморасположение кривых .ЛГ(р 0 ) и А(р 0 ), 
позволяющее сделать заключение, что образующийся предельный цикл 
будет устойчивым. 

Фиг. 79 представляет диаграмму точечного отображения полупрямой ІѴ, 
параллельной оси ординат и проходящей через точку *-^в полу¬ 

прямую ЛГ, параллельную оси ординат и проходящую через точку 
( фиг - 80) - 

Диаграмма (фиг. 79) позволяет, задавшись р 0 , найти р 2 . Поэтому она 
и представляет диаграмму точечного отображения. Например, при р 0 = р 01 , 
проведя вертикаль до пересечения с А"(р 0 ), а затем горизонталь до пе¬ 
ресечения с ЛГ(р 0 ), найдем абсциссу, равную —р 21 . 

Таким образом из диаграммы нетрудно заключить, что р 0 стремится 
к (ро) л . 4 > представляющей координату предельного цикла. Это обстоя¬ 
тельство показывает, что траектории изображающей точки в фазовой 
плоскости снаружи и изнутри стягиваются к предельному циклу, т. е. 
что последний является устойчивым. 

Фазовая плоскость при существовании предельного цикла разбивается 
на три области. В области / (фиг. 81) система стремится к положению 
равновесия; в области II траектории наматываются изнутри, а в области 
III траектории наматываются снаружи на предельный цикл. 
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Таким образом, при р. е < кр рассматриваемый сервомеханизм имеет 
положение равновесия, пока начальные отклонения не превосходят опре¬ 
деленных значений, например, при 

1*0 = ^+ 4 ** Ро<Ро • 


Если начальные отклонения 
превосходят эти значения, то в 
системе устанавливаются устой¬ 
чивые периодические колеба¬ 
ния. 

При соотношении парамет¬ 
ров сервомеханизма > |Нкр 
система после любых началь¬ 
ных отклонений приходит в 
положение равновесия. Поло¬ 
жение равновесия в этом слу¬ 
чае — устойчивое. 

„Фазовые портреты “ си¬ 





Фиг. 79. Диаграмма точечного отображения 
полупрямой N в полупрямую Л/'. 


стемы для случаев, когда зона нечувствительности первого реле меньше 
и больше критической, изображены на фиг. 80 и 81. Траектории изо¬ 


бражающей точки составлены из кусков прямых и логарифмических 


кривых. 


Геометрические размеры предельного цикла определяются только 



Фиг. 80. Трехлистная фазовая пло- Фиг 81. Трехлистная фазовая пло¬ 
скость и фазовые траектории при скость и фазовые траектории 
Рш<Р*кр. ^е > кр* 


параметрами сервомеханизма и не зависят от начальных условий. По¬ 
этому периодические колебания системы являются автоколебаниями. 

Амплитуда автоколебаний координаты выхода сервомеханизма (|х) 
определится по уравнению (134), если положить в нем р = 0, и по урав¬ 
нению (121), если положить в нем р 0 и р 0 : 

!*=— («*.— 4~) + х Ро — ' с1п (ро+ 1 — “г)- О 41 ) 
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в) Полуустойчивый цикл и критическое соотношение параметров 


Покажем на рассмотренном примере, как определяется критическое 
соотношение параметров сервомеханизма с помощью полуустойчивого 
цикла. 

Координатами полуустойчивого (вырожденного) предельного цикла 
являются (для полуоборота изображающей точки в фазовой плоскости) 


р 0 >о; 

, д 

Р-0 - — Р-* + ~ 2 ~ » 

рі=о; 

, д . 

^ 1 =^ 4 - — ; 


(142) 


Рг — Ро'> 

Л 

\*'2 = — \ 1 о = Ѵ'* - 2 ”* 


2(х е 

Согласно уравнению (121) р 0 = — и, подставляя значения (142) в 
выражение (125), получим сразу критическое соотношение параметров: 

д+2и -* 2м- 

е ' <1-(143) 


На основе результатов проведенного' исследования можно сделать 
следующие выводы: 

1. Двухкаскадный пневмогидравлический сервомеханизм, а также и 
однокаскадный электрический сервомеханизм с релейным управлением 
при наличии зазора в обратной связи (или коэфициента возврата реле, 
см. главу XXVI) имеют критическое соотношение параметров и, в част¬ 
ности, критическую величину зоны нечувствительности. 

2. Для рассмотренных примеров критические соотношения пара¬ 
метров имеют одинаковый вид и показывают, что в случае, если зона 
нечувствительности меньше критического значения, то сервомеханизмы 
могут после определенных начальных отклонений приходить в устойчи¬ 
вые автоколебания, и, наоборот, в случае, если зона нечувствитель¬ 
ности больше критической, то сервомеханизм абсолютно устойчив и 
после любых начальных отклонений будет приходить в положение рав¬ 
новесия. 

3. При отсутствии зазора в обратной связи такие системы ни при 
каких значениях параметров не приходят в автоколебания и являются 
устойчивыми „в большом". 

4. Как для пневмогидравлического, так и электрического сервомеха¬ 
низма существуют критические значения времени сервомотора. Если 
механизм при прочих постоянных параметрах выполнен слишком быстро- 
действ>ющим (Т 3 < Т зкр ), то в нем будут возникать автоколебания. 

5. Подавление автоколебаний в том случае, если они недопустимы, воз¬ 
можно или за счет загрубления сервомеханизма (увеличения зоны нечув- 
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ствительности), или за счет снижения его быстродействия (увеличение 
времени сервомотора). Если эти мероприятия не удовлетворяют техни¬ 
ческим требованиям, предъявляемым к сервомеханизму, то нужно менять 
конструкцию его с целью уменьшения зазора в обратной связи Д, времени 
мембранного механизма Т р или инерционной нагрузки сервомеханизма, 
характеризуемой коэфициентом Ц. .Отметим, что подавление нежела¬ 
тельных автоколебаний успешно может производиться с помощью спе¬ 
циальных стабилизирующих средств путем введения обратных связей по 
первой и второй производным от выходной координаты по времени, 
вибрационных контуров и т. п. 

6. Наконец, вследствие того, что положением равновесия является 
континиум положений, пределы которых определяются величинами зоны 
нечувствительности и зазора, сервомеханизм имеет статическую погреш¬ 
ность в указанных пределах. 
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ГЛАВА XXX 


СТАБИЛИЗАЦИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ СЕРВОМЕХАНИЗМОВ 

Сервомеханизм можно определить как применяемый в системах 
автоматического регулирования усилитель мощности и момента, выход¬ 
ная величина которого должна воспроизводить с определенной точностью 
входную величину. Усиление мощности происходит за счет источника 
вспомогательной энергии, подключаемого к каждому каскаду усиления, 
по числу которых сервомеханизмы классифицируются на одно-, двух-, 



трех- и вообще многокаскадные. Сервомеханизм часто представляет 
устройство, охватываемое обратной связью непосредственно или через 
ряд промежуточных преобразовательных и усилительных звеньец, вплоть 
до выхода чувствительного элемента регулятора. В последнем случае 
сервомеханизм предназначен для усиления сигнала, снимаемого с чув¬ 
ствительного элемента. Регуляторы с такого рода сервомеханизмами 
распространены и применяются для регулирования температуры, давле¬ 
ния и других величин. 

С точки зрения технического выполнения и вида вспомогательной 
энергии сервомеханизмы могут быть пневматического, гидравлического, 
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электрического, а также пневмогидравлического, электрогидравлического 
и тому подобных типов. Пример пневмогидравлического сервомеха¬ 
низма (см. фиг. 75) был рассмотрен в предыдущей главе. Характери¬ 
стики элементов 1 и 3, управляющих включением энергии, имеют не¬ 
значительные линейные участки, в связи с чем их можно рассматривать 
как релейные. 



^Тодвод энергии 

“! г- г 

А 

^Подвод энергии 

.с 

№ 



і 



□ 

4ч 



Ё2 

□ 



Ё! 

□ 


1, 

п 

г 


$ I 1-й каскад усиления 2-й. каскад усиления 




ТМг 


Жесткая 
обратная связь 


Скоростная обратная связь 


Фиг. 83а. Структурная схема двухкаскадного сервомеханизма 
с релейным управлением и дополнительной скоростной обратной 

связью. 


В качестве второго примера рассмотрим релейный электрогидропнев¬ 
матический сервомеханизм (фиг. 82). Он состоит из измерительного 
устройства 1 и двух релейных устройств 2, управляющих каналами 3 
включения сжатого воздуха. Сжатый воздух, идущий к правой или левой 
полостям золотника 4 , перемещает последний в одно из крайних поло- 



Фиг. 836. Структурная схема двухкаскадного сервомеханизма 
с релейным управлением и со скоростной обратной связью при 
наличии жесткой обратной связи в первом каскаде (?р) (/). 


женйй. В результате перемещения золотника открывается маслопро¬ 
вод 5 сервомотора. Происходит перемещение сервомотора и связанного 
с ним супорта станка с постоянной скоростью до тех пор, пока элек¬ 
тромагнитное реле не сработает снова. Типовые структурные схемы 
указанных сервомеханизмов изображены на фиг. 83. 

Частными случаями этих систем являются однокаскадные сервомеха¬ 
низмы, а также сервомеханизмы, в которых одна из релейных характе¬ 
ристик заменена линейной характеристикой. 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 


В связи с разработкой высока4ественных систем автоматического 
регулирования возникает потребность в построении сервомеханизмов, 
обеспечивающих наибольшее быстродействие. Быстродействующим сер¬ 
вомеханизмом будем называть такой сервомеханизм, который обеспечи¬ 
вает установление нового равновесного режима — переход из одного 
положения в другое — в возможно короткое время. Этот переход дол¬ 
жен протекать с максимально возможными скоростями. С другой сто¬ 
роны, для завершения перехода без значительных колебаний сервоме¬ 
ханизм должен эффективно гасить эту скорость к моменту достижения 

заданного положения. Сочетание этих 
двух противоречивых требований 
приводит в основном к построению 
сервомеханизмов релейного и близ¬ 
кого к ним типов со специаль¬ 
ными стабилизирующими устрой¬ 
ствами. Целью настоящего раздела 
является рассмотрение теории таких 
устройств. 

Движение быстродействующего 
релейного и близкого к ним серво¬ 
механизмов в заданное положение 
можно разделить на три этапа 
(фиг. 84): разгон Т ѵ движение Т 2 и 
торможение Т г С целью увеличения 
быстродействия этап торможения дол¬ 
жен быть возможно короче. Стрем¬ 
ление наиболее эффективно использовать движущий момент, развиваемый 
исполнительным устройством сервомеханизма для накопления в процессе 
движения наибольшей скорости и, следовательно, увеличения быстро¬ 
действия его, приводит к необходимости максимального форсирования 
разгона и достижения, наибольшей продолжительности действия дви¬ 
жущего момента во все время переходного процесса. 

Однако если такой сервомеханизм оставить без специально преду¬ 
смотренных средств стабилизации, то равновесное состояние его часто 
будет характеризоваться автоколебаниями. Автоколебательное состояние 
одного из звеньев систем автоматического регулирования, каким является 
сервомеханизм, при равновесном значении сигнала на его входе может 
в известных случаях быть источником возбуждения колебаний во всей 
системе автоматического регулирования в целом. Поэтому желательно иметь 
средства, позволяющие если не до конца снимать, то во всяком случае 
регулировать параметры автоколебательного процесса сервомеханизма. 

Прекращения автоколебаний можно добиться изменением соотноше¬ 
ния параметров. Последнее связано с реконструированием сервомеха¬ 
низма (например, с изменением скорости исполнительного механизма, 
влияющей на возникновение автоколебаний) или с его огрублением. 
Естественно, что устранять автоколебания за счет снижения качества 
сервомеханизма нерационально. 
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Фиг. 84. Переходные грани в быстро¬ 
действующем релейном сервомеха¬ 
низме. 



Изменение параметров конструкции, как известно, не всегда может 
быть осуществлено. Следует отметить, что появление автоколебаний 
часто связано с незначительной вариацией его параметров внутри допуска 
или незначительным выходом за допуск (люфт, зазор в исполнительном 
механизме). Поэтому для конструктора весьма важно иметь такие средства, 
которые позволили бы воздействовать на возникающие автоколебания, не 
меняя в основном выходных параметров сервомеханизма и конструкции от¬ 
дельных элементов его. Основными стабилизирующими средствами серво¬ 
механизма могут служить различного рода обратные связи, введение 
вибрационного режима, линеаризирующего сервомеханизм (см. далее 
главу XXXV), и демпфирование отдельных каскадов сервомеханизма. 
Обратными связями, применяемыми в настоящее время для целей ста¬ 
билизации сервомеханизмов, являются жесткие обратные связи, жесткие 
обратные связи и обратные связи по производной (скоростные), жесткие 
обратные связи и обратные связи по первой и по второй производным, 
а также изодромные обратные связи. Содержание настоящей главы со¬ 
ставляет рассмотрение обратных связей с точки зрения их применения 
для стабилизации положения равновесия и управления автоколебательным 
режимом нелинейных сервомеханизмов. 

Ввиду сложной нелинейной задачи совокупного исследования автоко¬ 
лебаний последние обычно изучаются в сервомеханизме отдельно от 
системы в предположении, что его статические и динамические характе¬ 
ристики (быстродействие, автоколебания по частоте и амплитуде и т. п.) 
заранее заданы в технических условиях на разработку сервомеханизма, 
процесс же установления автоколебаний в общей цепи регулирования 1 
будет, естественно, иным. 

Дать решение об автоколебаниях систем автоматического регу¬ 
лирования в общем случае весьма трудно. Однако всегда представляется 
возможным провести конкретный численный расчет переходного про¬ 
цесса для определенного вида характеристик (см. главы XXXVIII и XXIX). 

Условия воспроизведения всей системой автоматического регули¬ 
рования входной величины с определенной степенью точности не 
исключают наличия автоколебаний в сервомеханизме. Действительно, 
если регулируемая координата не должна выходить из заданной доста¬ 
точно узкой области значений, то на другие координаты системы 
таких ограничений не накладывается и, например, выходная коор¬ 
дината сервомеханизма иногда может иметь сравнительно большие- 
отклонения в процессе автоколебаний. Отсюда становится понятным 
стремление к максимально возможному ослаблению связи в системе 
в режиме автоколебаний сервомеханизма Идеальным в этом случае было бы 
такое положение, при котором система практически совсем не реагиро¬ 
вала бы на автоколебания сервомеханизма. 

Движение такой системы можно было бы разделить на два мало 
реагирующих друг на друга типа движений — воспроизведение вход¬ 
ной величины и автоколебания. Такое разделение движений в реальной 
системе автоматического регулирования может быть произведено на 
основании качественных соображений об условиях взаимной связи 


1 Если он будет существовать. 


823 



нескольких систем. Здесь определяющими являются частотные и, в частно¬ 
сти, амплитудные частотные характеристики системы. Если область про¬ 
пускания частот всей системы гораздо уже, чем область пропускания частот 
сервомеханизма и притом амплитудная характеристика сервомеханизма 
в указанном диапазоне частот примерно постоянна (фиг. 85), то такой 
сервомеханизм может обладать хорошими воспроизводящими качествами 
по отношению к собственным движениям системы (см. главу XV) и, на¬ 
оборот, сама система будет обладать слабыми воспроизводящими свой¬ 
ствами по отношению к собственному движению сервомеханизма. 

Кроме того, указанный вид амплитудных характеристик исключает 
весьма опасные режимы резонанса системы регулирования и автоколеба¬ 
ний сервомеханизма. 



Фиг. 85. Амплитудная характеристика системы автоматиче 
ского регулирования и сервомеханизма. 


Следовательно, первым ограничением в отношении режима авто¬ 
колебаний сервомеханизма является разграничение частот, из которых 
состоит воспроизводимое им движение, и частот его автоколебаний. 
Частоты автоколебаний сервомеханизма должны быть по возможности 
выше частот, из которых состоят воспроизводимые системой движения, 
и лежать за пределами области частот, где амплитудная характеристика 
системы существенно отличается от нуля. На практике добиться такого 
положения бывает трудно, так как указанное ограничение связано 
с весьма завышенными требованиями к быстродействию сервомеханизма. 
Поэтому вторым ограничением в отношении режима автоколебаний 
сервомеханизма является требование уменьшения амплитуды автоко¬ 
лебания сервомеханизма с последующей проверкой поведения системы 
в целом. 

Таким образом, требования к автоколебательному режиму сервоме¬ 
ханизма со стороны систем автоматического регулирования не противо¬ 
речат получению высококачественного процесса регулирования или сле¬ 
жения. Само наличие автоколебаний высокой частоты и весьма малой 
амплитуды существенно улучшает процесс регулирования в системе 
автоматического регулирования в целом, поскЬльку при этом, как 
известно, устраняется ряд вредных влияний со стороны таких нелиней¬ 
ностей, как зона нечувствительности, люфт, сухое трение и т. п. (более 
подробно об этом см. главу XXXV). 
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2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ СЕРВОМЕХАНИЗМОВ 


Уравнения движения двухкаскадного пневмогидравлического серво¬ 
механизма, изображенного на фиг. 75, при обычных допущениях (см. пре¬ 
дыдущую главу), но при учете зон нечувствительности управляющих 
элементов, релейного включения энергии в каждом каскаде и неодно¬ 
значности (петли) характеристики включения энергии в первом каскаде 
усиления, вызванной наличием зазора в жесткой обратной связи, коэфи- 
циента возврата в первом реле и т. п., имеют вид 


7 '^р + р = Фі( і і); (144) 

ГД=Ф 2 ( Р ); (145) 

7|=ср— (146) 


где ср — относительная величина 
координаты входа; 

т] — относительная величина 
ошибки; 

р — относительная величина 
координаты выхода пер¬ 
вого каскада усиления 
(или координаты ьхода 
второго каскада усиле¬ 
ния); 

I — относительная величина 

приведенной координаты выхода следящего механизма; 

Т р — время установления первого каскада усиления; 

Т 

Т г —приведенное время сервомотора, равное 7^ = -^-; 
где 7 — коэфициент обратной связи; 

Т 3 — постоянная времени сервомотора. 

В дальнейшем будем рассматривать свободные колебания сервоме¬ 
ханизма после любых начальных отклонений, поэтому в уравнении (146) 
положим ср = 0. 

Нелинейная функция Ф 2 (ѵ]) в уравнении (144) является характери¬ 
стикой управляющего элемента первого каскада усиления (фиг. 86 ). 
Эта характеристика принадлежит управляющему элементу релейного 
типа при наличии коэфициента возврата или зазора в обратной связи 
и зоны нечувствительности. Здесь А — относительная величина зазора 
в обратной связи, а 2 т] е — относительная величина зоны нечувствитель¬ 
ности реле. 


Ч? ^3 |оч 

^ 1 
•сГ~ 

* ^ 

1 

ЧІРМ< 

* 

1 










7 г 7 ч е +§ 

-1 



Фиг. 86. Характеристика управляющего 
элемента первого каскада: 

Д — относительная величина зазора в обратной 
связи; 2т|е — относительная величина зоны нечув¬ 
ствительности. 
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Нелинейная функция ф^т]) может быть записана в следующем виде: 

Ф а (6)=-Ф,(ч), 

где 

1 —|— 1; при і Ъ + у и % > 0; 

Б >6.-у и & < 0; 


Ф 0 (6) = 


у и 5 >°> если ф (У =+ 1 ; 

0; при — и + у < Б < ?е+ у И 5 > 0; 

-(б. + у) <? < (*•--§) и 5<0; 

(*. + 4) < Б < (б, + у) и Б ^ О, если Ф (Е 0 ) = 0 ; 
— 1 ; при % <— (&, 4 -у) и 5 < 0 ; 

Б< ~( $г_ 4) ИІ>0; 

Б<-(Б.—у) и 5 < 0, если Ф (Б 0 ) = —1. 


Нелинейная функция Ф 2 (р) представляет характеристику управляю¬ 
щего элемента второго каскада усиления (фиг. 87). Эта характеристика 
также принадлежит управляющему элементу релейного типа при наличии 
зоны нечувствительности. Здесь 2р е — относительная величина зоны нечув¬ 
ствительности реле. 

Нелинейная функция Ф 2 (р) может быть представлена так: 


Ф 2 (Р) = 


+1 при р>р е ; 

о при — р 6 < р < р в ; 
—1 при р<р е . 


(148) 


Уравнения (144) — (148) показывают, что рассматриваемая задача 
может быть сведена к рассмотрению различных линейных уравнений и 
к последовательному припасовыванию констант интеграции, исходя 
из требования непрерывности рассматриваемых функций в точках 
сопряжения различных систем уравнений. 

Уравнения электро-гидропневматического сервомеханизма, схема 
которого изображена на фиг. 82, следующие. 

Управляющее напряжение, действующее на электромагнитное реле, 
представляет напряжение измерительного устройства и обратной связи. 

^ реле Ч ^об р.се • 

Характерным для этой следящей системы является наличие обратной 
связи по скорости, 
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В случае исследуемого режима отработки начального рассогласования 
положим (7 = 0. Таким образом. 


У реле ^обр . св (т^2 )» 


здесь \і 2 — положение сервомотора; 

у и Т —эффективность жесткой и 
скоростной обратных связей. Напря¬ 
жение обратной связи равно сумме 
напряжений жесткой 6 и скорост¬ 
ной 7 обратной связи. Уравнение 
движения гидравлического сервомо¬ 
тора при линейной апроксимации 
характеристики золотника в безраз¬ 
мерной форме имеет вид 



^#2 — Фі (И*і )» 


Фиг. 87. Характеристика управляю- 


где Ф 1 (|х 1 )= + 1,0—1 — коорди¬ 
наты золотника; 

Т 2 —время сервомотора. 


щего элемента второго каскада: 

2р е — относительная величина зоны нечув¬ 
ствительности. 


Статическая характеристика релейного усилителя представляет функ¬ 


цию напряжения Ѵ реле вида, изображенного на фиг. 87. 



Фиг. 88. Схема релейного сервомеханизма. Си¬ 
гналы по положению скорости и ускорению 
в обратной связи создаются при помощи потен¬ 
циометрического, тахометрического и акселеро- 
метрического датчиков. 


Учитывая сжимаемость воздуха в пневматической части следящей 
системы, уравнение релейного блока может быть представлено в сле¬ 
дующем виде: 

^іР’І “1“ 1^1 Ф \бр. связи) 1 

здесь Т г — постоянная времени релейного блока; 

р . 1 — выходная координата первого каскада усиления; 

Ф (Уобр. се) — нелинейная функция (фиг. 86). 
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Таким образом, свободные колебания рассматриваемого сервомеха¬ 
низма описываются системой уравнений: 

1) ^іРі ^1 ^ обр. связи 

2) ^2^2 ==== ^1 (И*і)» 

3) обр. связи Т^2 Ч” 

В качестве однокаскадного сервомеханизма рассмотрим следующие 
схемы (фиг. 88 и 89). 

Следящая система (фиг. 88) состоит из серводвигателя 1 постоян¬ 
ного тока и релейного устройства 2, управляющего включением серво¬ 
двигателя. В цепи обратной 
связи имеются последовательно 
включенные датчики рассогла¬ 
сования (потенциометр 3), 
скорости (тахогенератор 4) и 
ускорения (акселерометр 5). 
Датчики 3 — 5 включены после¬ 
довательно таким образом, что 
общее напряжение обратной 
связи равно 

и обр. связи = «{*• + ^ + 5 

здесь а, Ь, с — коэфициенты, 
характеризующие отношение 
приращений соответствующих 
компонент напряжения обрат¬ 
ной связи к приращениям по- 
измеряемых потенциометрическим. 



Фиг. 89. Схема релейного сервомеханизма. 
Сигнал по положению, скорости и ускоре¬ 
нию в цепи обратной связи создается при 
помощи диференцирующего контура. 


ложения, скорости и ускорения, 
тахометрическим и акселерометрическим датчиками. 

Следящая система (фиг. 89) состоит также из серводвигателя 7, 
релейного устройства 2 и потенциометра 3. В отличие от предыдущей 
схемы здесь в цепь обратной связи включен диференцирующий четырех¬ 
полюсник 4 , выходное напряжение которого пропорционально рассогла¬ 
сованию и его первой и второй производным. Пренебрегая постоянной 
времени диференцирующего контура, имеем 


V. 


обр . связи ‘ 


: #|А 


3. СТАБИЛИЗИРУЮЩЕЕ ДЕЙСТВИЕ ОБРАТНЫХ СВЯЗЕЙ 
В СЕРВОМЕХАНИЗМАХ С РЕЛЕЙНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ 

В соответствии с поставленной задачей рассмотрим стабилизирующее 
действие обратных связей в однокаскадных, двухкаскадных и т. д. 
сервомеханизмах с релейным управлением. Для выявления эффекта 
стабилизации различных сервомеханизмов с помощью обратных связей 
необходимо найти условия, определяющие положения равновесия системы 
и появление автоколебаний их. Этими условиями, как известно, являются 
такие соотношения конструктивных и динамических параметров серво¬ 
механизмов, которые определяют границы в пространстве параметров 
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областей устойчивости, а также областей существования и отсутствия 
автоколебаний. 

Следующим вопросом является определение влияния параметров 
сервомеханизма на амплитуду и частоту автоколебаний, если техноло¬ 
гические и эксплуатационные условия всей системы регулирования до¬ 
пускают существование последних. 

Выбор обратных связей лишь по стабилизирующему действию 
их на положение равновесия и другие стационарные режимы сер¬ 
вомеханизма не дает еще ответа о качестве переходных процессов 
при различного рода возмущающих воздействиях, поступающих на 
его вход. В то же время эффективность действия обратных связей 
значительно влияет на быстродействие сервомеханизма и, следо¬ 
вательно, на переходные процессы в нем. Поэтому выбор обратных 
связей следует производить с учетом их влияния на переходные про¬ 
цессы так, чтобы они в сочетании с характеристиками прямых связей 
и характеристиками управляющих элементов сервомеханизмов (например, 
с характеристиками релейных элементов) обеспечивали наиболее каче¬ 
ственный переходный процесс сервомеханизма при различных возмущаю¬ 
щих воздействиях. 

Рассмотрим стабилизирующее действие обратных связей для различ¬ 
ных сервомеханизмов, представляющих типичные устройства многих 
систем автоматического регулирования. Анализ динамики будем прово¬ 
дить методом точечных преобразований с помощью многолистной фазо¬ 
вой плоскости. 

Приемы исследования таких нелинейных устройств изложены 
в главе XXIX. Поэтому здесь ограничимся лишь приведением вида фазовой 
плоскости, критического соотношения параметров для ряда случаев, 
а также результатов анализа устойчивости таких сервомеханизмов. 

Для пневмогидравлического сервомеханизма (См. фиг. 75) диферен- 
циальное уравнение фазовых траекторий на основе уравнений (144)— 
(146) будет иметь вид 


Фі (Е) + р 
Т р { Ф 2 ( Р ) ’ 


(149) 


и положение равновесия его в соответствии с видом функций Ф х (^) 
И ср 2 (6) будет представлять континимум положений, определяемый гра¬ 
ничным значением координат 

р — 0; 

|6|<Ь + Т‘ (150) 


Фазовая плоскость (р, ^) является не обычной, а трехлистной 
фазовой поверхностью вследствие наличия в уравнении (49) неодно¬ 
значной функции Ф а ($)• Каждый из листов дополнительно разбивается 
на участки в соответствии с видом функции Ф 2 (р)- Д ля каждого 
участка представляется возможным найти интеграл уравнения (149) и, 
таким образом, вид интегральных кривых: 


Ф 2 (Р) 
Фі (6) + Р 


ар = — 


л. 

Тр\ 






(151) 
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Интегрируя уравнение (151) после подстановки значений функций 
Ф 2 (?) и Ф 2 (р) Для каждого листа и участка, получим 

Р = /(6) + С, (152) 

(/=1, 3, 6 — номер листа (участка) фазовой плоскости). 



Фиг. 90. Фазовые траектории. 


Вид фазовой плоскости и интегральных кривых для рассматриваемого 
случая изображен на фиг. 90 и 91. 

Анализ динамики такого сервомеханизма показывает, что он при 
определенном соотношении параметров подвержен автоколебаниям. 



Фиг. 91. Фазовые траектории и предельный цикл. 


На существование автоколебаний указывает наличие предельного цикла 
в фазовой плоскости (фиг. 92). Изменяя параметры сервомеханизма, 
можно добиться подавления автоколебаний. Тогда такой сервомеханизм 
будет иметь устойчивое положение равновесия и после любых начальных 
отклонений будет приходить в. положение равновесия (фиг. 92). 
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Для того чтобы найти критическое соотношение параметров*, а также 
решить вопрос об устойчивости положения равновесия и об устойчи¬ 
вости возможных автоколебаний, воспользуемся теорией точечных 
преобразований поверхностей. В силу симметричности фазовой плоскости 
относительно начала координат для решения поставленной задачи доста¬ 
точно исследовать отображение полупрямой N в полупрямую Ы' (фиг. 91). 

Для данной задачи удобнее проводить анализ с помощью двух 
кривых отображения, а именно путем исследования отображения полу¬ 
прямой N в полупрямую, параллельную оси абсцисс и отстоящую от 
нее на расстоянии р е , полупрямой Ы' в ту же полупрямую. Тогда по 



Фиг. 92. Фазовые траектории затухающих 
колебаний механизма. 


взаиморасположению этих двух кривых отображения агажна судить 
о структуре разбиения фазовой плоскости на траектории и выявить 
критическое соотношение параметров. 

Отображение полупрямой N в полупрямую, параллельную оси абсцисс, 
дается уравнением 

2ч е 

*(Ро) = *. + т + т 1п 1+ 1 + р/ ' !> " - (153) 

Отображение полупрямой ЛГ в ту же полупрямую дается уравнением 

^(р 0 ) = ^ — 4— т (154 ) 

На фиг. 93 изображена диаграмма точечного отображения и дано^ 
расположение кривых ^(р 0 ) и 6(р 0 ) для трех возможных случаев, опре¬ 
деляемых соотношением параметров сервомеханизма. Первому случаю 
соответствует такое соотношение параметров, при котором кривые ^(р 0 ) 
и 6 (р 0 ) пересекаются. Это свидетельствует о возможности автоколеба¬ 
тельного состояния сервомеханизма. Взаиморасположение кривых пока¬ 
зывает, что колебания в этом случае будут устойчивыми, т- е. что они 
будут физически существовать. 
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Второму случаю соответствует критическое соотношение параметров 
сервомеханизма. Кривые ^(р 0 ) и 6 (р 0 ) пересекаются на границе зоны 
покоя. Возможные колебания системы будут носить полуустойчивый 
характер. Это означает, что при изменении соотношения параметров 
в одну сторону колебания будут устойчивыми, а при изменении в другую 
сторону колебания будут прекращаться. 


В третьем случае кривые Цр 0 ) и ^(р 0 ) не пересекаются, что озна¬ 
чает, что автоколебания в системе возникнуть не могут. В этом случае 
сервомеханизм после любых начальных отклонений возвращается в поло¬ 
жение равновесия. 

Если в первом случае положение равновесия сервомеханизма было 
неустойчивым, то в последнем случае, наоборот, устойчивым. 

Критическое соотноше¬ 
ние параметров найдем из 
условия существования не¬ 
подвижной точки для полу- 
устойчивого цикла так, как 
это изложено в главе XXIX. 
Это соотношение имеет 

вид 



д* 


1 


__ | 


(155) 


где 


Фиг. 93. Диаграмма точечного отображения. 


Д* = - 


Л* __ 

т 


На фиг. 94 представлено разбиение пространства параметров на 
области наличия и отсутствия автоколебаний, по которому легко можно 
проследить влияние параметров на подавление автоколебаний и в данном 
случае на стабилизацию положения равновесия сервомеханизма. 


Параметр т = 


Тр 

Т* 


у, входящий в уравнение (155), 


содержит коэфи- 


циент у, характеризующий действие жесткой обратной связи. 


Коэфициент у представляет отношение у = ^рр где ш тах — ма¬ 


ксимальный ход сервомотора, а т* — ход сервомотора при максимальном 
входном сигнале. Поэтому изменение у можно рассматривать как изме¬ 
нение конструктивного размера сервомотора, максимального хода 
его т тах . Однако, поскольку т тах входит также в выражение времени 

сервомотора Т 3 — ~—, то при оценке влияния у следует полагать Т 3 

т тах 


неизменным, принимая для этого соответствующее изменение скорости 


сервомотора ш тах . Это приводит к тому, что изменение коэфициента у 
следует рассматривать как изменение максимальной скорости сервомо- 


Т °Р а ™тах- 
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Действительно, время сервомотора и коэфициент обратной связи 
связаны соотношением: 

о 56 ) 

т тах 

Поскольку выражение (156) содержит оба параметра 7^ и у, то, как 
было уже отмечено, необходимо положить Т 3 = соп$і ; тогда 


где 



(157) 


т. е. влияние эффективности жесткой обратной связи сервомеха¬ 
низма с релейным управлением на его динамику аналогично влиянию 
скорости сервомотора. 



Фиг. 94. Разбиение пространства параметров на области наличия 
и отсутствия автоколебаний для различных значений т<?, выражающего 

эффективность действия скоростей обратной связи, 



Отсюда следует основной вывод: влияние эффективности действия 
жесткой обратной связи в таких системах противоположно влиянию вре¬ 
мени сервомотора; например, аналогично увеличению коэфициента обрат¬ 
ной связи у можно рассматривать уменьшение времени сервомотора Т 3 . 

Для более полного суждения следует рассмотреть также связь 
коэфициента обратной связи у с параметрами нелинейной характери¬ 
стики Ф 1 (Е) = ф 1 ('ур.), где |а — выходная координата сервомеханизма. 
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Нелинейная функция Ф 2 (^) включает три типичные зоны нелинейности: 
зону нечувствительности, а также участки неоднозначности и насыщения, 
расположенные симметрично относительно начала координат. Зона 

нечувствительности характеризуется координатой + ($ е + —участки не¬ 


однозначности характеризуются параметром А, представляющим ширину 
петли. 

В этом случае аргумент нелинейной функции включает в себя коэфи- 
циент обратной связи у, а скорость сервомотора характеризуется непо¬ 
средственно параметром Т 3 . 

Если нечувствительность управляющего элемента выражается вели¬ 
чиной т е , а ширина петли т д , то в относительном виде эти величины 
будут 


ГПгг 


Н = 


т А 

т тах 


Переменная (* связана с переменной р через коэфициент обратной 
связи у ($ = ^|х). Тогда относительная величина половины зоны покоя, 
приведенная к ходу сервомотора, равна 

( і5§ ) 

Отсюда следует, что с изменением коэфициента обратной связи у 
меняются приведенные к ходу сервомотора величины зоны нечувстви¬ 
тельности |х е и ширина петли. При этом с увеличением коэфициента у 
уменьшаются [х 6 и |х д . 

Таким образом, представляется возможным привести в соответствие 
влияние времени сервомотора Т 3 , влияние зоны нечувствительности |х г 
и ширины петли [х д на динамику сервомеханизма, поскольку влияние 
как Т 3 так и |і е и |х д выражается через влияние коэфициента обратной 
связи. Итак, увеличение у эквивалентно соответствующему умень¬ 
шению Т 3 или уменьшению |х 8 и р д . Отсюда на основе выражения для 
критического соотношения параметров (155), а также на основе изобра¬ 
женного на фиг. 94 разбиения пространств параметров на области 
наличия и отсутствия автоколебаний можно сделать следующие основ¬ 
ные выводы о стабилизирующем влиянии жесткой обратной связи: 

1) увеличение эффективности действия жесткой обратной связи 
выше критического значения вызывает для рассмотренной структуры 
сервомеханизма неустойчивость и появление автоколебаний его; 

2) коэфициент обратной связи можно увеличить, не вызывая авто¬ 
колебаний сервомеханизма, лишь при условии снижения быстродействия 
его, т. е. уменьшения времени сервомотора или при загрублении, т. е. 
при увеличении его зоны нечувствительности; 

3) сопоставление влияния параметров Т 3і и А на динамику серво¬ 
механизма, исходя из влияния коэфициента обратной связи у , пока¬ 
зывает, что пропорциональное уменьшение ширины петли и зоны не¬ 
чувствительности может привести к возникновению автоколебаний 
сервомеханизма; при необходимости уменьшения зоны нечувствитель- 
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ности конструктор должен в большей степени уменьшить ширину 
петли А в том случае, если возникновение автоколебаний сервомеха¬ 
низма нежелательно. 

Необходимо отметить, что в результате проведенного анализа пред¬ 
ставляется возможным рассчитать эффективность обратной связи серво¬ 
механизма так, чтобы положение равновесия его было устойчивым. 
Однако выбор коэфициента обратной связи на этом еще не заканчи¬ 
вается. Как уже отмечалось, дальнейшее уточнение коэфициента у 
следует произвести на основании желаемого вида переходного процесса 
сервомеханизма. Этот вопрос для случая однократного начального воз¬ 
мущения не вызывает затруднений, поскольку интегральные кривые, 
характеризующие движение его в каждый момент времени, уже найдены, 
остается лишь проварьировать коэфициентом у и выбрать тот вид фазовых 
траекторий, который обеспечивает наиболее быстрый переходный 
процесс. 


4. СТАБИЛИЗИРУЮЩЕЕ ДЕЙСТВИЕ СКОРОСТНОЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ 

В СЕРВОМЕХАНИЗМЕ 

Рассмотрим стабилизирующее действие обратной связи по скорости 
изменения выходной координаты сервомеханизма. На примере сервоме¬ 
ханизма, описываемого линейными деференциальными уравнениями, легко 
проследить, что действие скоростной обратной связи аналогично демп¬ 
фирующему действию, т. е. действию сопротивления, пропорциональ¬ 
ного скорости. 

Введение такого сопротивления в цепь сервомеханизма, как известно, 
оказывает стабилизирующее действие, уменьшая скорость его движения. 
Подобно этому действие скоростной обратной связи в нелинейном 
сервомеханизме также вызывает уменьшение его скорости и способ¬ 
ствует стабилизации сервомеханизма относительно положения равно¬ 
весия. 

Однако имеется и существенное различие в действии скоростной 
обратной связи на динамику нелинейного сервомеханизма по сравнению 
с линейным. 

С помощью скоростной обратной связи представляется возможным 
не только оказывать стабилизирующее воздействие, но и улучшать 
переходный процесс системы с релейным управлением. Наибольшее 
быстродействие сервомеханизма достигается при релейном включении 
подводимой к нему энергии. Однако в этом случае возможны значи¬ 
тельные перерегулирования и неустойчивость положения равновесия. 
Для того чтобы избежать этого, необходимо повысить за счет тех 
или иных средств стабилизирующие свойства сервомеханизма. 

Одним из таких средств является применение управляющих эле¬ 
ментов не с релейной характеристикой, а с характеристикой, близкой 
к релейной. Такая характеристика имеет незначительную зону линей¬ 
ности, а за этой зоной — участки насыщения, свойственные обычным 
релейным характеристикам (фиг. 95). Наличие линейной зоны позволяет 
стабилизировать сервомеханизм около нового положения равновесия, 
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сохраняя в то же время почти полностью все свойства релейной харак¬ 
теристики, способствующей получению наибольшего быстродействия 
сервомеханизма. Ширина зоны линейности выбирается в таких случаях 
как с точки зрения стабилизации, так и с точки зрения получения воз¬ 
можно лучшего переходного процесса. 

Возможный переходный процесс для этого случая изображен на 
фиг. 96. 

Другим средством является введение скоростной обратной связи. 
Наибольшее быстродействие инерционного сервомеханизма, свободные 



тростью 



Фиг. 95. Характеристика управляющего 
элемента при наличии зоны линейности 
(|а л< — р л ) и участков насыщения (1 — р.Д. 


Фиг. 96. Переходный процесс сер¬ 
вомеханизма, управляемый эле¬ 
ментом, имеющим характеристику, 
изображенную на фиг. 95. 


колебания которого описываются диференциальным уравнением второго 
порядка вида 

<Ѵ = Ф(«, (159) 

(где с — постоянный коэфициент, характеризующий инерцию; ф (<•) — 
функция, представляющая характеристику релейного управляющего эле¬ 
мента; Е — координата обратной связи), достигается в том случае, 
когда координата обратной связи $ изменяется в зависимости от коор¬ 
динаты выхода сервомеханизма [а и ее скорости р, по закону 

& = ТР + 7Ѵ 2 8 ? п і 1 ’ ( 160 ) 

где у —коэфициент обратной связи; 

Т — коэфициент скоростной обратной связи. 

В этом случае переходный процесс сервомеханизма после любого 
начального отклонения выходной координаты протекает на участке раз¬ 
гона с максимальным ускорением, а на участке торможения — с макси¬ 
мальным замедлением. Вид переходного процесса изображен на фиг. 97, 
вид фазовой траектории — на фиг. 98. 

Следует отметить, что если движение сервомеханизма описывается 
полным диференциальным уравнением второго порядка, включающим 
демпфирующие и восстанавливающие силы, то для такой системы изло¬ 
женным путем можно получить переходный процесс, лишь приближаю¬ 
щийся к условиям наибольшего быстродействия 
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Необходимо также указать, что приведенный на фиг. 97 переходный 
процесс будет при выбранных связях и значениях ] и Г наиболее 
быстропротекающим только при определенном виде воздействий, а именно 
при однократных ступенчатых воздействиях, поданных на вход серво¬ 
механизма. 

Переходный процесс сервомеханизма при наличии жесткой и ско¬ 
ростной обратных связей приближается на участке торможения к опти- 



Фиг. 97. Переходный процесс сер¬ 
вомеханизма с релейным управле¬ 
нием при максимальном замедлении 
на участке торможения. 


Фиг. 98. Фазовые траектории быстродей¬ 
ствующего сервомеханизма с релейным 
управлением при максимальном ускоре¬ 
нии и максимальном замедлении на участке 
торможения. 


мальному (наиболее быстропротекающему), если уравнение движения его 
имеет вид: 

р.&|х 2 з^п |хар. = 0, (161) 

а коэфициенты жесткой обратной связи а и скоростной обратной связи Ь 
выбраны из условия оптимальности [4], [7]. 

Изложенное в большей степени относилось к однокаскадным серво¬ 
механизмам с одним управляющим элементом. Переходный процесс 
в двухкаскадных сервомеханизмах при наличии двух управляющих эле¬ 
ментов может быть получен при определенных условиях (в определенном 
диапазоне частот входного сигнала) более быстропротекающим, нежели 
рассмотренный ранее (фиг. 97). Использование нелинейных характе¬ 
ристик управляющих элементов в каждом каскаде усиления жестких 
и скоростных обратных связей позволяет осуществить их так, чтобы 
переходные процессы имели вид, изображенный на фиг. 99. 

Скоростная обратная связь имеет большое значение для стабилизации 
положения равновесия сервомеханизма и для регулирования амплитуды 
и частоты автоколебаний. 

Рассмотрим влияние скоростной связи на динамику двухкаскадного 
сервомеханизма с релейным управлением. 

Излагаемое ниже относится в полной мере и к сервомеханизму, 
схема которого изображена на фиг. 82. 
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Фиг. 100. Фазовые траектории на трехлистной фазовой плоскости: 

/ — область, относящаяся к затухающему процессу; II и III — области, относящиеся 
к затухающему процессу со скользящим режимом. 


888 






Если дополнить такой сервомеханизм скоростной обратной связью, 
то уравнения движения его, переписанные в обозначениях предыдущей 
задачи, будут иметь следующий вид: 


7 /?Р + Р = — 

7> = ф 2 (р); 


(162) 


где \ — координата обратной связи (координата входа реле первого 
каскада усиления). 

Введение скоростной обратной связи не изменяет вида интеграль¬ 
ных кривых на фазовой плоскости. Однако, в отличие от рассмотрен¬ 
ного ранее, листы фазовой плоскости будут иметь вырезы, и фазовая 
плоскость в частности будет выглядеть, как это изображено на фиг. 100. 

Введение скоростной обратной связи приводит к тому, что линии 
переключений соответственно приближаются и отдаляются от начала 
координат на величину, пропорциональную сигналу по скорости выход¬ 
ной координаты. Вследствие этого выключение сервомеханизма как 
при прямом, так и при обратном движении наступает раньше. 

При |х>0, т. е. в первом квадранте фазовой плоскости, края листов 
будут проходить через точки с абсциссами 

Ы,,.=}((, ±4—Й-). 063) 


при [х < 0, т. е. во втором квадранте, — через 

Ыі,2 = |(? $ ±4- + ^)- ( 164 ) 

В отличие от фазовой плоскости для системы без скоростной 
обратной связи в рассматриваемой фазовой плоскости появляются 
дополнительные области, в которых существуют новые виды движения 
изображающей точки. 

Наличие скоростной обратной связи увеличивает область притя¬ 
жения, не изменяя в то же время зону покоя и, следовательно, не при¬ 
водя к увеличению статической ошибки сервомеханизма. Критическое 
соотношение параметров, определяющее в данном случае устойчивость 
положения равновесия сервомеханизма и выделяющее области наличия 
и отсутствия автоколебаний, может быть легко найдено из условия 
существования неподвижной точки для иолуустойчивого цикла. 

Поступая как и ранее, найдем критическое соотношение парамет¬ 
ров в следующем виде: 



где 


Л 


X. ——и X 


т 9 ; 
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Возвращаясь к фиг. 94, на которой изображено разбиение про¬ 
странства параметром на области наличия и отсутствия автоколебаний 
при наличии скоростей обратной связи и без нее, видим, что введение 
скоростной обратной связи сужает область автоколебаний сервомеха¬ 


низма. При х с > — сервомеханизм, управляемый двумя реле, не будет 
2г\ 


подвержен автоколебаниям. 

Таким образом, введение скоростной обратной связи в двухкаскадном 
релейном сервомеханизме при наличии петлевой характеристики в первом 
каскаде усиления является целесообразным средством стабилизации, 


так как позволяет повысить точность сервомеханизма, не допустив авто¬ 


колебаний его. 


6. ВЛИЯНИЕ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ ПО УСКОРЕНИЮ 

Остановимся кратко на влиянии обратной связи по ускорению в схеме 
однокаскадного сервомеханизма с релейным управлением (см. фиг. 
88 и 89). 

Уравнения движения его при обычных упрощающих допущениях 
запишутся в следующем виде: 

7»+^_ + Ф(.) ! і 

а = а\і -|- Ь\і + С|х. ) 

Нелинейная функция Ф (а) имеет вид релейной характеристики 
с петлей, изображенной на фиг. 96, ее математическое описание анало¬ 
гично данному на стр. 842. 

В отличие от рассмотренных ранее случаев сервомеханизм снабжен 
тремя стабилизирующими обратными связями, причем в силу нелинейной 
характеристики управляющего элемента не представляется возможным 
исключить одну из связей, заменив ее простым образом действием других 
связей. 

Объем главы не позволяет остановиться на анализе динамики таких 
систем. Однако на основе изложенной как здесь, так и в пре¬ 
дыдущей главе, методики выявление вида интегральных кривых и на¬ 
хождение критического соотношения параметров не могут вызвать 
затруднений. Поэтому остановимся лишь на физической стороне явлений, 
вызываемых введением обратной связи по ускорению. 

Особенность действия обратной связи по второй производной заклю¬ 
чается в уменьшении координатного запаздывания, обусловленного 
неоднозначной характеристикой реле. Как показывает анализ динамики 
такой системы, обратная связь по ускорению позволяет при определен¬ 
ной ее эффективности действия компенсировать неоднозначность релей¬ 
ной характеристики. Благодаря этому исчезает (теоретически) отрица¬ 
тельный эффект, вызываемый петлей характеристики, являющейся, как 
известно, основной причиной появления автоколебаний в сервомеханиз¬ 
мах такого типа. Этот результат достигается, если эффективность 
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обратной связи, характеризуемой коэфициентом с, выбрана из следующих 
условий: 

( 166 ) 

где а г — значение координаты входа реле при включении; 
о 0 — значение координаты входа реле при выключении. 

Однако введение обратной связи по ускорению влияет на замедление 
отработки входного сигнала. Поэтому ее эффективность следует вы¬ 
бирать с учетом ее влияния на переходный процесс сервомеханизма. 
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ГЛАВА XXXI 

УЛУЧШЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ ПРИ ПОМОЩИ 
НЕЛИНЕЙНЫХ СВЯЗЕЙ 

Одной из наиболее важных задач теории автоматического регули¬ 
рования является задача создания методики выбора схем и параметров 
систем автоматического регулирования, которые обеспечивали бы удо¬ 
влетворение требований к их динамическим свойствам наиболее простыми 
средствами и при максимальном использовании элементов системы. Ей 
посвящены труды советских ученых В. С. Кулебакина [1], В. В. Соло- 
довникова [2], [3], А. А. Фельдбаума [4], В. В. Петрова и Г. М. Ула¬ 
нова и др. Решение этой задачи проводилось в направлении исполь¬ 
зования элементов, обладающих линейными характеристиками, или 
элементов релейного типа. Как будет показано ниже, в ряде случаев 
использование элементов, обладающих нелинейными аналитическими ха¬ 
рактеристиками, позволяет простыми техническими средствами достиг¬ 
нуть существенного улучшения динамических свойств систем автомати¬ 
ческого регулирования и удовлетворить строгим требованиям к форме 
процесса регулирования. 

Применение нелинейных элементов особенно эффективно в случаях, 
когда имеют место относительно большие отклонения регулируемой 
величины от заданного значения. При этом, как правило, становятся 
существенными ограничения, накладываемые на значения пределов, в ко¬ 
торых могут или должны изменяться координаты системы и значения 
их производных, при малых отклонениях не учитывающиеся. 

Так, например, при регулировании подъемных машин ограничиваются 
три первые производные от управляемой величины (положения подъемной 
клети). Ограничения эти связаны с прочностью устройств, безопас¬ 
ностью движения и с физиологическим воздействием характера дви¬ 
жения на организм человека. Во многих случаях регулирования уровня 
жидкости наибольшая скорость изменения уровня ограничивается ма¬ 
ксимальной пропускной способностью отводящей и питающей линий, 
а скорость перемещения дросселирующих органов, ограниченная пре¬ 
дельной скоростью приводного двигателя, лимитирует значение второй 
производной от изменения уровня. В следящих системах скорость 
изменения положения выходного органа ограничивается предельной 
скоростью вращения рабочего двигателя, а ускорение — его предельным 
моментом вращения. 
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Создание систем с заданными динамическими свойствами связано с необ¬ 
ходимостью: выявления ограничений, определяющих возможности системы 
в отношении удовлетворения требований к ее динамическим свойствам; 
построения совокупности процессов при всех рабочих режимах системы, 
совместимых с найденными ограничениями и в наибольшей мере соответ¬ 
ствующих предъявляемым к ней требованиям 1 ; выбора схемы системы 
и определения формы характеристик преобразования сигналов, обеспе¬ 
чивающих наилучшее приближение процессов регулирования к найден¬ 
ной совокупности оптимальных процессов. 

Для выявления отклонений процессов регулирования от их опти¬ 
мальной формы, рассчитанной таким образом, динамические свойства 
системы должны быть подвергнуты теоретическому или эксперименталь¬ 
ному исследованию. 

Современное состояние теории автоматического регулирования еще 
не дает возможности ответить на все вопросы, возникающие при синтезе 
систем, а тем более систем, в которых используются нелинейные 
элементы, однако ряд принципиальных положений, относящихся к созда¬ 
нию систем автоматического регулирования с использованием нелинейных 
связей, уже сформулирован и оказался плодотворным при решении 
некоторых практических задач [5], [6]. Главные из этих положений 
излагаются ниже. 

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СОВОКУПНОСТИ ОПТИМАЛЬНЫХ 
ПРОЦЕССОВ РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В большинстве случаев от системы автоматического регулирования 
требуется, чтобы процесс регулирования завершался за минимальное 
время и не сопровождался перегрузками в каком-либо из элементов 
системы. В этих случаях минимальная осуществимая длительность про¬ 
цессов регулирования и их форма однозначно определяются параметрами 
неизменяемой части системы (включающей, как правило, объект и 
силовые преобразователи), а также теми ограничениями, накладываемыми 
на значения координат системы и на их производные, которые оказы¬ 
вают существенное влияние на ее рабочие свойства. 

а) Определение формы кратчайших процессов при наложении 
ограничений на значения производных регулируемой величины 

Пусть в рассматриваемой системе ограничено значение второй 
производной регулируемой величины. Определим форму процесса регу¬ 
лирования так, чтобы система перешла из начального равновесного 
состояния в заданное равновесное состояние за минимальное время при 
соблюдении ограничения, наложенного на вторую производную. 

Очевидно, что скорость изменения регулируемой величины будет 
нарастать тем быстрее, чем больше значение ускорения, и регулируемая 
величина х приблизится к ее заданному значению х 0 за минимальное 
время, если вторая производная будет поддерживаться на ее предельном 
значении. При этом первая производная — х будет нарастать линейно, 

1 Найденную таким образом совокупность процессов мы будем назы¬ 
вать совокупностью оптимальных процессов регулирования. 


843 



а х изменяться по параболе. Регулируемая величина достигла бы 

в этом случае значения х й за минимальное время. Однако, поскольку 
при постоянном значении ускорения скорость изменения х все время 
возрастает, то в момент достижения величиной х значения х 0 ско¬ 
рость изменения регулируемой величины будет максимальной, режим 
системы в этот момент будет неравновесным и значительное перерегу¬ 
лирование неизбежным. 

Для того чтобы в момент достижения регулируемой величиной 

заданного значения наступил равновесный режим, очевидно, необходимо 
начинать снижение скорости заранее с таким рас¬ 
четом, чтобы скорость изменения регулируемой ве¬ 
личины и ее отклонение от заданного значения 

обратились в нуль одновременно. 

Для этого в определенный мо¬ 
мент вторая производная должна 
изменить свой знак на обратный. 
Если положительное и отрица¬ 
тельное предельные значения вто¬ 
рой производной одинаковы, то 
периоды ускорения и замедления 
системы будут длиться одинако¬ 
вое время, изменения х за время 
ускорения и замедления будут 
одинаковыми, а следовательно, 
замедление должно начинаться в 
момент, когда регулируемая ве¬ 
личина пройдет половину своего 
пути до заданного значения. Та¬ 
кой процесс показан на фиг. 101. 

Если начальное или заданное состояние системы (или и то, и другое) 
будут неравновесными или если положительное и отрицательное предель¬ 
ные значения второй производной будут неодинаковыми по абсолютной 
величине, то длительности периодов ускорения и замедления системы 
будут неодинаковыми; однако во всех перечисленных случаях процесс 
будет состоять из двух интервалов, в течение каждого из которых вторая 
производная будет поддерживаться на одном из своих Предельных значений. 

Выясним теперь в общем виде, какова должна быть форма процесса регу¬ 
лирования, чтобы при наличии ограничений, наложенных на значения произ¬ 
водных от регулируемой величины, процесс регулирования завершался за мини¬ 
мальное время. 

Пусть в рассматриваемой динамической системе /-я производная от регули¬ 
руемой величины не должна или не может выходить за заданные пределы 

%<У<% (167) 

Изменение регулируемой величины х за время от начала рассматриваемого 
процесса до момента времени і может быть выражено через закон изменения 
(О 

/-й производной х (0 в виде 



Фиг. 101. Оптимальная форма процесса 
в системе, где ограничено значение 
второй производной от регулируемой 
величины. 



х н + 


(/) 


... +| лг'(0 а* 

0 


йі } Л. 


(168) 


844 


Здесь индексом я обозначены начальные значения соответствующих 
величин. 

Приращение изменения /-й производной от управляемой величины за 
время в течение которого /-ю производную можно считать неизменной и 

(О 

равной х , можно найти из уравнения (168): 


(7 + 1) 

(7) Х н М 

Ьх = -77— 


(7+2) 


+ • 


2! 


+ . . . + 


хЫѴ-Я 

(*—/)•’ 


(169) 


Можно показать, что х изменится на определенную величину за наиболее 
короткое время в случае, если в течение этого времени будет поддерживаться 

(О 

предельно допустимое значение ограниченной производной х к . 

При таком процессе величина х достигает заданного значения за мини¬ 
мальное время, но значения ее производных в общем случае отличаются от 
заданных конечных их значений. 

Для того чтобы не только регулируемая величина, но и все ее производные 
до і —1-й в момент окончания процесса достигли заданных значений, необхо¬ 
димо чтобы /-я производная не оставалась постоянной, а изменялась опреде¬ 
ленным образом. 

Если процесс разбить на несколько интервалов и в течение каждого из этих 
интервалов поддерживать значение /-й производной поочередно на каждом из 
двух ее предельных значений, то за каждый такой интервал регулируемая 
величина и ее производные изменятся на величину, определяемую выражением 
(169). Суммарное приращение х и ее производных определится при этом 
суммой их приращений за каждый интервал. 

Поскольку переход системы из начального состояния в заданное должен 
совершаться так, чтобы удовлетворялось і условий, характеризующих разницу 
между начальными и конечными значениями управляемой величины и і —1 ее 
производных, то удовлетворение этих условий может быть достигнуто выбором 
длительности і интервалов процесса. Следовательно, число интервалов должно 
быть равно порядку ограниченной производной. 

Длительность каждого из интервалов процесса может быть определена из 
системы і уравнений, вытекающих из выражения (169) вида 
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(170) 
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Здесь известными величинами являются значения управляемой величины и 
ее производных в начале и в конце процесса, а неизвестными — длительности 
интервалов і иК . Число уравнений в этом случае будет равно числу неизвест¬ 
ных, что свидетельствует о принципиальной возможности определить одно¬ 
значно искомые интервалы. 

Если таким образом определен оптимальный закон изменения /-й произ¬ 
водной, то законы изменения младших производных и самой управляемой вели¬ 
чины легко находятся для каждого интервала процесса на основании выра¬ 
жения (169). 
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В частности, если начальные значения производных управляемой величины 
равны нулю, то, принимая за начало отсчета х ее начальное значение, из вы- 
а ражения (169) найдем, что упра¬ 



вляемая величина при неизмен¬ 
ном значении ограниченной 
производной изменяется по за¬ 
кону 

(Т) і 

х-Ц—А#, (171) 


а ее і - я производная — по за 
кону 


(Л х((‘~Л 


Фиг. 102. Оптимальный процесс в системе при При этом, в случае, когда 

ограниченности (по модулю) четвертой произ- /-я производная ограничена по 
водной от управляемой величины. I (01 I (0 I 

модулю, I х I < I х к I . то при 
1 = 2 оптимальный процесс состоит из двух одинаковых интервалов, длитель¬ 
ность каждого из которых равна 



При ограниченности по мо¬ 
дулю третьей производной от 
управляемой • величины опти¬ 
мальный процесс будет состоять 
из трех интервалов і иЪ і и2 и і и %, 
длительности которых равны 
соответственно 



Г 6л: 
42=^]/ 16лг ж 


Аналогично строятся опти¬ 
мальные процессы и в тех слу¬ 
чаях, когда ограничены значе¬ 
ния более высокой или несколь¬ 
ких производных от регулируе¬ 
мой величины. При этом также 
следует исходить из условия, 
что в каждый момент времени 
одна из ограниченных произ¬ 
водных поддерживается на пре¬ 
дельном уровне. 

Оптимальный процесс при 
ограничении значений четвер¬ 
той производной показан на 
фиг. 102. 

При достаточно больших 
начальных отклонениях, при 
которых становятся существен¬ 
ными ограничения нескольких 
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Фиг. 103. Оптимальный процесс перехода в си¬ 
стеме при ограничении первой, второй и третьей 
производных от управляемой величины. 



(до /-й) производных, число интервалов, на которые разбивается процесс, опре¬ 
деляется по формуле 

п = 2 1 — 1. (173) 

Пример процесса оптимальной формы для системы, в которой ограничены 
по абсолютному значению первые три производные от управляемой величины, 
показан на фиг. 103. 

б) Определение формы процесса, обеспечивающего наибольшее 
быстродействие и совместимого с ограничением значений 
координат системы автоматического регулирования 

Значения координат, определяющих состояние системы автомати¬ 
ческого регулирования, всегда ограничены. Эти ограничения опреде¬ 
ляются механической, электрической или термической прочностью 
элементов системы, наличием упоров, условиями безопасности работы, 
насыщением материалов и т. п. По этим причинам для заданной системы 
оказывается ограниченным и время протекания процесса регулирования. 
Например, время изменения температуры среды от начальной до заданной 
ограничено снизу из-за ограниченности температуры теплоносителя. 

В связи с этим представляет интерес определение предельного бы¬ 
стродействия систем с ограниченными значениями координат и методов 
построения систем регулирования, быстродействие которых близко 
к предельному. 

Выясним, каковы должны быть формы процессов регулирования, 
чтобы при наличии ограничений, наложенных на значение какой-либо 
координаты системы, процесс регулирования завершался за минимальное 
время. 

Пусть какая-либо из координат заданной части системы 1 автоматиче¬ 
ского регулирования не может или не должна выходить за определенные 
пределы 

х п ^ х і ^ ( 1 ^ 4 ) 

Для того чтобы регулируемая величина как можно быстрее прибли¬ 
жалась к заданному значению, координата х ь должна как можно больше 
отличаться от ее равновесного значения, а следовательно, должна под¬ 
держиваться на предельном уровне. 

При этом значения регулируемой величины и каждой ее производ¬ 
ной будут определяться начальным состоянием системы и временем, 
протекшим от начала процесса до рассматриваемого момента /: 

х ~/о [х^ х н \ х н \ ... ; і)\ 

х ’ ==, 1\ (■*'«> Х н* х н> • • • > 0 » ( 175 ) 


_ *=Л/) ( х н ; Х н ; х н ; і). 

1 Состоящий из элементов, движение которых описывается уравнениями 
1-го порядка. 
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Если ограниченная координата все время будет поддерживаться на 
неизменном значении, то в момент, когда регулируемая величина достиг¬ 
нет заданного значения, ее производные в общем случае будут отли¬ 
чаться от заданных, и требуемый режим в системе не будет достигнут. 
Для того чтобы в момент окончания процесса в системе наступил режим, 
соответствующий заданному, необходимо, очевидно, определенным обра¬ 
зом изменять значение ограниченной координаты. 

Разобьем процесс на интервалы, І и1 , і иЪ подобно тому как мы это делали 
в случае ограничений, наложенных на производные, и будем в течение 
каждого интервала поддерживать ограниченную координату на неизмен¬ 
ном значении, но изменять ее величину при переходе от каждого пре¬ 
дыдущего интервала к последующему, т. е. поддерживать ее поочередно 
на каждом из ее предельных значений. 

Обозначим через п порядок уравнения, связывающего регулируемую 
величину и ее производные со значением ограниченной координаты. 
Начальное и заданное состояния системы будут, очевидно, определяться 
значением регулируемой величины и п — 1 ее производных 1 . Тогда 
система уравнений, получаемых из формулы (175) путем приравнивания 
величины х и ее производных их заданным значениям х р ,х р ... 9 будет со¬ 
держать п условий, выполнение которых необходимо для перехода 
системы регулирования из начального состояния в заданное. Эти условия 
имеют вид: 


/о ( Х н> Х Ю Х Н^ • • • 

у ^/2> • 

Ч^ 

II 


/ 1 ( х ю Х Н > Х Н> * • • 

у • 

ч 3 

II 

(176) 

/п — 1 ( Х Н> Х Н’ > Х ю * 

■ • 4і> • 

V-✓ 

II 



Для удовлетворения п условий требуется, очевидно, располагать сво¬ 
бодой выбора по крайней мере п аргументов, которыми могут являться 
длительности интервалов і иѴ і и2 , і и 3 .. . 

Следовательно, минимальное число интервалов процесса, достаточ¬ 
ное для удовлетворения условий перехода системы из начального состоя¬ 
ния в заданное, равно п , т. е. порядку уравнения, описывающего дви¬ 
жение части системы, заключенной между ограниченной координатой 
и регулируемой величиной, считая по направлению прохождения сигналов 
через систему. 

Длительности интервалов процесса определяются значениями корней 
системы уравнений (176), в которых значения регулируемой величины 
и ее производных в конце процесса полагаются равными заданным. Таким 
образом, система перейдет в заданное состояние за минимальное время 
при выполнении следующих необходимых и достаточных условий, опре¬ 
деляющих форму кратчайшего процесса регулирования: 

1) процесс должен состоять из интервалов, число которых равно 
порядку уравнения, описывающего движение части системы, заключен¬ 
ной между ограниченной координатой и регулируемой величиной, считая 
по направлению прохождения сигналов через систему; 

1 Поскольку значения координат, предшествующих Х [, не ограничены, можно 
считать, что изменение Х[ может осуществляться как угодно близко к скачко¬ 
образному. 
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2) ограниченная координата на каждом из этих интервалов должна 
поддерживаться поочередно на каждом из ее предельных значений; 

3) длительности интервалов процесса должны соответствовать значе¬ 
ниям корней системы уравнений, связывающих изменение регулируемой 
величины и п — 1 ее производных с длительностями интервалов процесса. 



\ Х і\ < | * 2 к\ 



б) 



Фиг. 104. Принципиальная схема ( а ), структурная 
схема (б) и оптимальный процесс регулирования (в) 
в следящей системе. 

На фиг. 104, а показана принципиальная схема, на фиг. 104, б — струк¬ 
турная схема, а на фиг. 104, в — оптимальная форма процесса регулиро¬ 
вания для следящей системы в случае линейно изменяющегося во времени 
заданного значения регулируемой величины при ограниченном напряже¬ 
нии на обмотке возбуждения электромашинного усилителя Г. 

Если, в частности, ограниченная координата отделена от регулируе¬ 
мой величны і интегрирующими звеньями, то ограничение координаты х і 
эквивалентно ограничению і - й производной и формы оптимальных про¬ 
цессов могут определяться методом, изложенным выше в п. а. 
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в) Изображение совокупности оптимальных процессов 
на фазовой плоскости 

Наглядное представление о всей совокупности оптимальных процес¬ 
сов при различных начальных состояниях системы может дать их изо¬ 
бражение на фазовой плоскости или в фазовом пространстве. 

Поскольку ограничения, наложенные на значения производных 
или координат системы, однозначно определяют форму оптимального 
процесса перехода системы из одного (начального) состояния в другое 
(заданное) состояние, то изложенными выше методами всегда может 
быть определен оптимальный закон изменения во времени регулируемой 
величины, а следовательно, и ее производной: 

х = 1опт(*У> 

Х=У=/опт (О- 

Исключая из этих зависимостей время, находим зависимость 

У = %пт (*)• 


представляющую уравнение траектории оптимального процесса на пло¬ 
скости х, у. Иногда оказывается более удобным представлять движение 
системы при помощи других величин: первой и второй производных 
регулируемой величины, значений двух координат сисіемы и т. п. 
В таких случаях по осям фазовой плоскости откладываются значения 
этих величин и время исключается из законов оптимального изменения 
этих величин. 

В тех случаях, когда состояние системы определяется более чем 
двумя переменными, фазовые траектории являются кривыми в простран¬ 
стве с числом измерений, равным числу величин, определяющих состоя¬ 
ние системы. 

Рассмотрим в качестве примера совокупность оптимальных процессов 
для системы, в которой значение второй производной ограничено пре¬ 
делами 

Х к1 ^ х ^ Х к2> 

а значение первой производной — пределами 

Х к1 ^ х ^ х к2' 

Разница в абсолютных значениях пределов изменения ограниченных 
величин может возникнуть, например, из-за влияния нагрузки.. 

Согласно изложенному в п. а ограничение второй производной при¬ 
водит к тому, что участки фазовых траекторий, соответствующих каж¬ 
дому этапу движения системы, имеют вид парабол втоі ой степени. Если 
нагрузка системы создается сухим трением, то прелельное значение 
ускорения будет зависеть от того, увеличивается или уменьшается по 
абсолютной величине скорость изменения выходной величины системы. 

. о 

Полагая в уравнениях (171) и (172) і = 2; у = 1; у = х; х у=0 = х 
и исключая из этих уравнений время, найдем, что увеличению абсолют- 
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ного значения скорости будут соответствовать участки фазовых траек¬ 
торий вида 

У = — $&п х ^2х к2 (х — л:) $&п х, (177) 

а уменьшение абсолютного значения скорости 

у — + х у^2х кл з^п х {х — х) з&п х . (1^8) 

Здесь множители з^п х введены для учета изменения знака сил тре¬ 
ния при изменении знака скорости х = у. 



Зависимости (177) и (178) представляют семейство парабол, отли¬ 
чающихся значением дг, зависящим от начального состояния системы; 
По этим траекториям движется изображающая точка в течение первого 
этапа оптимального процесса. 

Форма второго этапа оптимального процесса — приближения к задан¬ 
ному состоянию системы — не зависит от начальных условий. Уравнение 
фазовой траектории этого этапа движения системы получается анало¬ 
гично предыдущему и имеет в данном случае вид 

у = — &%пхѴ2х к2 \х\. (179) 

Ограничение скорости движения системы выделяет на плоскости х, у 
полосу — х к1 < у < х к2 . 

Диаграмма совокупности оптимальных процессов для системы, огра¬ 
ниченной по скорости и по ускорению, показана на фиг. 105. 

2. ОСУЩЕСТВЛЕНИЕ ПРОЦЕССОВ ОПТИМАЛЬНОЙ ФОРМЫ 
ПРИ ПОМОЩИ НЕЛИНЕЙНЫХ СВЯЗЕЙ 

Из изложенного выше следует, что, во-первых, каждому начальному 
и конечному состоянию системы соответствует определенная форма про¬ 
цесса регулирования, которая при наложенных на систему ограничениях 
обеспечивает минимальную длительность процесса регулирования, 
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и, во-вторых, форма оптимального процесса в общем случае может 
существенно отличаться от формы процессов, возможных в линейных 
динамических системах. 

Эти обстоятельства указывают на целесообразность применения при 
синтезе быстродействующих систем нелинейных элементов с определен¬ 
ными характеристиками. Здесь излагается методика определения формы 
характеристик нелинейных элементов, обусловливающих протекание про¬ 
цессов регулирования по законам, близким к оптимальным. 

Для того чтобы процессы регулирования в заданной системе про¬ 
текали по законам , близким к оптимальным , построим систему 
таким образом , чтобы воздействие на ее вход осуществлялось только 
тогда , когда процесс отклоняется от его оптимальной формы , и чтобы 
зто воздействие стремилось приблизить процесс к оптимальному . 

Осуществление этой идеи, очевидно, связано с необходимостью фор¬ 
мирования сигнала, который характеризовал бы отклонение процесса от 
оптимального при всех возможных начальных и заданных состояниях 
системы. Воспользуемся для этой цели следующим приемом. 

Пусть состояние системы однозначно и определяется значением каких- 
либо ее координат, например координат х г и х 2 . Во всех случаях, когда 
при оптимальном протекании процесса регулирования функции х г — (/) 

и х 2 = Р 2 (0> являются монотонными и в ряде других случаев из них 
может быть исключено время и таким образом найдена однозначная 
связь между х г и х 2 , имеющая место при оптимальном протекании про¬ 
цесса регулирования: 

х 1 = (р(х 2 ) или лг 2 = ср“ 1 (лг 1 ). (180) 

Поскольку установившиеся значения этих координат определяются 
заданным состоянием системы, зависимость (180), связывающая их зна¬ 
чения, приобретает обратную силу в том смысле, что при соблюдении 
ее процесс регулирования протекает оптимально. 

Будем теперь производить измерение текущих значений координат 
х х и х 2 и подавать их на вход функциональных преобразователей, по¬ 
добранных так, чтобы при выполнении зависимости (180) выходные 
сигналы этих преобразователей х с1 и х с1 были равны друг другу. Оче¬ 
видно, что при оптимальной форме процесса регулирования разность 
этих сигналов будет равна нулю, а при отклонении процессов от опти¬ 
мальной формы разность выходных сигналов преобразователей по знаку 
и величине будет характеризовать величину и знак отклонения процесса 
от оптимального. 

Найдем теперь форму характеристик функциональных преобразова¬ 
телей, при которых их выходные сигналы будут равны друг другу, 
если процесс регулирования сохраняет оптимальную форму. 

Пусть эти преобразователи реализуют соотношения 

а ^г = ?2( Х 2>- ( 181 ) 

Условие равенства выходных сигналов преобразователей требует, 
очевидно, выполнения условия 

< Рі(*і) = <Р2 (*2>- 
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Это условие будет выполняться в любой момент процесса при опти¬ 
мальном его протекании в том случае, если аргумент одной из функций 
в выражении (182) соответствует его значению в выражении (180), 
определяющем оптимальное протекание процесса регулирования. Под¬ 
ставляя значения х г и х 2 из равенств (180) в равенство (182), находим 


<?2 (* 2 ) = ?1 [? (*«)] 

(183) 

?1 (* 1 ) = 'Р2І?“ 1 (*і)]- 

(184) 


Поэтому, если задана характеристика одного из функциональных 
преобразователей (например, функция с^), то характеристика второго 
преобразователя может быть найдена из выражения (183). Если задана 
характеристика другого преобразователя (функция ср 2 ), то характеристика 
первого определяется из выражения (184)*. 

Таким образом, разность выходных сигналов преобразователей, если 
их характеристики удовлетворяют условию (183) или (184) по знаку 
и величине, определяет отклонение процесса регулирования от его опти¬ 
мальной формы. Очевидно, что если эта разность, усиленная в каком- 
либо усилителе, будет воздействовать на вход системы в направлении 
уменьшения отклонения процесса от оптимального, то при достаточно 
высоком значении коэфициента усиления системы процессы в ней могут 
быть достаточно близкими к оптимальным. Задача об уменьшении неиз¬ 
бежных отклонений процесса от оптимального решается общими мето¬ 
дами теории автоматического регулирования путем использования обыч¬ 
ных средств стабилизации замкнутых динамических систем. 

В качестве сигналов, используемых для формирования управляющего 
воздействия, следует выбирать такие, которые однозначно определяют 
состояние системы и при оптимальном протекании процесса регулирова¬ 
ния изменяются во времени монотонно, т. е. либо только нарастают, 
либо только убывают. Одним из этих сигналов должен быть сигнал, 
зависящий от значения регулируемой величины (или ее отклонения от 
заданного значения). Другим сигналом может быть выбран сигнал, зави¬ 
сящий от производной регулируемой величины, или одна из координат 
системы. Обычно бывает трудно подобрать второй сигнал, удов¬ 
летворяющий условию монотонности его изменения в течение всего про¬ 
цесса регулирования, однако в ряде случаев можно ограничиться выпол¬ 
нением этого условия в течение части процесса — периода приближения 
регулируемой величины к заданному значению. При этом начальная часть 
процесса получается близкой к оптимальной благодаря естественным 
или искусственно вводимым в систему ограничителям, препятствующим 
превышению ограничиваемыми величинами предельных значений. 

На фиг. 106 показан пример структуры системы автоматического 
регулирования, в которой управляющее воздействие формируется сигна- 


* Свободу в выборе характеристики одного из преобразователей можно 
использовать для обеспечения требуемой статической точности системы, облег¬ 
чения подбора параметров, обеспечивающих удовлетворение условий устойчи¬ 
вости системы, и т. п. 
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лами отклонения регулируемой величины от заданного значения и ско¬ 
рости изменения регулируемой величины. 

Пусть, например, быстродействие этой системы ограничено предель¬ 
ными значениями первой и второй производных регулируемой величины. 
Тогда совокупность оптимальных процессов регулирования при всех 
возможных начальных и заданных состояниях системы определяется 
диаграммой, показанной на фиг. 105. 

Найдем характеристики связей по отклонению и по скорости, обес¬ 
печивающие переход системы на режим замедления и приближение 

системы к заданному состоя¬ 
нию в соответствии с диаграм¬ 
мой совокупности оптимальных 
процессов. 

Согласно формуле (179) за¬ 
висимость между координатами 
е и о) при оптимальном про¬ 
цессе замедления имеет вид 

0) = ? -1 (г) = 

= —$%пе\ Г 2е к2 \г\. (185) 

Если задаться линейной ха¬ 
рактеристикой связи по откло¬ 
нению 

= ?! (е) = к х г, (186) 

то характеристика связи по скорости согласно уравнению (183) должна 
соответствовать выражению 

Х С 0І — ?2 (<*>) = СГ 2 [?((*))] =-^-0) 2 8&П0>= — &2<*> 2 5&П 0). (187) 

к2 

Если же -задаться линейной характеристикой связи по скорости 

х соі = к 2 (й, (188) 

то характеристика связи по отклонению согласно формуле (184) должна 
будет удовлетворять зависимости 

Хее =?і(е) — ?2 І?"" 1 ^)] ——к 2 з&п е|/* 2е к2 |е| = —к х з&п е \Г\ в |. (189) 

Вообще если ограничена /-я производная от регулируемой величины, 
а управляющее воздействие создается сигналом отклонения и его пер¬ 
вой производной, то согласно (180) функции ? и ср"" 1 определяются 
из выражений (171) и (172): 

_ і__ __і_ 

х = у(х)=А 0 А 1 1 ^ 1 х 1 ~ х (190) 


і = ср 1 (л) = А й 1 А х х ' . 



Фиг. 106. Структурная схема системы, упра¬ 
вляемой по отклонению и первой произ¬ 
водной регулируемой величины. 
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(191) 



Тогда, если задана характеристика одной связи ср 2 (л;), то характе¬ 
ристика другой ср 2 (лг) может быть найдена согласно условиям (183) 
и (190) из выражения 

= —?і [? (*)] =с Рі^о л і 1 ~ 1 х 1 " 1 )- (192) 

3. ДИНАМИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА СИСТЕМ С НЕЛИНЕЙНЫМИ 
ЭЛЕМЕНТАМИ, ИМЕЮЩИМИ ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Из изложенного выше следует, что в целях осуществления процес¬ 
сов регулирования, близких к оптимальным, при ограниченности произ¬ 
водных от регулируемой величины характеристики элементов, осуще¬ 
ствляющих воздействие на систему в зависимости от отклонения и его 
производной, должны быть надлежащим образом согласованы. 

Если в системе ограничено значение второй или первой и второй 
производных от регулируемой величины, то, как следует из равен¬ 
ства (192), процессы в системе будут близки к оптимальной форме, 
если характеристики этих элементов имеют форму парабол, степени 
которых отличаются в 2 раза. Рассмотрим наиболее важные для практики 
случаи, когда управляющий сигнал состоит из двух составляющих: 1) одна 
из составляющих пропорциональна первой степени отклонения, а дру¬ 
гая— квадрату скорости изменения регулируемой величины и 2) одна 
из составляющих пропорциональна первой степени скорости, а дру¬ 
гая— корню квадратному от отклонения. Выясним, насколько будут 
отличаться процессы в таких системах от оптимальных при конечных 
значениях коэфициентов усиления всех элементов системы. 

а) Система, в которой одна из составляющих сигнала управления 
пропорциональна квадрату скорости изменения регулируемой 

величины 

Пусть структурная схема системы имеет вид, показанный на фиг. 106, 
причем к = к 3 ; К(р) = к р \ ] {р) = ] , р* і а характеристики преобразо¬ 
вания сигналов отклонения и скорости соответствуют выражениям (186) 
и (187). Тогда уравнение движения системы будет иметь вид 

ё + т(®) 2 ^п®+-Т е = 0 (193) 

или с учетом сухого трения в системе М н з 

е +-у (®) 2 5гпе + -^е = у* з^пе, (194) 

где 

п ЬрЬ 2 . г ^3 

а — ~кГ’ Т 7 "- 

Исследуем фазовый портрет этой системы. 

Заменяя в уравнении (194) е на а) и исключая из полученного 
уравнения время, найдем 

йГо> | Г 9 , аг Ми / 1 ЛСГЧ 

© "Ь 0)2 8 ?п «о ® = -^г 8 &п «о. (195) 
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В пределах о > 0 (или а) < 0) уравнение (195) приводится к урав¬ 
нению Бернулли, в результате решения которого (см., например, [5]) 
находим следующие уравнения фазовых траекторий: 

для а) > 0 _ 

0> = + У - ее - + (<оЗ - -у + ае 0 + / (ео " е) ; (196) 

для о) < 0 _ 

(0= — ^ +а а- 2 ^ + (^-~-аг 0 + 2 ^)е г{ ^ ) , (197) 

где е 0 и о> 0 — начальные значения е и о. 



На фиг. 107 и 108, приведены фазовые траектории, вычисленные при 
помощи выражений (196) и (197) для случая а— 2, г=10, для раз¬ 
личных значений момента сухого трения (фиг. 107) и без трения (фиг. 108). 

Ширина отрезка равновесия, вызываемого сухим трением, согласно 
уравнению (194) определяется неравенством 


м< 


Шн 

аг] г 


(198) 


На фиг. 107 через йй' обозначен отрезок равновесия при ^=1, 
а = 2, г — 10. 

Из фиг. 107 и 108 видно, что все изображающие точки с ростом і 
приближаются к изоклине с нулевым наклоном, а затем устремляются 
к точке равновесия (е = а) = 0) или к отрезку равновесия. Траектория 
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движения изображающей точки при этом будет тем ближе к изоклине 
с нулевым наклоном, чем больше г. 

Из сопоставления уравнения (195) со (185) видно, что изоклина 
с нулевым наклоном совпадает с фазовой траекторией оптимального 
процесса замедления системы. Расчеты показывают, что уже приг=10 



зователем сигнала воздействия по скорости для а = 2, г = 10. 

процесс замедления мало отличается от оптимального. В пределе при 
г — со процесс в точности соответствовал бы оптимальному, если бы 
при этом движение системы не перестало удовлетворительно описы¬ 
ваться уравнением (193) или (194) из-за влияния малых параметров. 

б) Система, в которой одна из составляющих сигнала управления 
пропорциональна квадратному корню из отклонения 

Зададимся линейным воздействием по скорости х С(Л = к 2 и>, тогда 
характеристика воздействия по отклонению должна иметь вид, соответ¬ 
ствующий выражению (189). 

Уравнение движения системы в этом случае примет вид 

+ ш +*іМя]/|7|' 8& пе = 0 ) (199) 


где ю = е. 







Заменим переменные 



тогда уравнение (199) сводится к уравнению 

У-% + У + 8 ё пх ѴТх\=°- ( 201 ) 

не содержащему параметров системы. 

На фиг. 109 приведено семейство фазовых траекторий, построенных 
путем численного интегрирования уравнения (201) и полученная при 
этом зависимость заброса (перерегулирования) от величины начального 
отклонения. Поскольку уравнение (201) не содержит параметров си¬ 
стемы, полученный фазовый портрет характеризует динамические свой¬ 
ства любой системы с параболическим преобразователем сигнала 
отклонения. Переход от этого общего фазового портрета к фазовому 
портрету каждой конкретной системы достигается путем пересчета 
масштабов координатных осей плоскости х, у посредством соотноше¬ 
ний (200) на основании известных параметров системы, входящих в эти 
соотношения. 

Из сопоставления фиг. 108 и 109 видно, что фазовые портреты обеих 
рассмотренных систем в значительной степени сходны, а следовательно, 
сходны и динамические свойства этих систем. 

в) Оценка максимальных значений отклонений 

Максимальные значения отклонений регулируемой величины от задан¬ 
ного значения, имеющие место в процессе регулирования, как всегда, 
определяются условием ^( 5 тах ) = 0. Для систем с параболическим 
преобразователем сигнала скорости, как видно из выражений (199) 
и (197), уравнения для определения е тах получаются трансцендентными 
и поэтому не могут быть решены аналитически. 

На фиг. ПО приведен график функции 

р(ге) = 1п (1 -| -гг) — гг, (202) 

при помощи которого для системы с любыми значениями параметров 
может быть определено значение каждой последующей амплитуды от¬ 
клонения по известной предыдущей амплитуде. Таким образом, для 
каждого начального значения отклонения могут быть определены все 
амплитуды отклонений, в том числе и наиболее важная — первая ампли¬ 
туда, характеризующая максимальное перерегулирование. 

Кроме того, во всех случаях, когда о) 0 = 0, как видно из фиг. 110, 

I ГЩ+\\ < 1, 

откуда 

|е, + і|<1. (203) 
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Неравенство (203) свидетельствует о том, что в рассматриваемых 
системах перерегулирование не превышает значения при любых на¬ 
чальных отклонениях. Из этого неравенства легко определить параметры 
системы, обеспечивающие заброс, не превышающий допустимый. 
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Фиг. ПО. График функции р (ге) для определения максимальных 
отклонений системы от равновесного положения. 


Как видно из фиг. 109, в системах с параболическим преобразова¬ 
телем управляющего сигнала, зависящего от отклонения, предельное 
значение заброса не превышает значения х пр = 0,54. 

Тогда согласно формуле (200) 

е -=°' 54 ( / Іг)’- (204> 

Выражение (204) может быть использовано для определения пара¬ 
метров системы, обеспечивающих значение перерегулирования, не пре¬ 
вышающее допустимого. 

г) Влияние ограниченности ускорения в период разгона 
и ограниченности скорости системы на ее динамические свойства 

Выше мы рассматривали процессы в системах с нелинейными кор¬ 
ректирующими элементами, абстрагируясь от ограничений ускорения 
в период разгона системы и от ограниченности ее скорости. Поэтому 
изложенное выше справедливо лишь для периодов замедления системы. 
Выясним теперь поведение системы с учетом указанных ограничений. 

Если в результате насыщения усилителя, вследствие особенностей 
характеристик двигателя или в результате действия соответствующих 
ограничителей ускорение системы не может превысить значения е к , то, 
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начиная с некоторого значения сигнала х к , подаваемого на вход усили¬ 
теля, и для всех его значений, больших х к , ускорение системы будет 
равно г к . Поэтому, пока х>х к , разгон системы совершается с постоян¬ 
ным ускорением. При этом, как показано на фиг. 111 , а, скорость 
системы будет нарастать по линейному закону, а отклонение убывать 


х — х г — Хоу будут при этом изме- 


по параболе. Сигналы лг е , х ш и 
няться так, как это показано на 
фиг. 111, бив. 

В момент і к сигнал на входе 
усилителя снизится до значения х к , 
и дальнейшее уменьшение этого 
сигнала будет вызывать уменьше¬ 
ние ускорения системы. Очевидно, 
что после момента і к ограничение 
ускорения при разгоне не будет 
влиять на процесс, сигнал на входе 
усилителя не будет выходить за 
пределы х к и движение системы 
будет происходить в соответствии 
с законами, установленными в 
пп. а — в. 

На фазовой плоскости е, а) 
процессу разгона системы со¬ 
ответствует параболическая траек¬ 
тория, начинающаяся в точке е 0 
(кривая 1 — 1 на фиг. 112). 

В каждой точке фазовой пло¬ 
скости определенному значению 
ускорения системы соответствует 
определенный наклон фазовой 
траектории. Поскольку сигнал на 
входе усилителя, а значит и 
ускорение системы, не могут 
измениться скачком, наклон фа¬ 
зовых траекторий, соответствую¬ 
щих режимам разгона и замедления системы в точке К , изображаю¬ 
щей состояние системы в момент і к , должен быть одинаковым. Сле¬ 
довательно, переход системы на новый режим может совершиться лишь 
в точке касания фазовых траекторий, соответствующих режимам раз¬ 
гона (/—/) и замедления (2 — 2) системы. Таким образом, движение 
системы в период замедления будет изображаться той единственной 
траекторией из числа найденных выше (фиг. 108 или 109), которая имеет 
общую касательную в точке К с траекторией процесса разгона. 

Рассмотрим теперь случай, когда начальное отклонение настолько 
велико, что скорость системы успевает достигнуть предельного значе¬ 
ния до того, как начинается замедление. 

Когда скорость системы приблизится к предельному значению со Л , 
ее ускорение должно будет снизиться до нуля, после чего отклонение 
будет убывать с практически постоянной скоростью. Этому будет 
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Фиг. 111. Изменение координат системы 
в течение периодов разгона и замед¬ 
ления. 



соответствовать на фазовой плоскости (фиг. 112) переход с участка Г —/' 
на горизонтальный участок 2'—2'. Движение системы с предельной 
скоростью будет происходить до тех пор, пока сигнал на входе уси¬ 
лителя не изменит знака, что произойдет в момент 1 к , когда фазовая 
траектория 2' — 2' пересечет траекторию оптимального процесса замед- 



Фиг. 112. Изображение на фазовой плоскости 
движения системы и пеоиоды разгона, движения 
с установившейся скоростью и замедления. 


ления (точка К'). Дальнейшее движение системы будет, очевидно, про¬ 
исходить по той траектории 3 ' — 3' из числа изображенных на фиг. 108 
или 109, которая пересекает траекторию оптимального процесса замед¬ 
ления в точке К\ а следовательно, имеет общую (горизонтальную) 
касательную с траекторией 2'— 2' в этой точке. 


4. ПРИМЕРЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ СВЯЗЕЙ 

а) Улучшение динамических свойств быстродействующих 
автоматических компенсаторов 

Рассмотрим пример использования нелинейных связей для улучшения 
динамических свойств автоматического компенсатора, измерительная 
система которого приводится в движение двухфазным асинхронным 
короткозамкнутым двигателем. 

На фиг. 11 За показана принципиальная, а на фиг. 1136 — структурная 
схема рассматриваемой системы. 

Максимальный момент, развиваемый двигателем, равен М к = 120 гем. 

Максимальная скорость вращения ротора двигателя при нагрузке, 
определяемой трением в системе, составляет п к =\ЪЬ0 об/мин. 

При выбранных длине шкалы прибора и передаточном отношении 
от двигателя к каретке измерительной системы предельные момент 
и скорость вращения привода определяют следующие предельные зна¬ 
чения скорости и ускорения измерительной системы: лг^ = 630 мміеек , 
** = 5250 мм/сек 2 . 
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Совокупность оптимальных процессов компенсации, поскольку в 
данной системе ограничены значения первой и второй производных от 
регулируемой величины, будет иметь вид, изображенный на фиг. 105. 

На основании положений, изложенных выше, выберем в качестве 
сигналов управления сигнал х со , зависящий от отклонения измеритель¬ 
ной системы от положения, при котором измерительная схема оказы¬ 
вается уравновешенной, и сигнал х с и зависящий от скорости переме¬ 
щения измерительной системы. 

Если не вводить функционального преобразователя в цепь сигнала 
отклонения, то он будет прямо пропорционален величине отклонения; 

х с0 = <?і (х) = к 1 х. 

Коэфициент к х в данном случае определяется параметрами изме¬ 
рительной схемы. Он равен ^ = 0,01 мв/мм. 

Согласно уравнению (170) и (171) находим 

х(I) = --1 2 = 2625/ 2 мм; 
х(і) — х к і = Ь2Ь0і мм)сек, 


откуда Л 0 = 2625 мм!сек 2 у Л 1 = 5250 мм/сек 2 . 

Требуемая форма характеристики преобразования сигнала скорости 
определяется из формулы (183) 

х с1 = <р,(іѴГ ^ X 7=г ) = к х А 0 А~ 2 х 2 = 1 • ІО -6 * 2 мв. 

Для обеспечения однотипности процессов при компенсации отклоне¬ 
ний разных знаков функции х с і (*) превращается из четной в нечет¬ 
ную введением сомножителя $^пдг. 

Таким образом, окончательная форма характеристики преобразова¬ 
ния сигнала скорости принимает вид 

х с1 = 1 • 10“ 6 х 2 $&п х мв. 

Эта характеристика приведена на фиг. 114. Там же показана схема 
электрической цепи, с помощью которой осуществляется такое преоб¬ 
разование сигнала. 

На фиг. 115, а и б' показаны осциллограммы процессов компенсации, 
достигнутые в автоматическом компенсаторе с нелинейной скоростной 
связью. Для сопоставления на фиг. 115, виг приведены осциллограммы 
процессов в том же компенсаторе при оптимальном линейном воздей¬ 
ствии по скорости. 
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Фиг. 115. Осциллограммы положения измерительной системы (/) и тока ( 2 ) в управляемой фазе двигателя 

компенсатора: 

а % б — с квадратической скоростной связью; в* г — с линейной скоростной связью. 







б) Форсированное управление напряжением генератора 

Рассмотрим задачу создания форсированной системы управления 
напряжением генератора, быстродействие которой ограничено предель¬ 
ным значением напряжения, подводимого к обмотке возбуждения возбу¬ 
дителя. Принципиальная и структурная схемы заданной части системы 
управления приведены на фиг. 116. 

Пусть координата системы х ѵ являющаяся напряжением на обмотке 
возбуждения возбудителя, не может или не должна по абсолютной 
величине превышать значения | х г | < | х\ь | • 



Фиг. 116. Принципиальная и структурная схема системы 
управления напряжением генератора. 


Определим форму переходного процесса, при котором система из 
начального состояния, характеризующегося значениями координат 

х 2 — х 2н ) 

Х 3 — Х 3 я’ 

перейдет за минимальное время в новое равновесное состояние, харак¬ 
теризующееся значениями координат 

Х 2 = Х 2 р я > 

Х 8 = Х Зр = Х 0- 

В соответствии с положениями, изложенными выше, оптимальный 
процесс управления должен состоять из двух интервалов, в течение 
каждого из которых ограниченная координата будет поддерживаться на 
одном из своих предельных значений (фиг. 117а). Для построения сово¬ 
купности оптимальных процессов найдем уравнения траекторий движе- 
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ния изображающей точки на фазовой плоскости х г , х 3 = у при неизменных 
и равных предельным значениях ограниченной координаты х 1 — ■+ дгі*. 

Как известно, закон изменения во времени координаты х 8 при х х = 
-■= сопзі = +*іл имеет вид 

_ _і_ _ і_ 

х з — ^і (О = х%у + с г е Т '-{-с г е (205) 

а закон изменения ее производной х 3 — у 

_ _і_ __ _і_ 

у = Г 2 (()=-± Сі е г — ± с * Тш . (206) 



Фиг. 117а. Оптимальная форма процесса изме¬ 
нения напряжения генератора. 


Исключая время из уравнений (205) и (206), находим уравнение 
фазовой траектории: 

Л 

т гУ — х 3у = 8 (х 3 — Т^у — х 3у ) т ‘ . (207) 

где 

. Сх (‘~7г) г 

И'-т* 

Двум предельным значениям координаты х г соответствуют два зна¬ 
чения величины л;зу, входящей в уравнение фазовой траектории (207): 

х зу = “Ь ^і^2 х 1 к 
и 

х 3у — ^ 1 * 2*1 к- 

Для каждого из этих значений лг 3у может быть согласно уравне¬ 
нию (207) построено семейство фазовых траекторий, приведенных на 

фиг. 1176. 

55* 
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Оптимальной форме процесса изменения напряжения генератора 
будет соответствовать переход изображающей точки из начального 
состояния по траектории одного из семейств (проходящей через точку, 
изображающую начальное состояние системы) до пересечения с траек- 



Фиг. 1176. Изображение совокупности оптимальных процессов изменения напря¬ 
жения генератора на фазовой плоскости. 

торией другого семейства (проходящей через точку, изображающую 
конечное — заданное состояние системы), а затем по этой последней 
траектории до заданного состояния. 

Выберем в качестве сигналов управления сигнал, зависящий от зна¬ 
чения управляемой величины (или ее отклонения от заданного значе¬ 
ния), и сигнал, зависящий от производ¬ 
ной управляемой величины. 

Зададимся линейным воздействием 
по отклонению управляемой величины 

* -I I - 2 I "г 1 * 3 -< к. Х ± _ ± 

*о 


Фиг. 118а. Структурная схема системы, Фиг. 1186. Характеристики функ- 
осуществляющей оптимальные процессы ционального преобразователя си- 
изменения напряжения генератора. гнала воздействия по производной 

напряжения. 

от ее заданного значения х с і = к 3 (х 0 — х 3 ). Тогда согласно урав¬ 
нению (183) для осуществления процесса оптимальной формы характе¬ 
ристика преобразования сигнала производной 

Хс2 = 9 2 (* 8 ) 
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должна иметь форму, совпадающую с формой фазовой траектории 

*з =0(У) : 

Х С 2 ~ (**з)* 

Поскольку фазовые траектории оптимального процесса различны 
для различных заданных значений управляемой величины, то функцио¬ 
нальный преобразователь сигнала производной должен быть построен 
так, чтобы устанавливать требуемую форму преобразования сигнала 
в соответствии со значением д: 0 . 

Найденная таким образом структура системы управления и форма 
характеристик функционального преобразователя показаны на 
фиг. 118а и 1186. 
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РАЗДЕЛ VI 

ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
РЕЖИМОВ В СИСТЕМАХ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 


В этом разделе излагаются приближенные методы определения перио¬ 
дических режимов в системах автоматического регулирования, состоящих 
из линейной части, описываемой линейным диференциальным уравнением 
любого порядка, и одного или нескольких нелинейных элементов. 

Излагаемые методы, в отличие от методов предыдущего раздела, 
являются приближенными, так как они позволяют определить лишь при¬ 
ближенные значения амплитуды и частоты основной гармоники перио¬ 
дических колебаний, предполагаемых близкими к гармоническим. 

В первой главе раздела излагается один из вариантов метода 
малого параметра Пуанкаре 1 . 

Идея метода Пуанкаре, применимого к системам, содержащим нели¬ 
нейные элементы с аналитическими характеристиками, основана на том, 
что часто ряд членов, входящих в правую часть диференциальных урав¬ 
нений, можно считать малыми по сравнению с остальными членами, 
в основном определяющими характер движения системы. Поэтому есте¬ 
ственно принять за первое приближение решение упрощенной системы 
уравнений с отброшенными малыми членами, а затем, применяя метод после¬ 
довательных приближений, постепенно уточнять первоначальное решение. 

Особенно удобный для анализа случай, ' получивший наибольшее 
внимание в исследованиях различных авторов и представляющий собой 
предмет изложения первой главы настоящего раздела, имеет место, 
когда упрощенные уравнения представляют собой линейные диферен- 
циальные уравнения с постоянными коэфициентами, т. е. когда рассма¬ 
триваемая система близка к линейной. Такого рода системы называются 
квазилинейными. 

В следующей главе раздела излагается другой приближенный метод 
анализа периодических режимов в квазилинейных системах автоматиче¬ 
ского регулирования, содержащих нелинейные элементы как с аналити¬ 
ческими, так и с разрывными характеристиками. Этот метод основан 
на принципе гармонического баланса Н. М. Крылова и Н. Н. Боголю¬ 
бова 2 и на введении в рассмотрение частотных характеристик линейной 
части системы. 

Наконец, в последней главе раздела рассматриваются условия и 
область применения методов приближенного определения периодических 
режимов, изложенных в двух предыдущих главах. 

1 Подробнее об этом см., например, в монографии И. Г. М а л к и н а, 
„Методы Ляпунова и Пуанкаре". 

2 См. Н. М. Крылов и Н. Н. Боголюбов, Введение в нелинейную 
механику, 1937. 
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ГЛАВА XXXII 

МЕТОД МАЛОГО ПАРАМЕТРА В ТЕОРИИ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

РЕГУЛИРОВАНИЯ 

1. ОБЩИЕ ЧЕРТЫ МЕТОДА МАЛОГО ПАРАМЕТРА 

Метод малого параметра возник в небесной механике в связи с ре¬ 
шением задачи о трех телах. 

Основные исследования по этому методу принадлежат французскому 
математику Пуанкаре. Здесь будут кратко изложены общие черты 
метода; подробное изложение самого метода дано в монографии И. Г. Мал¬ 
кина [1]. 

Допустим, что мы имеем диференциальные уравнения возмущенного 
движения системы автоматического регулирования 

^ь( Хі . ,*„(*); (Л = 1.я), 0> 

определенные в некоторой области О изменения переменных х ѵ ... , 
х п и некоторого параметра р. Область должна иметь одну непременную 
характеристику: условия задачи должны допускать выбор малых значе¬ 
ний [а. Вопрос о том, каковы эти малые значения |х, подлежит отдель¬ 
ному рассмотрению в каждой частной задаче [2]. Предполагается, что 
при этих условиях функции Х к могут быть разложены в степенные 
ряды, которые сходятся всюду в О, и в этом случае уравнениям (1) 
можно придать вид 

= 4Ѵ а ,..., х п ) + ^4'Ѵі 
+ »• • •»*„) + •••; (& = і ,...,я). (2) 

Здесь функции Х$ также допускают разложения в кратные степен¬ 
ные ряды по независимым переменным, сходящиеся в О. 

Основным допущением метода малого параметра является предполо¬ 
жение о том, что решения так называемой упрощенной системы урав¬ 
нений 

-^- = 4Ѵі (3) 

получающейся из системы уравнений (2) при |х = 0, существуют и нам 
хорошо известны. Далее нас будет интересовать периодическое реше¬ 
ние упрощенной системы уравнений 

х к = х% (^, А 2,..., А,у); (к = 1 ,. .., п ). (4) 
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Предполагается, что это решение зависит от 5 произвольно назна¬ 
чаемых параметров А ѵ ..., А 3 и имеет период Т . 

Основная задача метода малого параметра состоит в определении и 
изучении условий, выполнение которых гарантирует существование пе¬ 
риодического решения исходных уравнений (2) с периодом Т А Г, 
непрерывно переходящего в решение^ (4) упрощенных уравнений (3) 
при |і -► 0 и обращающегося в него при |х = 0, а также в построении 
этого решения. Возможность существования решения вытекает из сле¬ 
дующих рассуждений. 

Будем искать периодическое решение уравнений (2), обращающееся 
в решение (4) при |а = 0. С этой целью введем новую независимую 
переменную т, определяемую формулой 

« = (1+<*)*, (5) 

где постоянная а есть некоторая функция от |х, подлежащая дальней¬ 
шему определению; величина а определяет поправку на период реше¬ 
ния уравнений (2). Пусть і 0 — период искомого решения, а 

**о=-**(°, + (А=і,...,я) 

его начальные значения, тогда, очевидно, разности 

х к — 4 = | *( х > а * Р)> (*= !>•■•. я) (6) 

будут известные функции т, малого параметра и величин р 1? .. ., Р л , 
определяющих начальные значения переменных. 

При |А = а===р і = .. . = Р л = 0 разности (6) тождественно равны 
нулю, и х — хи(к = 1, п). Очевидно, если мы желаем иметь пе¬ 

риодическое решение уравнений (2) при р Ф 0, необходимо, чтобы 
функции \ к при х = 0 и при т = т 0 имели одинаковые значения. В этом 
случае искомое решение, если оно существует, по истечении времени 
т = т 0 будет повторяться, т. е. будет действительно периодическим, 
периода т 0 . 

Таким образом, условия периодичности искомого решения имеют 
вид 


§к — (V Рі > • • • > Рл» I 1 ) ^к (®* а ' Рі > • • • » Рл» I х )—® ^ > • • • (7) 

Эти условия следует рассматривать как п уравнений, содержащих 
/г -{— 1 неизвестных постоянных р і# . . ., Р л , а. Следовательно, при ре¬ 
шении уравнений (7) одну из постоянных р 1} ... , р л , например Р л , 
играющую роль так называемой фазовой константы периодического 
решения, можно положить равной нулю, а утраченную при этом произ¬ 
вольность в найденном решении всегда можно восстановить, изменив 
начало отсчета времени. 

Вопрос о существовании периодического решения зависит от разре¬ 
шимости уравнений (7). Здесь могут встретиться различные случаи, 
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анализ которых представляет самостоятельный математический интерес. 
Все зависит от матрицы 1 

дфі дфі дФл 

■С”“’ тг 

( 8 ) 

^Фл <?ф п дфл 

’ • • • ’ д^ г ’ да 

Рассмотрим случай, когда данная матрица имеет ранг 2 п — 5. В этом 
случае, например, первые п — 5 уравнений (7) могут быть разрешены 
относительно неизвестных р 1# . . ., а в зависимости от величин 

Р л _ 5 , . .., р л _і. Подставляя эти значения неизвестных в остальные 
уравнения (4), найдем соотношения 

Ф/ (^1> • ' • * А 3 , Рл—5> • • • 9 Рл—ь р) ==: 0> ( і == 1> • • • > $)> (9) 

где функции ф/ должны обращаться в нули вместе с [х. Для данных 
уравнений (2) функции ф/ непременно должны иметь вид 

ф/ = [^Ф/; (/= 1, ..., 5), 

ибо уравнения (9) при |х = 0 должны удовлетворяться тождественно 
при любых значениях 5 параметров А ѵ ..., А 3 . Таким образом после 
сокращения на общий множитель |х и разложения функции Ф^ в степен¬ 
ные ряды по неизвестным р л _.у, ... , р л _і, р. уравнения (9) примут вид 

Рі(А ѵ А 3 ) + 'Х(і і іѴп-і + Яѵ + ... = 0; (/=1, .... 5). (10) 

/- і 

Для того чтобы эти уравнения имели решения р л - 5 , . . . р л -ь обра¬ 
щающиеся в нуль при |а = 0, необходимо, чтобы удовлетворялись усло¬ 
вия 

Р[(А г ,..., А 3 ) — 0; (11) 

Условия (11) служат уравнениями для нахождения тех значений 
параметров А\, . .., А° 3 , при которых периодическому решению (4) 
упрощенной системы может соответствовать периодическое решение 
системы исходных уравнений (2), непрерывно переходящее в решение 
(4) при [х = 0. Это — как раз те значения параметров А к , которые 
отвечают поставленной выше задаче. Они называются порождающими, 
а решение 

х к — х% (т, А \,. .., А 3 ^\ (/& == 1,. ..,/?) (12) 

порождающим периодическим решением. 

При некоторых условиях периодические решения уравнений (2) опи¬ 
сывают периодические движения исследуемой системы автоматического 
регулирования, которые А. А. Андронов [2] называл автоколебаниями. 

1 Изложение элементов матричного исчисления читатель может найти, 
например, в книге Б. В. Булгакова „Колебания", т. 1, ГИТТЛ, 1949.— Ред. 

2 Матрица имеет ранг /га, если по крайней мере один из ее миноров /га-го 
порядка отличен от нуля, а все остальные миноры более высоких порядков 
равны нулю. — Ред . 
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Практическая ценность основной задачи метода малого параметра 
состоит в следующем. В тех случаях, когда в заданной системе авто¬ 
матического регулирования автоколебания существуют, они могут быть 
приближенно охарактеризованы функциями (12), в которых значения 
параметров А\ определяются соотношениями вида (И). 

В большинстве задач теории автоматического регулирования упро¬ 
щенная система уравнений (3) является линейной; в этом случае си¬ 
стема уравнений (2) при достаточно малых значениях ^ называется 
квазилинейной. 

Изучением периодических решений квазилинейных систем занима¬ 
лись многие советские ученые. Некоторые из их трудов содержали 



Объект 

•_ 1 

ФІО) 





*2 


*п 


О 


— 1 


Фиг. 1. Типичная нелинейная функция в задачах теории автомати¬ 
ческого регулирования. 


теорию периодических решений квазилинейных систем; сама теория 
этих систем развивалась в связи с решением насущных проблем радио¬ 
техники. Сюда следует отнести выдающиеся труды Н. М. Крылова, 
Н. Н. Боголюбова, Л. И, Мандельштама, Н. Д. Папалекси, А. А. Ан¬ 
дронова, С. Э. Хайкина, А. А. Витта и др. 

Разработку теории периодических решений применительно к зада¬ 
чам автоматического регулирования за последние 10 лет вел главным 
образом Б. В. Булгаков [3], [4] и в последнее время А. И. Лурье [5]. 

Эти задачи имеют свои частные и специфические особенности, которые 
не позволили применять уже разработанный и готовый аппарат тео¬ 
рии квазилинейных систем. Дело в том, что очень большой класс 
простейших задач теории автоматического регулирования описывается, 
например, уравнениями вида (см. фиг. 1) 

п 

х к = 2 Ъх ы + п к г\ (к= 1 , 2 , ... ,п); 

ос=»1 

п 

2 = ф(о); о=2/?«*а — г, 

а=1 

в которых х к , г — координаты, Ь^ а —заданные постоянные параметры 
объекта регулирования, п к — постоянные параметры регулирующего 
органа, р а — постоянные регулятора, а ф (а) —заданная нелинейная функ¬ 
ция аргумента а, обладающая свойствами Ф(0) = 0; аф (а) > 0 
(фиг. 1, а и б), 

874 



Обычно случается так, что функция ф (а) задается графически и не 
может быть представлена аналитически в каком-либо виде, достаточно 
удобном для производства вычислений. Поэтому заслуга Б. В. Булгакова 
состоит в том, что он первый дал вариант метода малого параметра, 
учитывающий указанную особенность задач теории автоматического 
регулирования. В этом варианте метода, используя графическое задание 
функции ф (а), можно избежать большого числа промежуточных вычи¬ 
слений без всякого ущерба для дела и получить ответы на многие 
вопросы, могущие интересовать теорию автоматического регулирования. 

Такие весьма ценные для практики свойства варианта метода малого 
параметра дают основание назвать его методом Б. В. Булгакова. 

В данной главе не представляется возможным изложить этот ме¬ 
тод полностью и в общем виде, потому остановимся лишь на изложении 
рабочего аппарата метода Б. В. Булгакова для построения первого 
приближения, иллюстрируя изложение примером. 

Здесь не затронуты также последние, весьма интересные для теории 
автоматического регулирования работы А. И. Лурье, заслуживающие 
отдельного рассмотрения. 

2. РАБОЧИЙ АППАРАТ МЕТОДА Б. В. БУЛГАКОВА [3] 

Итак, рассмотрим квазилинейные уравнения вида 

2•••,*„); (*=і,...,л), (із) 

к=1 

в которых р = —, [х—малый параметр, /у* (/?, |х)—данные многочлены по р 

с постоянными коэфициентами, зависящими, вообще говоря, от пара¬ 
метра [х, сру—заданные функции переменных. 

При |х = 0 получаем упрощенную линейную систему 

2 ?ік(Р’°)х к = 0; (і= 1,..., й). (14) 

к—1 

Допустим, что характеристический полином А (р) этой системы имеет 
пару чисто мнимых сопряженных корней +уо). Тогда сам полином 
имеет вид 

ь(р)=(р 2 +®*)Ьі(р)- ( 15 ) 

Допустим, что 

Ді (+Д-0>) Ф 0, (16) 

где Ь — любое целое число. В этом случае в качестве периодического 
решения упрощенной системы (14) может быть взята система функций 

= 4 [ С к еі ("Ж> + С к е-^ 1 Щ ; (й=1,...,«), (17) 

содержащих две произвольных постоянных — амплитуду А и фазовую 
константу 8. 

Пользуясь формулой (5), преобразуем уравнения (13) к новой неза¬ 
висимой переменной т. 
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Если Рш(р) — минор элемента /ік(р) определителя (15), то в силу 
неравенства (16) всегда можно найти такие два числа /, т , для которых 

Ріт (±»*0, (18) 


благодаря чему постоянные с* с, всегда можно выбирать по формулам 

С к = $ ъ-Щ ;, С к = 8 р 1к . (19) 

* РітО<») Ріт(—№) у ’ 

Здесь 5 — некоторый множитель пропорциональности, который может 
выбираться произвольно. 

Периодическое решение исходных уравнений (13) будем искать 
в форме бесконечный рядов по |х: 

+ + (*->• < 2 °> 

“ = (|г),.,, + (~5Т+ ■ • -' 121 ’ 




д*а 


где выражения -периодические функции т, — постоянные. 

Здесь первый член ряда (20) нам уже известен; второй член ряда дает, 
как говорят, первое приближение периодического решения (20). 

В большинстве задач теории автоматического регулирования как раз 
и ограничиваются его исследованием. Для построения первого прибли¬ 
жения будем диференцировать соотношения (13) по р. Полагая 

. с =ш^- і= р '- <22> 


\ Ф Л 


находим 


2/,* </>'<>>*,+2 р ’ с *; + 

к =1 1 іх=0 


+2 

к-- 

или, обозначив 


. о <'='•■ 

к —1 {х=0 


«) 


. . д/ік(Р<ѵ) „ , д/ік(Р<р) 

Ріа ОМ») =—ж;—/> с ' 






(23) 


приведем эти соотношения для к виду 

2 /ік(Р'°) 2 ь= — 2ріа(Р'°)*а + ?/(*ь--->*л); (/=!,...,«). (24) 


/г=1 


/г=1 


Таким образом, для построения первого приближения мы получили 
систему неоднородных линейных диференциальных уравнений (24), пра¬ 
вые части которых—известные периодические функции т. Эти уравне- 
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ния должны определять периодическое решение для функции г к первого 
приближения. 

Найдем условия периодичности первого приближения. С этой целью 
каждую периодическую функцию, стоящую в правой части уравнений (24), 
разложим в ряд Фурье по функциям ^ (сох + 8) . Коль скоро выражение 
ру*(/?,0) представляет полином по р, то 

Ріа ( р. 0) = Р,а(М 0) е»; (25) 

Ѵ = ют 8. (26) 

Следовательно, величина 

П -\-П 

р і — — -§■ У Ріа (/». °)'Ск + \ % (■**» •••*■*») (27) 


является коэфициентом так называемой первой гармоники разложения. 

Для получения искомого условия периодичности решения линейных 
уравнений с постоянными коэфициентами нам необходимо рассмотреть 
упрощенную систему уравнений 

2 //А(/0) г* = V"; (/ = 1,..., я). (28) 

А =1 

в которых правая часть представляет собой лишь первую гармонику 
разложения. Итак, система уравнений (28) должна допускать решение 
вида г к — І к е іѵ . Подставляя это решение в уравнение (28), получаем 
соотношения 

п 

2 Ла СМ0)/* = Р{, (/= 1.я). (29) 

І=1 

Система уравнений (29) должна давать совместные решения для не¬ 
известных І к . Найдем условия ее разрешимости. 

Умножая каждое из соотношений (29) на величину 0), после 

их почленного сложения получим 

І> /т (уЧ0)Р, = 0. (30) 

/=1 

Действительно, группируя слагаемые при каждом І к для любого кфт , 
мы получим в качестве коэфициента определитель А с двумя одинаковыми 
столбцами; для к = т коэфициентом при І т будет являться сам опре¬ 
делитель А. Подставляя в это соотношение величины Р { , находим: 

л22> ;л (/м)р,*(М0)с*= 

і — 1 Л =»1 

і " 1? 

= — % р іт (М °) ) Ь ( х *> • • •» х *п) е }Ѵ йѵ. (31) 

1=1 -те 
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Но миноры Р ік ф, 0) определителя А подчиняются известному 
в алгебре соотношению 

Р іъГіт — ^Іт^ІкУ 

которое с помощью формул (19) преобразуется к виду 

сР ік (М °) = р іт (М 0) с к . (32) 

Соотношение (32) позволяет исключить произвольные постоянные С к 
из равенства (31), левую часть которого можно теперь записать так: 

[р п М^-рс+^)^] гЧѣ . 

I —1 А=1 ^=0 


Но по правилу диференцирования определителей мы имеем 

V V Гр — д А (?•<*) 

2и 2и [ ,к др\~ д Р » 

»=1 к =1 

поэтому окончательно запишем равенства (31) в следующем виде: 

. ^=° 
п 

= V 2 ^ (/<0> °) V 'Рі (**' • • •. Хп) е~ р аѵ. (33) 

*=1 


Итак, если соотношение (33) выполняется, то уравнение (29) раз¬ 
решимо по І к , и, значит, существует периодическое решение для пер¬ 
вого приближения. Следовательно, соотношение (33) есть искомое 
условие периодичности первого приближения. Оно является также не¬ 
обходимым, но отнюдь не достаточным условием периодичности решения 
исходных уравнений. Однако в большом числе встречающихся случаев, 
когда уравнения (13) действительно являются квазилинейными и в по¬ 
строении их существующих периодических решений возможно ограни¬ 
читься только первым приближением, анализ условия (33) дает ответ 
на все вопросы, могущие интересовать теорию автоматического регу¬ 
лирования. В частности, условие (33) позволяет определить порождаю¬ 
щие амплитуды и первую поправку на частоту. 

Аналогичным образом может быть построено любое другое прибли¬ 
жение искомого решения, причем сходимость приближений гаранти¬ 
руется лишь для достаточно малых значений р. 


3. ПРИМЕР 

Рассмотрим систему автоматического регулирования, описываемую 
уравнениями вида [6]* : 

Т*$ + Щ + Щ + г = г, 

г = Ф(о ); о = а(р + Яф + -і- ^$<и— -у- 2. (34) 

* В работе [6] содержатся некоторые опечатки, которые здесь исправлены. 
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Здесь ф— координата, к , I !, Г—постоянные объекта регулирова¬ 
ния, г — координата регулирующего органа, а, Е, ІѴ, /—постоянные 
регулятора, Ф (о) — заданная функция аргумента (фиг. 1), а % — по¬ 
стоянная, характеризующая возмущающее воздействие на объект регу¬ 
лирования. В этих обозначениях прописные буквы имеют размерность 
секунды, а строчные — безразмерные. 

Введем новые независимые переменные х ѵ х 2 и безразмерное время 7, 
определив их по формулам 

^<Н 8 =^г*і + 2 ^; о = і>.с 2 х 2 ; 
і = с* = Л + а/; -| = р, (35) 


где [х — произвольная, пока неопределенная постоянная. 

Очевидно, символы диференцирования по і и по і связаны между 
собой формулой г р. 

Таким образом, находим 


$ = ѵ-ір Хі \ 


бГф _ Ѵ-СІ . 

йі Т " 




ар : 


ѴИгРх 
Т2 Р Х 1* 


Если в исходных уравнениях исключить переменную г, то в новых 
переменных уравнения (34) запишутся так: 

[сѴ + -у (Ѵ+ІЕ)р* + с*р + Щ х х -с>х 2 = 0 ; 

[^Р 3 + І^Р 2 + р] — Ѵ-с*рх а = Ф (№%), 


где р означает диференцирование по безразмерному времени і . 
Обозначив для сокращения безразмерные постоянные 

Ѵ'+ІЕ _ __ _ 

Мз 


сТ 


а. и Іт 

. р, — т, д, з р, 


^- = а > -^-Ф (рс 2 * 2 ) = <р 2 (л: 2 ). 


(36) 


придадим уравнениям (34) следующий вид: 

(Р 3 + РР 2 + Р + Р)*і — *2 = 0; 

КР — т) р 3 - + (1 — а) р 2 + р/7] -рх % = ~- ср 2 (х 2 ). (37) 

г * 

Уравнения (37) имеют очевидное решение 

х г — 0; х 2 = 0, (38) 

характеризующее тот или иной установившийся режим в данной регу¬ 
лируемой системе. Требуется выяснить, при каких значениях параметров 
регулятора установившийся режим уравнения (38) устойчив по Ляпунову, 
при каких значениях параметров регулятора данная система автомати- 
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ческого регулирования приобретает способность самовозбуждаться и 
входить в автоколебания и каковы при этом характеристики автоко¬ 
лебаний. 

Для решения задачи методом Б. В. Булгакова из системы уравне¬ 
ний (37) образуем видоизмененную систему с параметром р: 

( р 3 + Рр 2 -\-р + р) х і — х г =о; 

КР — т)р 3 + (1 — а )Р 2 + Р р)\ х і~ІР + А) х 2 = № (х 2 у, 

<Ра ( х ь) = -^І9( х 2) — а №] • ( 39 ) 

Здесь введена постоянная к линейного приближения к\ьх % функ¬ 
ции ср ( х 2 ) у которая далее выбирается в связи с необходимостью построить 
и изучить периодические решения уравнений (39), могущие при опре¬ 
деленных условиях возникнуть в окрестности очевидного решения (38). 
Что же касается параметра р, то после выделения в функции /( х 2 ) 
линейной части он может быть выведен множителем р 3 разности 
?(х 2 ) — к)хх 2 (ибо разложение разности содержит лишь нечетные сте¬ 
пени) и принят за „малый параметр", каким пользуются в теории 
Пуанкаре. 

При = 0 получаем упрощенную систему уравнений (37): 

[р 3 + Рр 2 + р + р] х і — х 2 = о; 

КР — т) р 8 + (1 — а)р 2 4- рр] х х — (р + к) х 2 = 0. 

Это — линейная система диференциальных уравнений с постоянными 
коэфициентами. 

По основному допущению метода малого параметра упрощенная 
система (37) должна иметь периодическое решение. Чтобы построить 
такое решение, составим характеристическое уравнение. Имеем 

р 3 + Рр 2 + р + р; -і 

{Р) (р_ т) рЗ + (1 _ а)/?2 + рр; _(р + А ) 

Раскрывая определитель, находим 

р* 4” (т + к) р 3 + (а + р/г) Р 2 + кр рк = 0. (40) 

Как известно, корни этого уравнения определяют структуру и харак¬ 
тер решений системы уравнений (37). Очевидно, среди этих решений 
тогда только появится периодическое решение, когда уравнение (40) 
будет иметь пару чисто мнимых сопряженных корней р = + /а>. Но 
в этом случае уравнение (40) должно иметь вид 

(Р 2 + ю2 ) (Р 2 + а іР + а г) = 0» (41) 

т. е. оно должно распадаться на два отдельных уравнения. Но послед¬ 
нее не может иметь места при любых р, //г, а, р, к; распадение уравне¬ 
ния будет наблюдаться только тогда, когда его коэфициенты выби¬ 
раются согласно определенной существующей между ними зависимости. 
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Найдем ее. Если сравнить коэфициеиты уравнений (40) и (41) при 
одинаковых степенях р, то легко находим соотношения 

а г — т Н\ 

(О 2 —|— === ОС —|— 

= Н\ 

а 2 (1) 2 == рл. 

Три соотношения из написанных дают 

«і = т + Ь; в, = р(я* + А); = (43) 

При этих значениях величин а ѵ а 2 , (о 2 четвертое соотношение (43) 
должно удовлетворяться тождественно. Это соотношение после элемен¬ 
тарного упрощения принимает вид 

(р — р)/г 2 (а -)- р/гс — 2р/тг — 1 )Н /тг (а— рт) — 0. (44) 

Итак, если постоянные а, р, т, р, Л таковы, что соотношение (44) 
соблюдается, то упрощенная система уравнений (37) имеет периодиче¬ 
ское решение. При фиксированных параметрах регулятора мы всегда 
можем это соотношение рассматривать как уравнение, определяющее 
коэфициеиты тех линейных приближений, при которых упрощенная, 
линеаризованная система имеет решение периода 2тс: о). Это решение 
зависит от двух произвольных параметров: фазовой константы 8 = 0 
и амплитуды А и имеет вид 

х\ — АВъ\п{ѵ-{- х); х\ = А$\пѵ\ ѵ — Ы, (45) 

где обозначено 

В = {Ѵ(р - о> 2 ) 2 + «> 2 (« 2 -1 ) 2 ) -1 ; %*=- Ю р ( "І~ 8 1) . (46) 



Переходя к анализу периодических решений исходных уравнений, 
напишем условие периодичности его первого приближения. Согласно 
соотношению (41), находим 


= 2 р ( р 2 + а х р + «а); 


д &(Р) ___ о 

діх 


Далее, выбирая в миноре (18) число т— Іи полагая с= 1, мы 
можем представить условия периодичности (33) в следующей форме: 


А [2 р 2 (р 2 + а г р + а г )С) рЧш = ~ Р 21 1 ср 2 (х$) зіп ѵйѵ. 

— к 

Отделение в этом равенстве вещественной и мнимой частей дает 
два уравнения: 

+ тс 


— 2 АСш 2 


( а 2 — о) 2 ) = ^р 2 (^2) зіп ѵйѵ, 


= 0 . 


56 Коллектив авторов 1309 
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Поскольку А Ф а г Ф 0, последнее уравнение дает первую поправку 
на частоту решения, равную нулю, в связи с чем первое уравнение 
принимает вид 

| ?2 І Х 1) 8ІП Ѵ ^ Ѵ — 

— ТС 

Однако 

1С 

| кА 8іп ѵйѵ = к Ат:, 

— тс 

благодаря чему данное уравнение окончательно запишется так: 

НА = ]{А), (47) 


где для краткости обозначено 

фк 

./(Л) = -~ ^ /(А $\пѵ)8іпѵ(1ѵ. (48) 

—іс 

Функция ^(А) обладает свойством повторять в своем графическом 
представлении общий вид подинтегральной кривой /(Лзіп'У) [3]. Допу¬ 
стим, что по заданному графику /(А бш-у) построен график функции І(А) 

(фиг. 2), тогда уравне¬ 
ние (47) может быть ре¬ 
шено графически; поро¬ 
ждающие амплитуды опре¬ 
деляются как абсциссы 
точек пересечения кри¬ 
вой ^ (А ) с лучом кА 
(фиг. 2). 

Уравнение (47) будет 
иметь вещественные кор¬ 
ни, если постоянная к, 
будучи определена со¬ 
гласно соотношению (44), 
заключена в интервале 
О < к < к*, где /г* — пре¬ 
дельное значение углового коэфициента луча кА, при котором имеет 
место его касание кривой (48). 

Для построения граничных линий нужно определить значения пара¬ 
метров а, р, пг , р, при которых к удовлетворяет условию (44) и усло¬ 
вию 0 < к < к*. Построение будем вести в координатах 

х = а — рт; ^ = (р — р)т. (49) 

Считая их данными, к можно рассматривать как корень уравне¬ 
ния (44), т. е. уравнения 

^-к 2 у — 1)Л + тх = 0, (50) 
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тогда первой граничной линией, отделяющей область вещественных 
значений А, будет парабола [6] 

(х-\-у — I) 2 — 4лу = 0. (51) 

Эта парабола была ранее построена Б. В. Булгаковым [3] в коор¬ 
динатах & = а, т ] = фт для случая р = 0. Область, находящаяся внутри 
параболы (область 0 2 ), соответствует комплексным значениям А, для 
которых периодических решений уравнений (34) не существует. Чтобы 
отделить среди всех вещественных значений А те, которые удовлетво¬ 
ряют условию 0<А<А*, построим линию (50) при А = А*. Легко 
показать, что при данном А* эта прямая касается параболы (51). Для 
исследования другой части плоскости рассмотрим корни уравнения (44): 

= + ■= (х -{-у — 1— 4ху . (52) 

т 

Построенные линии, а также оси координат разбивают всю плоскость 
параметров ху на 11 областей. Исследуя величины А 1э А 2 как непре¬ 
рывные функции х , у (52), получаем следующую таблицу данных. 


Область 

Ьх 

Нг 

Существование периодических 
решений 

Оі 

*і<0 

й 2 <0 

Не существует 

О г 

Компл. 

Компл. 

V У9 

Ог 

Ьг>Н* 

Й 2 >Й* 

# Г) 

Оі 

Лі<0 

й 2 <0 

ю и 

Оъ 

Й Х >Й* 

й 2 <0 

и » 

о й 

0<й,<й* 

0 < А* < й * 

Две пары 

о 7 

0 < йі < й * 

й,>й* 

Одна пара 

0 а 

0<й 1 <й* 

й 2 <0 

о о 

0 9 

йі<0 

0 < й 2 < й * 

о » 

Ою 

йі<0 

й 2 >й* 

Не существует 

Оц 

йі<0 

Й 2 < о 

» » 


Итак, мы получили полную картину разбиения плоскости парамет¬ 
ров х у у на области, где периодические решения существуют и где 
их пет. Однако вопрос об устойчивости установившегося режима урав¬ 
нения (38), а также вопрос об автоколебаниях исследуемой системы 
автоматического регулирования существенно связан с устойчивостью 
периодических решений в областях 0 6 — 0 9 . 

56* 
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С целью их выяснения положим всюду в уравнениях (37) вместо 
х ѵ х 2 значения х*-\-Ъх ѵ х*-\-Ьх 2 и обычным способом получим урав¬ 
нения в вариациях 

(Р д + Р/? 2 Р + Р) 8*2 = 0; | 

[(р — т)р в + (1 — а) р 2 + рр] — (р-\-Н) 8*2 = °> ) 

где Я—коэфициент линейной части разложения функции ср (**-}-о* 2 ) 
в ряд Тейлора в окрестности х*. 

Уравнения ( 53 ) являются линейными, коэфициенты которых постоянны, 
за исключением Я, который является периодической функцией і. В слу¬ 
чае применения метода Б. В. Булгакова удобно заменить эти уравне¬ 
ния уравнениями упрощенными, в которых коэфициент Я осреднен по 
периоду. Это среднее значение таково: 

те 

Н — —■ | ср 2 ( А 8ІП ѵ) йѵ =■■ I” ср 2 (А 8ІП V ) (зіп 2 ^ + СОЗ 2 V ) (ІѴ — 

—тс —те 

+ 7С +те 

= 7 ^- -^д ^ с °5 ѵср 2 (А 8ІП ѵ) й (А 8ІП ѵ) + ^ <Р 2 И 8ІП ‘У) ЗІП ѵйѵ = 

— тс —тс 

“К-ет + т)^)- < 54 > 

Вопрос о законности такой замены может быть всегда освещен, 
например, по методу Н. Г. Четаева [7] или же по методу, которым 
пользовался автор настоящей главы ранее в одной частной задаче [ 8 ]. Итак, 
для разрешения вопроса об устойчивости тех или иных периодических 
решений нам надлежит рассмотреть корни характеристического поли¬ 
нома: 

А (X) = X 4 + (т + И) X 3 + (а + рЯ) X 2 + ЯХ + рЯ, 

в котором Я определено согласно формуле (54). 

Для устойчивости того или иного решения необходимо и достаточно, 
чтобы #ек к <0, {к = 1,. . . , 4); согласно критерию Гурвица в этом 
случае должно быть 

рЯ> 0; 

(Р — р)Я 2 + (а + р —2р//г— \)Н + т(а — рт)> 0; 

[ЗЯ + (а $т — 1) Я 4- а/тг > 0; 

т + Н> 0. 

Легко видеть, что из всех неравенств критерия существенным 
является лишь второе. С помощью уравнения (50) это неравенство 
можно переписать так: 


(Я — к х ) (Я — к 2 ) > 0. 
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Допустим, что у > 0, тогда неравенство (55) удовлетворяется, если 


или если 


н > А,; 

н>н г 

(56) 


н<К 

(57) 


Рассмотрим область 0 6 и положим, что к 1 > к 2 >0, тогда следует 
удовлетворить неравенству 

сЦ(А) , ^ (А) 


йА 1 
либо неравенству 

сЦ (А) . ^ (А) 
йА * А 


> 2Н г 


<2 Л 2 . 



Пусть Ли, А і 2 — порождаю¬ 
щие амплитуды, соответствующие 

Л У Ч У Л 2 і ; Л 22 —порождаю¬ 
щие амплитуды, соответствующие 
лучу к 2 А. Оценивая оба неравен¬ 
ства, из построения видим, что 
периодические решения с поро¬ 
ждающими амплитудами Л® ь л° 2 
неустойчивы, а периодические ре¬ 
шения с порождающими амплиту¬ 
дами А° ІѴ А° 2 устойчивы; последним соответствуют автоколебания с ма¬ 
лой и большой амплитудами. 

Разумеется, выбор амплитуд автоколебаний зависит от начальных 
условий. 

В области 0 1 следует рассмотреть только первое неравенство (56). 
Его выполнение гарантирует существование автоколебаний большой 


Фиг. 3. Разбиение плоскости парамет¬ 
ров лс, у. 


амплитуды Лі 2 . 

В области 0 8 (у < 0) выполнение первого неравенства (57) гаран¬ 
тирует существование автоколебаний большой амплитуды Л 12 , а в обла¬ 
сти Од выполнение второго неравенства (57) гарантирует существова¬ 
ние автоколебаний малой амплитуды Л 21 . 

Непрерывный переход от рассмотренных областей в область 0 2 и 
области О 10 , О п показывает, что в первом случае мы имеем абсолют¬ 
ную устойчивость установившегося режима уравнения (38), а во вто¬ 
ром — его абсолютную неустойчивость. 

Этим завершается исследование автоколебаний системы автоматиче¬ 
ского регулирования по методу Б. В. Булгакова. Полное построение 
плоскости разбиения параметров и характеристика ее областей явились 
главной целью этого исследования. 

Анализируя построение фиг. 3, мы можем давать теперь различную 
физическую интерпретацию тому или иному параметру системы авто¬ 
матического регулирования, его роли и значения в эффективном пода¬ 
влении автоколебаний или их возбуждении [6]. 


885 


Разумеется, по приведенным рассуждениям могут быть сделаны воз¬ 
ражения, касающиеся известного нарушения строгости этих рассуждений. 
Такие возражения будут справедливы и в большинстве случаев не могут 
быть отвергнуты, поскольку в методе малого параметра не делается 
оценка численного значения допустимых значений р. Тогда положение 
могло бы быть исправлено при соответствующей идеализации задачи ее 
решением по методу точечных преобразований, развитому А. А. Андро¬ 
новым и его учениками, или по методу А. И. Лурье [5] и сравнением 
указанных двух решений. В некоторых случаях все спорные вопросы 
по методу малого параметра могут быть устранены при соответствую¬ 
щей постановке и проведении эксперимента. 

Во всех случаях, в которых применение метода Б. В. Булгакова 
может быть так или иначе оправдано, оно является эффективным и дает 
исчерпывающие результаты даже и тогда, когда в задаче содержится 
несколько нелинейных функций. 
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ГЛАВА XXXIII 


МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
РЕГУЛИРОВАНИЯ, ОСНОВАННЫЙ НА ПРИНЦИПЕ 
ГАРМОНИЧЕСКОГО БАЛАНСА 

В настоящей главе излагается метод, который позволяет с мини¬ 
мальной затратой труда провести исследование систем автоматического 
регулирования, содержащих нелинейный элемент (один или несколько) 
и линейную часть, описываемую диференциальными уравнениями любого 
порядка. Метод позволяет определить условия устойчивости нелинейных 
систем, найти возможные колебания в них и их устойчивость, определить 
частоту и амплитуду этих колебаний. Он позволяет также — и это 
весьма существенно — решить задачу стабилизации системы сравнительно 
просто и, в частности, дает возможность выбирать корректирующие цепи, 
обеспечивающие заданные характеристики. 

Метод использует построения, аналогичные построениям частотного 
метода исследования- линейных систем. Он основан на принципе гармо¬ 
нического баланса и на введении понятия эквивалентного комплексного 
коэфициента усиления нелинейного элемента [1], [2]. Метод предпола¬ 
гает гармонический характер колебаний в системе и поэтому дает реше¬ 
ние задачи в первом приближении. Однако если линейная часть системы 
регулирования представляет низкочастотный фильтр, что часто имеет 
место, то, пользуясь излагаемым методом, мы допускаем незначительную 
ошибку, тем меньшую, чем выше фильтрующее действие линейной части 
системы. 


1. ЭКВИВАЛЕНТНЫЙ КОМПЛЕКСНЫЙ КОЭФИЦИЕНТ УСИЛЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНОГО ЭЛЕМЕНТА 

Рассмотрим вначале линейный элемент системы регулирования. Если 
на вход этого элемента подать величину х ѵ то на выходе его получим 
величину х 2і связанную с х г следующим линейным уравнением: 

х 2 =\ Ѵ(р)Х и ( 58 ) 


где Х г — преобразование Лапласа для х 1 ; 

Х 2 — преобразование Лапласа для х 2 ; 

№ (Р ) — передаточная функция линейного элемента. 
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Если в частном случае величина х х представляет синусоидальную 
функцию времени с амплитудой А и частотой о), то она символически 
может быть представлена в виде 

х х = А^*. (59) 

Установившееся значение величины на выходе линейного элемента 
при этом будет 

(60) 

где 1*7 (/ю)—комплексный коэфициент усиления линейного элемента, 
получающийся из 1*7(/?) при р=]и>. 

Согласно уравнению (60) на выходе звена получается также сину¬ 
соидальное колебание, в общем случае отличающееся по амплитуде и 
по фазе от х ѵ Это отличие в амплитуде и фазе целиком определяется 
комплексным коэфициентом усиления 1*7 (/<о) = | 1*7(/а>) | е ; В((0 \ Модуль 

| Г (уо>)| величины 1*70) 
показывает, во сколько 
раз амплитуда на выходе 
больше амплитуды на вхо¬ 
де, аргумент Ѳ (о>) вели¬ 
чины 1*7 О) определяет 
разность фаз между вы¬ 
ходом и входом. 

Для линейного эле¬ 
мента модуль и аргу¬ 
мент комплексного коэ- 
фициента усиления яв¬ 
ляются в общем случае 
некоторой функцией частоты о) и не зависят от величины ампли¬ 
туды А входного синусоидального колебания (фиг. 4). 

Рассмотрим теперь нелинейный элемент. В этом случае выходная и 
входная величины будут связаны между собой некоторой нелинейной 
зависимостью вида 

**=ф(*і). (во 

Здесь для простоты предполагается, что выходная величина зависит 
только от входной и не зависит от ее производных или интегралов. 
Предполагается также, что при изменении х х по синусоидальному 
закону среднее значение х 2 за период равно нулю, т. е. 

<о 2іс 

ф (А 8іп Ы)йі = ^ (А зіп ф) <Щ — 0. (62) 

о о 

Подобные ограничения все же позволяют охватить при исследовании 
весьма широкий класс нелинейных систем автоматического регулиро¬ 
вания. Более сложные случаи рассмотрены ниже ив [3]. 

Вид нелинейной зависимости, определяемый уравнением (61), может 
быть весьма разнообразным. Однако в системах регулирования наиболее 
часто встречаются нелинейные зависимости, приводящиеся к виду, гра¬ 
фически показанному на фиг. 5. 
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3,Ѳ 


- ѳ 


б) 


Фиг. 4. Характеристики линейного элемента 
(частный случай): 
а — частотные; б — амплитудные. 



Пусть на вход нелинейного элемента подано синусоидальное коле¬ 
бание амплитуды А и частоты о), тогда на выходе нелинейного элемента 
в силу уравнений (61) и (62) получится периодическое движение, кото¬ 
рое в общем случае будет содержать весь спектр гармоник. Ограни¬ 
чимся в разложении Ф(Л8іпо>0 в ряд Фурье лишь первой гармо¬ 
никой, т. е. будем считать, что выходная величина также является 
синусоидальной, тогда 

х 2 — ф (А 8іп ( А ) зіп О)^ -{— Ь(А) соз Ы ]. (63) 



Фиг. 5. Характеристики нелинейных элементов: 

а — серводвигателя переменной скорости с зоной нечувствительности; б — элемента с сухим тре¬ 
нием или зазором; в — нелинейного элемента релейного регулятора; г — нелинейного элемента 

вибрационного регулятора. 


Величины А§(А) и АЬ(А) в выражении (63) определяются как 
коэфициенты первой гармоники ряда Фурье. Следовательно, они будут 
равны 

2тс 

<о 

Л^(Л) = -^- Ф(Л 8іпо)/)$іпо)^; 

6 

2тс 

со 

АЬ(А) — Ф (А зіп о)/) созюісМ 
о 
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или 


ё(А) 


2іе 


ф (Л 8іп ф) $іп фд?ф; 


2 * 

8ІПф) С08 фй?ф. 


( 64 ) 


Выражение для Ь(А) можно преобразовать: 

2 іе 2тс 

Ь (Л) = ^ Ф(Л 8ІП ф) С08 ф</ф = -^2 ^ ф (Л 8ІП ф) й (Л 8ІП ф). 

о о 


Согласно принятому закону изменения величины на входе нелиней¬ 
ного элемента 

лг 1 = Л зіпф, 

и поэтому 

" А О -А 


Ь(А) 


1 

7 сЛ 2 


^ Ф (АГ 3 ) ^ Ф (л^) йх г -\- ^ ф (х,) + 


— . 1 ■ С 
_ тсЛ2 


(65) 


-А 

де 

" А О —А ОТ 

5= ]*Ф (х г ) йх у + | Ф (х 1 )Ох 1 + I Ф (*,) ах г + ]* Ф (*,) ^ I. (65а) 


Значение 5 равно площади петли, образуемой характеристикой не¬ 
линейного элемента Ф(^ 2 ) (фиг. 5, б 1 в 1 г). Поэтому для однозначных 
характеристик (фиг. 5, а) Ь (Л) = 0. 

Величину 

^(А) = 8(А)+^Ь^А) ( 66 ) 

будем называть эквивалентным комплексным коэфициен- 
том усиления нелинейного элемента 1 . 

Модуль эквивалентного комплексного коэфициента усиления 

И = Ѵё\А) + Ь\А) (67) 

показывает, во сколько раз первая гармоника на выходе нелинейного 
элемента больше амплитуды Л синусоидального входного сигнала. 
Аргумент эквивалентного комплексного коэфициента усиления 

ѳ=агсі? !ш) ( б7а ) 


1 В [3| этой величине присвоено название „эквивалентный адмитанц“. 
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определяет разность фаз между первой гармоникой на выходе нелиней¬ 
ного элемента и синусоидальным входным сигналом. 

Уравнения (66) и (67) показывают, что эквивалентный комплексный 
коэфициент усиления нелинейного элемента зависит от ампли¬ 
туды А входного сигнала и не зависит от его частоты 
(фиг. 6). 



Фиг. 6. Характеристики нелинейного элемента (частный 
случай): 

а — амплитудные характеристики; б — частотные характеристики. 

Из изложенного выше следует, что понятие эквивалентного ком¬ 
плексного коэфициента усиления базируется на неучете высших гармо¬ 
ник. Однако в силу обычно фильтрующего действия линейной части 
системы регулирования, не пропускающей высшие гармоники, ошибка, 
возникающая при этом, в большинстве случаев лежит в допустимых 
пределах. 



Таким образом, согласно выражениям (63) и (66) можно написать 
в комплексной форме уравнение 

* г = 3{А) Хі , ( 68 ) 

•предполагая, что х г и х 2 меняются по гармоническому закону. Это 
уравнение по внешней форме весьма напоминает уравнение (60) для 
линейного элемента. 

В качестве примера рассмотрим вычисление ] (Л) для релейной 
характеристики без' гистерезиса, показанной на фиг. 7. Так как харак- 
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теристика однозначна, то Ъ(А) — 0. Согласно уравнениям (66) и (64) 
имеем 


где 


2 

^(А) = ё(А) = ^^§В5 іп <1^ = ^со8а, 

а 


а = агсзіп —г , 


или, измеряя величину А в единицах а , как это мы будем делать и 
в дальнейшем, получим 

'(4)-*(4)-ет 


4 В 


> /і "(4)' 


где 


А_ 

а 


ЛГ=А; 

а ’ 




(4). 


(69) 


Л 




(70) 


а 


Величину у будем называть нормированным эквивалентным 

комплексным коэфициентом усиления нелинейного элемента. Это поня¬ 
тие относится не только к рассматриваемому примеру, но и к любому 
случаю нелинейного элемента. Значение N в каждом случае может быть 
легко установлено. 

График і 0 согласно уравнению (70), показан на фиг. 8. Макси- 

2 А г — А 

мальное значение і 0 равно - и имеет место при — = ]/ 2. Если — ->оо, 

то согласно уравнению (70) ^ 0 -> 0. При неограниченном увеличении 
амплитуды А входного сигнала амплитуда первой гармоники на выходе 

будет стремиться к конечному значению В, а это означает, что коэ- 


фициент усиления стремится к нулю. 

Вычисление эквивалентного комплексного коэфициента усиления для 
некоторых форм нелинейных характеристик дано в п. 8. 

В дальнейших расчетах необходимо будет пользоваться годографом 


вектора или вектора г 0 = - т - і который позволяет найти амплитуду 
и фазу первой гармоники величины на выходе нелинейного элемента 
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в зависимости от амплитуды величины на входе. Параметром этих 
годографов служит амплитуда • Поэтому подобные годографы 

в дальнейшем будем называть амплитудными характеристи¬ 
ками нелинейного элемента 1 . 

Для построения амплитудной характеристики 

М4)-*(4)+а(4) 



характеристики. 


необходимо по вещественной оси откладывать величину ^ и по 

мнимой оси Ь 0 • 

Величина г 0 равна 

Ф) 

где 




1 


^0 + /&0 


(4) +^о (4). 


и для построения ее амплитудной характеристики необходимо по веще¬ 
ственной оси откладывать х 0 и по мнимой оси у 0 Оче- 

видно, что амплитудная характеристика г 0 является обратной ампли¬ 
тудной характеристике 7 0 . Если нелинейный элемент имеет однозначную 

характеристику, то согласно уравнению (64) Ь 0 = 0, и поэтому 

его амплитудные характеристики совпадают с вещественной осью. Для 
случая релейной характеристики нелинейного элемента амплитудные харак¬ 
теристики имеют вид, графически показанный на фиг. 9. Каждой точке 


1 Понятие „амплитудная характеристика нелинейного элемента" не следует 
смешивать с понятием „амплитудная частотная характеристика линейной 
системы “. 
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амплитудной характеристики 2 0 , занимающей участок вещественной оси 
от до оо, соответствуют два значения амплитуды —. В одном 
случае значение амплитуд изменяется от У 2 до 1, во втором — от У 2 



Фиг. 9. Амплитудные характеристики нелинейного элемента: 

а — для релейной характеристики; б — общий случай. 


до оо. Этот результат непосредственно виден на фиг. 8.. Амплитудная 
характеристика 7 0 также двузначна и занимает участок вещественной оси 
2 

от 0 до — . Амплитудные характеристики 7 0 и г 0 для одного из общих 
случаев показаны на фиг. 9. 


2. УРАВНЕНИЕ СИСТЕМЫ РЕГУЛИРОВАНИЯ С НЕЛИНЕЙНЫМ 

ЭЛЕМЕНТОМ 

Если в системе регулирования имеется один нелинейный элемент, то 
ее всегда можно представить в виде последовательного соединения 
линейного и нелинейного элементов (фиг. 10), причем под линей- 

_ ным элементом подразумевается вся линейная 

X? /іо часть системы регулирования. Допустим, что 

* система находится на границе устойчивости и 

- в ней возникли незатухающие колебания неко¬ 
торой частоты о) и амплитуды А на входе нели¬ 
нейного элемента. Тогда уравнения первого 
приближения согласно уравнениям (60) и (68) 

ѵ у будут иметь вид 

ио Ч I 

х в = ѵги»)х*; 

Фиг. 10. Структурная дг 2 = і ( —) дг. =М/ 0 (—) х . /71 -) 

схема системы регули- \ а ) \ л / ѵ [ ' ' 

рования. 


Отсюда уравнение свободных колебаний будет 

іѴІГ(уш)і 0 (4) + 1==0 - 


Левая часть уравнения (72) является комплексной величиной. При¬ 
равнивая отдельно ее вещественную и мнимую части нулю, получим два 
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уравнения с двумя неизвестными: частотой (о и амплитудой ^ коле¬ 
баний. Если в результате решения этих уравнений получаются действи¬ 
тельные значения о), колебания в системе возможны. 

Решение того же уравнения может быть получено графически. Пере¬ 
пишем уравнение (72) в следующем виде: 


— !ѴИ7Ч/ш) = 



= *о 



(73) 


Годограф левой части этого уравнения при изменении частоты в пре¬ 
делах от — оо до +оо представляет амплитудно-фазовую частотную 
характеристику линейной части системы регулирования в разомкнутом 
состоянии, увеличенную в N раз. Аналогичная кривая используется при 
решении вопроса об устойчивости системы в замкнутом состоянии по 
критерию Найквиста — Михайлова. Годограф правой части этого уравне¬ 
ния при изменении амплитуды в пределах от 0 до оо представляет 

амплитудную характеристику г 0 нелинейного элемента системы 

регулирования. Эта амплитудная характеристика может быть изображена, 
как было показано, в виде кривой в тех же координатах, что и амплитудно¬ 
фазовая частотная характеристика линейной части системы. Характери¬ 
стики имеют стандартный вид и для наиболее часто встречающихся не¬ 
линейностей приведены в п. 8. 

Пересечение амплитудно-фазовой частотной характеристики с ампли¬ 
тудной характеристикой нелинейного элемента определяет частоту и 
амплитуду возможных колебаний. Если характеристики не пересекаются, 
это означает, что нет действительного значения о), удовлетворяющего 
уравнению (72), и, следовательно, в рассматриваемой системе регули¬ 
рования согласно первому приближению не могут существовать колеба¬ 
ния конечной амплитуды. 

Если характеристики касаются друг друга, то система находится на 
границе устойчивости. Изменяя амплитудно-фазовую частотную характе¬ 
ристику, можно избежать возникновения колебаний и сделать систему 
устойчивой. 

Таким образом, излагаемый метод исследования нелинейных систем 
регулирования позволяет определить, как следует изменить амплитудно¬ 
фазовую частотную характеристику линейной части системы регулиро¬ 
вания, чтобы обеспечить ее устойчивость. 

В некоторых случаях может оказаться более удобным, переписав 
уравнение (72) в виде 

МУСА») ’ 


строить для графического решения обратную амплитудно-фазовую частот¬ 
ную характеристику и амплитудную характеристику — 

нелинейного элемента. 
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3. УСТОЙЧИВОСТЬ АВТОКОЛЕБАНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 1 


Пусть амплитудно-фазовая частотная характеристика линейной части 
системы и амплитудная характеристика нелинейного элемента пересе¬ 
каются больше чем в одной точке. 

На фиг. 11 характеристики пересекаются в двух точках: N и М. 
Точке N соответствует частота (о А [по амплитудно-фазовой частотной 

характеристике —1^(/о>)] и амплитуда колебаний ( по амплитуд¬ 


ной характеристике г); точке М соответствуют частота о> 2 и амплитуда 



При заданном виде характеристик точке N соответствуют неустой¬ 
чивые колебания, а точке М — устойчивые. В данном случае достаточно 
рассмотреть устойчивость колебаний по амплитуде. 

Допустим, что амплитуда колебаний, соответствующая точке N 1 воз¬ 
росла и стала равной + 8 • Тогда величина г будет опре¬ 


деляться точкой и будет равна г 


т—. Общий коэфициент усиления 


системы регулирования в разомкнутом состоянии определяется как про¬ 
изведение коэфициентов усиления линейного и нелинейного элементов. При 

амплитуде колебаний ^ (—-) общий комплексный коэфициент 

усиления будет равен 

^(/со)=^С/«)Л г 


Система в замкнутом состоянии согласно критерию Найквиста — 
Михайлова будет устойчива, если частотная характеристика —/Сл^С/ю) 
не охватывает точку -\-1 , /О, или, иными словами, система в замкнутом 
состоянии будет устойчива, если амплитудно-фазовая частотная харак¬ 
теристика — №(» не охватывает точку конца вектора г п — т.е. 

точку 1Ѵ Г Как видно из фиг. 11 амплитудно-фазовая частотная харак¬ 
теристика — \Ѵ(уо>) охватывает точку ІѴ 2 , и, следовательно, система при 
увеличенной амплитуде колебаний будет неустойчивой — колебания будут 
возрастать и далее. Процесс, характеризуемый точкой 2Ѵ, будет не¬ 
устойчив. 

Если допустить, что амплитуда колебаний уменьшится, то система 
при уменьшенной амплитуде колебаний устойчива и колебания будут 
затухать. Отсюда следует, что если начальные отклонения в системе были 
такими, что отклонения на входе нелинейного элемента были меньше 


, то в ней колебания не возникнут. 

Рассуждая аналогичным образом, можно показать, что колебания, 


соответствующие точке М , устойчивы. 


1 Условия устойчивости, приводимые здесь, как это показано далее в главе, 
XXXIV, являются лишь необходимыми, но не достаточными. 

* Напомним здесь, что величина г п не зависит от частоты. 
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В самом деле, допустим, что амплитуда колебаний возросла и стала 
равной ^ (”Іг) ’ тогда величина ^ будет определяться точкой М ѵ 

Так как амплитудно-фазовая частотная характеристика — ѴР (уо>) не 
охватывает точку М ѵ то си¬ 
стема становится устойчивой и 
колебания будут уменьшаться. 

Если допустить, что колебания 
по амплитуде уменьшились, то 
легко аналогично показать, что 
создаются условия, при кото¬ 
рых колебания начинают воз¬ 
растать, и процесс переходит 
обратно в режим, характери¬ 
зуемый точкой М. 

В общем случае, если ампли¬ 
тудно-фазовая частотная харак¬ 
теристика линейной части си¬ 
стемы имеет произвольный вид 
и пересекается с амплитудной 
характеристикой нелинейного 
элемента, то вопрос об устой¬ 
чивости колебаний с частотой о) 

и амплитудой соответ¬ 

ствующих данной точке пере¬ 
сечения, решается следующим 
образом: если точка ампли - Фиг. 11. Амплитудно-фазовая частотная ха- 

тудной характеристики , со - рактеристика линейного элемента 
ответствующая увеличенной и амплитудная характеристика нелинейного 

амплитуд. (А) +ь(А), „ ' (т) ' 

охватывается амплитудно-фазовой частотной характеристикой , то 
рассматриваемые колебания устойчивы , в противном случае они 
неустойчивы . 

Доказательство, приведенное здесь, является не строгим, более строго 
вопрос рассмотрен в [4]. 

4. ПРИМЕРЫ ИССЛЕДОВАНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ 
СИСТЕМ РЕГУЛИРОВАНИЯ 

а) Нелинейный регулятор напряжения 
с серводвигателем 

Структурная схема системы регулирования показана на фиг. 12, а. 
Регулируемый объект состоит из возбудителя 1 и генератора 2. Регу¬ 
лятор— из измерительного элемента 3 с зоной нечувствительности и 
серводвигателя 4. Вначале рассмотрим поведение системы в случае по¬ 
стоянной скорости серводвигателя. Характеристика нелинейного элемента 
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(я. э.) структурной схемы в этом случае имеет вид, графически изо¬ 
браженный на фиг. 12 , б. 

Сделаем упрощающее допущение: будем считать, что скорость серво¬ 
двигателя мгновенно достигает конечного значения при замыкании кон¬ 
тактов измерительного элемента. Учет постоянной времени разгона серво¬ 
двигателя привел бы к несколько более сложному выражению комплексного 



% 


т 


а 

5) 


а) 


А 


т 


а па 4 

В) 


Фиг. 12: 


а — структурная схема системы регулирования напряжения; б — характери¬ 
стика н, э. при постоянной скорости серводвигателя; в — характеристика 
н. э. при переменной скорости серводвигателя. 


коэфициента усиления линейной части системы регулирования: необхо¬ 
димо было бы считать величину е ь на выходе нелинейного элемента про¬ 
порциональной не скорости, а напряжению на якоре серводвигателя. 
Напишем уравнения системы: 
уравнение возбудителя 

к г 

е ъ—\ +рТ 1 е 1 > 

уравнение генератора 

_ &2 

е * — \+рТг е *’ 

уравнение измерительного элемента 

е *~~ 1 + оТ 3 е ® ; 

уравнение нелинейного элемента 

е ъ = ] е * = м > 

уравнение серводвигателя 
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где к ѵ /? 2 » —соответственно передаточные коэфициенты возбудителя, 

генератора и измерительного элемента; 

7\—постоянная времени возбудителя; 

Т 2 — постоянная времени генератора; 

Т 2 — постоянная времени демпфера; 

Г 4 — время серводвигателя; 

N = • (а — относительное изменение регулируемого напряжения, 

при котором замыкаются контакты измерительного элемента;. 

Передаточная функция линейной части системы регулирования в ра¬ 
зомкнутом состоянии будет равна 


1 ^(усо) = 


1 

У (1)7*4 


П 


/=1 


Ьі 

і+У^Ѵ 


(75) 


Система астатична и имеет три апериодических звена. Нелинейный 
элемент имеет релейную однозначную характеристику, и поэтому его 
амплитудная характеристика г 0 лежит целиком на вещественной оси (см. 
фиг. 13, а). 

Значение величин отрезка, отсекаемого частотной характеристикой 
— 1ѴИР(/а>), на положительной вещественной оси дается уравнением 


/С = Л/Д^ 3 . 
и 


Т\ + 72+ 7з— 7 1 7 2 7 з(і) 0 

(і + т\«\) (і + 44) (і + ту 0 ) ’ 


где (о 0 




1 


• частота пересечения, т. е. частота, соот- 


7і7 2 + 7і7з + 7 2 7з 

ветствующая точке пересечения амплитудно-фазовой частотной характе¬ 
ристики с вещественной осью. 

Система будет устойчивой, если амплитудно-фазовая частотная харак¬ 
теристика — ІѴ^(уо)) не пересекает амплитудную характеристику г 0 , или 
иначе, если (фиг. 9, а) 

*<+• 

Обычно можно принять к ± = к 2 = к ѣ =\. Пусть далее 7 1 = 0,4 сек., 
Т 2 ~ 2 сек., 7 3 = 0,1 сек. Тогда для устойчивости необходимо, чтобы 

0,432 < 

/4 2. 


ИЛИ 


аТь>\ 0,432 = 0,275. 


При отсутствии демпфера (Г 8 = 0) для устойчивости необходимо, 
чтобы аТ 4 > 0,212 сек. 

Если принять, что зона нечувствительности составляет +2°/о (а=0,02), 
то время серводвигателя должно быть больше 13,75 сек. при наличии 
демпфера и больше 10,6 сек. при отсутствии демпфера. 

57* 
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Если /С > -тр, в системе возникают колебания с частотой <о 0 и ампли¬ 
тудой, определяемой точкой пересечения амплитудно-фазовой частотной 
и амплитудной характеристик (фиг. 13, а). 

Так как амплитудная характеристика г 0 двузначна, то точке пересе¬ 
чения будут соответствовать два значения амплитуды. Согласно критерию, 
изложенному в п. 3 , устойчивыми будут колебания с большей 
амплитудой. Значение амплитуды легко может быть получено, если на 

графике ^о =/(-^ (фиг. 13,6) отложить величину -у-; тогда точки 
пересечения 1 и 2 определят искомые амплитуды, причем точке 2 будет 



Фиг. 13. Амплитудно-фазовые частотные и амплитудные характеристики системы 

регулирования напряжения. 


соответствовать устойчивый режим колебаний, точке 1 — неустойчивый. 
Это значит, если начальное отклонение в системе будет меньше 

то колебания в системе не возникнут — система устойчива в малом и 
неустойчива в большом. 

Рассмотрим поведение системы регулирования напряжения при наличии 
зоны нечувствительности и серводвигателя переменной скорости. Харак¬ 
теристика нелинейного элемента для этого случая показана на фиг. 12 , в. 
Уравнение нелинейного элемента будет иметь вид 

е Ъ = 2^4 === 

где 

/Ѵ=г—-І— 

а (п — 1) 

Условие устойчивости будет 

К < (2 0 )яіп- 

Если принять п = 4, то -щ (см. фиг. 26). 
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Следовательно, система будет устойчива, если 

Т\ 0,432 < 1Ш 


ИЛИ 

а7\> 0,432-0,68 4-= 0,098 сек. 

О 

при наличии демпфера и 

аТ А > 0,33-0,68 -у = 0,076 сек. 

в случае отсутствия демпфера. 

При а = 0,01 соответственно должно быть Т А > 9,8 сек. при на¬ 
личии демпфера и Г 4 > 7,6 сек. в случае отсутствия демпфера. 

Сравнивая результаты расчетов для серводвигателя постоянной ско¬ 
рости и серводвигателя переменной скорости, видим преимущества по¬ 
следнего: устойчивость достигается при меньших значениях Т А при одно¬ 
временном уменьшении зоны нечувствительности (вместо а =0,02 в первом 
случае а = 0,01 во втором случае) и, следовательно, увеличении точности 
регулирования. 

б) Автопилот с серводвигателем постоянной скорости 

Структурная схема системы регулирования показана на фиг. 14, а. Регу¬ 
лируемый объект представляет собой самолет /. Регулятор состоит из 
измерительного элемента 2, работающего по отклонению и производной, 



Фиг. 14: 


Т 

I 


ф 


і) 


а — структурная схема регулирования курса самолета; б — характеристика 
нелинейного элемента. 


серводвигателя 3 постоянной скорости и жесткой обратной связи 4 . 
Характеристика нелинейного элемента (я. э.) показана на фиг. 14, б . Как 
и в предыдущем случае, будем пренебрегать временем разгона серво¬ 
двигателя. 
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Уравнения системы в упрощенном виде имеют следующий вид: 


уравнение самолета 

® = — Р (Р + М) ^ ’ 
уравнение измерительного элемента 


т=( ! + Рр)?; 


уравнение серводвигателя 


7): 


1 


рТ с 


Р\ 


( 76 ) 


уравнение обратной связи 

4' = т — 

уравнение нелинейного элемента 

/?=/ф = М/ 0 ф, 

где М=— (фиг. 14, (У). 

Передаточная функция линейной части системы будет определяться 
отношением ф к Р при обходе по линейной части системы. Она будет 
равна 

ѵ ^>=ж[Шт%+т}- < 77 > 

В дальнейшем удобнее рассматривать величину —N№(/'<0), т. е. 

—лиг с/ш) = — А=- Г + 4-1 (77а) 

уо)Г с я Іусо (уо) + уИ) ‘ Ь\ 4 


Сделаем подстановку 2=-^ и введем обозначения Л=|Ш; 5 = 
М 2 

— С=ЬМТ с а. Тогда уравнение (77а) принимает вид 

-ЛМГУО)^-^ [ ^ІД^І + І] = *№> + /><3). (776) 


Так как амплитудная характеристика 2 0 нелинейного элемента в данном 
случае лежит на положительной вещественной оси справа от точки 
/0), то, очевидно, условием абсолютной устойчивости системы будет 

У(й)> О 


или согласно уравнению (776) 


Б (1 + 122) 


1 > 0 . 


Это неравенство будет удовлетворяться при всех 2 при 

А+В> 1. 


(78) 


При таком условии амплитудно-фазовая частотная характеристика 
—N1^ (» (для значений 0 < 2 < со) лежит целиком в первом квадранте, 
и система устойчива при любом значении С. Если А В < 1, то ампли¬ 
тудно-фазовая частотная характеристика — N№(/( 0 ) будет иметь один из 
видов, графически изображенных на фиг. 15, а. Отрезок К. отсекаемый 
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характеристикой на вещественной оси, как это следует из равенства (776), 


равен 


/С = х(9 0 ) 


1 + 


где относительная частота пересечения 2 0 равна 


и поэтому 





(79) 



Фиг. 15. Частотные и амплитудные характеристики системы 
регулирования курса самолета. 


Система в отсутствии нелинейного элемента |і 0 =1| будет устойчи¬ 
вой, если К > 1, и неустойчивой, если К < 1. При наличии нелинейного 
элемента релейного типа система будет устойчивой, если (фиг. 15, а) 

1 <*<-=-. 

Если К > ^, возникают колебания с относительной частотой 

и амплитудой, определяемой уравнением 

/С = г 0 = 1 (80) 

''О 

Уравнению (80) соответствуют два значения амплитуд (фиг. 15, б), 
определяемых точками 1 и 2. Точка 1 согласно изложенному критерию 
устойчивости колебаний определяет устойчивый режим, точка 2 — 
неустойчивый, или, иными словами, колебания с малой амплитудой 
устойчивы, с большой — неустойчивы. Как видно из фиг. 15, б 1 ампли- 

А / — 

туда колебаний — не может быть больше у 2. 

а 7 

Если /С < 1, то в системе возникают колебания, амплитуда которых 
не может быть ограничена рассматриваемой нелинейностью. 


в) Релейная следящая система 

Принципиальная и структурная схемы релейной следящей системы 
показаны на фиг. 16. Угол рассогласования между задающей и прием¬ 
ной осями с помощью сельсинов, соединенных по трансформаторной 
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схеме, превращается в электрический сигнал е ѵ который после демоду¬ 
ляции поступает на усилительный контур. К выходу последнего под¬ 
ключено трехпозиционное поляризованное реле, которое управляет 
двигателем приемной оси. 


Сельсин 

датчик 


Сельсин 


Двигатель 



Фиг. 16: 

а — принципиальная схема релейной следящей системы: б — структурная 
схема релейной следящей системы; 1 — демодулятор; 2 — усилитель; 
3 — элемент запаздывания реле; 4 — серводвигатель; н. э. — нелиней¬ 
ный элемент; в — характеристика нелинейного элемента. 


Для простоты будем считать, что времена срабатывания и отпускания 
реле одинаковы и равны Т р и что реле не обладает гистерезисом и 
имеет характеристику, показанную на фиг. 16, в . 

Уравнения системы в упрощенном виде имеют следующий вид: 


уравнение демодулятора 
уравнение усилителя 


е 2 — 

(р)е 2 ; 


уравнение элемента запаздывания 

е А =.-е~ р Т р е 

уравнение серводвигателя 

Ѳ — 1 

мх ~ рТ(\+рТ м ) Ц ’ 

уравнение нелинейного элемента 

и = ]е А ~ Л/У 0 е 4 , 


( 81 ) 
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Уравнение обратной связи 

е 1 == ^2 (.®вх ®вых )> 

где к ѵ к 2 — соответственно коэфициенты усиления демодулятора и эле¬ 
мента обратной связи; 

ѴР 1 (р) — передаточная функция (в общем виде) усилителя; 

Т — время серводвигателя; 

Т и — электромеханическая постоянная времени двигателя с ре¬ 
дуктором. 

Определим условия, при которых в рассматриваемой системе будут 
отсутствовать колебания. 

Передаточная функция линейной части системы определяется отно¬ 
шением е 4 к и при обходе по линейной части системы. Она равна 

"^“тлчг< 82 > 


Будем предполагать вначале, что усилитель не имеет запаздывания 
и, следовательно, (уЪ) = А 3 , где к ъ — коэфициент усиления усилителя. 
Величина будет равна 


—ЛПГ(» 


У <*Т (1+У <*Т М ) а 


(83) 


Сделаем подстановку 2 = о)7 ж и введем обозначения 

_ Тр . _ кік 2 к 2 Т м а* вы х . нТм 

Т м ' аТ ~ ДѲ 


где <й вых . н — установившаяся скорость приемной оси при напряжении 
на двигателе, равном Ц; 

ДѲ — половина ширины зоны нечувствительности в единицах 
угла поворота приемной оси; 

ДѲ = -^ Г . 


Тогда уравнение (83) принимает вид 

—Ы\ѵ (/2) = - ж ~ 7й) = 1/(2) +/Ѵ (2). 

Релейная следящая система будет устойчивой, если амплитудно¬ 
фазовая частотная характеристика — іѴй7(у2) не пересекает амплитудную 
характеристику г 0 релейного нелинейного элемента, т. е. если 

^( 2 0 )<-^, ( 84 ) 

где 2 0 — относительная частота пересечения, равная наименьшему корню 
уравнения 1/(2) = 0. 

Соотношение параметров следящей системы, которые удовлетворяют 
условию (84), наиболее легко определяется из графического построения 
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(фиг. 17). Для этого строим нормированную амплитудно-фазовую 

1 те 

частотную характеристику — ^ + Щ и Р ади У С0М 20 П Р 0В0ДИМ окруж¬ 

ность до пересечения с амплитудно-фазовой частотной характеристи¬ 
кой [б]. Точка пересечения р определяет относительную критическую 
частоту пересечения & окр и угол у кр . 

Релейная следящая система будет устойчивой, если относительное 
время запаздывания будет удовлетворять неравенству 



г 

Фиг. 17. График для определения критического времени запаздывания 
в релейной следящей системе. 
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Таким образом, условие устойчивости приближенно может быть 
записано в следующем виде; 

Чкр 1 тс 


х < 


а, 


око О? 20 

и *окр 


или иначе 




Т < —- . 

Р 2 <»вых. н 


Если неравенство (84) не соблюдается, в системе возникают коле¬ 
бания. Относительная частота колебаний, равная относительной частоте 
пересечения, будет определяться уравнением * 


<% 2 0 


“о* 


Амплитуда колебаний находится из соотношения 

Щво) = К = г в . 


( 86 ) 


(87) 


Уравнение (87) аналогично уравнению (80) и определяет два значения 
амплитуд (см. фиг. 15, б ). В данном случае согласно критерию 
устойчивости колебаний будет устойчивой большая из амплитуд. Если 
начальное отклонение оси меньше АѲ, то колебания затухнут 

до нуля, если начальное отклонение больше ДѲ, то в системе 

возникнут колебания с амплитудой Значения и (“о”) 2 

определяются из фиг. 15, б . 

Допустим теперь, что усилитель имеет запаздывание и может быть 
представлен в виде инерционного звена с коэфициентом усиления й 3 и 
постоянной времени 7^, тогда 

и соответственно величина — N4? (/2) принимает вид 

Ое~^ 


лггс/°)— ;а(1+ “;, (1 +іа) =с/ ( а)+л^). (88) 


где 


т 

у т' 


Система будет устойчивой, если 

Ѵ(&оХ^Г> 

где 2 0 — относительная частота пересечения, равная наименьшему корню 
уравнения V((2) — 0. 


* Уравнение (86) получается из условия V (й) =* 0. 
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Задачу наиболее наглядно можно решить графически. Для этого 
следует построить ряд нормированных амплитудно-фазовых частотных 

характеристик — — ^ -{-уйт ) ' П Р И Р азличных значениях т у (фиг. 18). 

Если эта характеристика при заданном т у отсекает на вещественной оси 



отрезок, больший 


то система 


7С 

~2С ’ 

неустойчива в большом при любом 
значении т. Если отсекаемый отре¬ 
зок меньше то нахождение пре¬ 
дельного т производится построе¬ 
нием, приведенным в примере, когда 

т у = °- 

При весьма малом времени за¬ 
паздывания реле можно с некоторой 
погрешностью представить реле в 
виде апериодического звена с по¬ 
стоянной времени, равной времени запаздывания Т р . В этом случае урав¬ 
нение (88) становится аналогичным уравнению (75) и задача решается 
так, как показано в примере „а“. Исследование релейных следящих 
систем с использованием излагаемого метода приведено в [6]. 


Фиг. 18. Амплитудно-фазовые частот¬ 
ные и амплитудная характеристики 
релейной следящей системы. 


г) Влияние сухого трения на устойчивость систем регулирования 

Рассмотрим систему регулирования, в которой нелинейный элемент 
с сухим трением включен последовательно с линейной частью системы 
регулирования согласно схеме фиг. 10. Анализ такой системы в первом 
приближении сводится к исследованию уравнения 

Согласно изложенному выше методу необходимо рассмотреть взаим¬ 
ные расположения амплитудно-фазовой частотной характеристики 
— ѴР (уо>) и амплитудной характеристики г. Амплитудная характеристика 
нелинейного элемента с сухим трением при N—1, т. е. характеристика 

г 0 ("о")’ показана на Ф иг * 30. Поэтому взаимное расположение харак¬ 
теристик определяется видом только амплитудно-фазовой частотной 
характеристики — іѴ1Г(уа)). 

Некоторые из возможных случаев взаимного расположения характе¬ 
ристик показаны на фиг. 19. 

На фиг. 19, а показана амплитудно-фазовая частотная характери¬ 
стика —-Л/’1^(усо), которая не охватывает точку (1, у’О) и не пересекает 
амплитудной характеристики г 0 . Такая система, будучи устойчивой 
в отсутствие нелинейного, элемента (сухого трения), остается устойчивой 
и при его наличии. 

На фиг. 19, б показана амплитудно-фазовая частотная характери¬ 
стика — іѴІГ(/со), которая не охватывает точку (1, у0) и пересекает 
амплитудную характеристику г 0 в точке М. Эта точка определяет 
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частоту и амплитуду возникающих колебаний. Колебания эти устойчивы 
согласно изложенному критерию устойчивости колебаний. Таким образом, 
рассматриваемая система, будучи устойчивой при отсутствии нелинейного 
Элемента, оказывается неустойчивой (в смысле возникновения колебаний) 
при наличии нелинейного элемента. 

На фиг. 19, в показана амплитудно-фазовая частотная характери¬ 
стика — ЫѴ7 (у о)), которая охватывает точку (1,уО) и пересекает ампли¬ 
тудную характеристику г 0 в точке N. Точке N соответствуют неустой¬ 
чивые колебания. Система устойчива в малом. Это означает, что если 



Фиг. 19. Различные случаи взаимного расположения частотной 
и амплитудной характеристик. 

начальное отклонение меньше, чем соответствующее точке N, то коле¬ 
бания в системе не возникают, если же оно больше, то амплитуда 
колебаний возрастает и не может быть ограничена данным нелинейным 
элементом. 

На фиг. 19, г показан случай, когда характеристики пересекаются 
в двух точках N и М. Первая из них соответствует неустойчивым 
колебаниям, вторая — устойчивым. Если начальное отклонение меньше, 
чем соответствующее Точке ІѴ, колебания в системе затухают, если 
больше, то возникают колебания, определяемые точкой М. Поскольку 
амплитудно-фазовая частотная характеристика —ІѴ №(/<*>) не охватывает 
точку (1, уО), рассматриваемая система при отсутствии нелинейного 
элемента является устойчивой. 

На фиг. 19, д показан случай, когда характеристики не пересека¬ 
ются; при этом амплитудно-фазовая частотная характеристика — ЫѴ7(/Ъ) 
охватывает амплитудную характеристику г 0 . В этом случае линейная 
система, будучи неустойчивой при отсутствии нелинейного элемента, 
остается неустойчивой и при его наличии. 
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5. АНАЛИЗ СИСТЕМ РЕГУЛИРОВАНИЯ 
С НЕЛИНЕЙНЫМ ЭЛЕМЕНТОМ НЕНУЛЕВОГО ПОРЯДКА 

В некоторых случаях уравнение нелинейного элемента системы 
регулирования может быть задано в виде 


Р(р)х » + 4»(*а)=*1» 

(89а) 

где Р ( р ) — полином от р [р = или в виде 


дг а = ф(дг„ х г ). 

(896) 


где х х и х х входят не в линейной комбинации 1 . 

Уравнения (89а) и (896), описывающие нелинейный элемент, мы 
будем называть уравнениями ненулевого порядка в отличие от уравне¬ 
ния (61), причем для уравнения (89а) порядок уравнения будем опре¬ 
делять степенью полинома Р (р). 

В качестве примеров систем, в которых уравнение нелинейного 
элемента дается в виде уравнения (89а), можно указать на систему 
с насыщенным генератором, на систему с нелинейной пружиной при 
учете массы подвижных частей, на электрическую цепь, содержащую 
нелинейное сопротивление, и т. д. 

К уравнению вида (896) может привести задача регулирования по 
отклонению величины и ее производной, задача с нелинейной пружиной 
и нелинейным демпферным устройством и т. д. 


а) Система регулирования с нелинейным элементом, 
уравнение которого задано в виде Р (р)х 2 -\-$(х 2 ) — х ѵ 


Рассмотрим систему регулирования, уравнение которой имеет вид 


х з =№ л (р)х 2 ; 
х г = — х д ; 

Р(Р) Х 2 + ^( Х 2) = Х 1 


(90) 


Если искать решение для установившегося режима в виде 

х 2 — Л 2 8ІП 0 )/, 

то допускается существенная ошибка, так как х 2 представляет выходную 
величину нелинейного элемента, которая в системах автоматического 
регулирования наиболее резко (по сравнению с х г — входной величиной 
нелинейного элемента) отличается от синусоидальной функции. Такое 
соотношение величин х г и х 2 целиком обусловлено характеристикой 
линейной части системы как низкочастотного фильтра. Поэтому вначале 
целесообразно из выражения 

<»(*«)= У 


1 В противном случае уравнение (896) может быть переписано в виде 
* 2 — ? (я*і + Ьх і) — 9 (*), 

где % = ах\ + Ъх г , т. е. сведено к виду уравнения (61). 
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найти обратную функцию 


•'! = Г‘(У) = ФЫ (91) 

и далее, полагая у = Л 1 8іпо)^, решать задачу указанным выше методом 

х а = ^л О) Х 2 І 
х 1 == х в ; 

Ри<*)*г+У = х і‘> 

х і = 3 (А) У- 

Отсюда получаем 

* = + = ^ п ^ 

Таким образом, решение системы уравнений (92) сводится к построе¬ 
ниям, аналогичным тем, которые были приведены в п. 2. Необходимо, 
следовательно, для решения задачи построить амплитудно-фазовую 
частотную характеристику ѴР п (/о>) и амплитудную характеристику нели¬ 
нейного элемента /(А^). 



б) Системы регулирования с нелинейным элементом, 
уравнение которого задано в виде х 2 = Ф(х ѵ х г ) 

Уравнения системы регулирования в этом случае будут иметь вид 

*в =№(р)х 2 \ 1 

х% = Ф х ^), | (94) 


Как и в п. 2, будем искать решение для установившегося режима 
в виде 

х г = А х $іп (йі, 


тогда уравнения (94) принимают вид 

С/со) ЛГ 2 ; (95) 

х 2 = Ф (Л 2 8іп Ы; (оА 1 со8о){). (96) 

Согласно методу гармонического баланса последнее уравнение можно 
записать в виде 

x 2 =^(А 1 ;^і))x 11 (97) 

где 

^ (А г \ ю) = § , (Л 1 ; (*)) -]Ь {А х \ (о); 

2тс 

^(Лі^ш) ^ Ф(Л 1 8ійо)^; А± о) соз ш^) зіл 

о 
2 * 

Ь (А г ; ш) = ^ Ф (А г зіп о)^; А 1 о) соз Ы) соз Ыйі. 

о 
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Таким образом, эквивалентный комплексный коэфициент усиления 
нелинейного элемента в данном случае зависит не только от амплитуды 
входного сигнала А х , но и его частоты о). В этом состоит существенное 
отличие полученных формул для эквивалентного комплексного коэфи- 
циента усиления от ранее найденных формул (64) и (66). 

Из уравнений (95) и (97) непосредственно следует: 

= (98) 

Построив сетку амплитудных характеристик г(А г ;а>) для разных 
значений со, можно уравнение (97) решить графически. Решение будет 
определяться точкой пересечений амплитудно-фазовой частотной харак¬ 
теристики — Н7(уо)) с амплитудной характеристикой г(А г ; (о), для 
которой частота ю будет совпадать со значением частоты на амплитудно¬ 
фазовой частотной характеристике в точке пересечения. 


в) Системы регулирования с несколькими нелинейными элементами, 
между которыми включены линейные элементы 

Пусть дана система регулирования, состоящая из последовательно 
включенных двух линейных и двух нелинейных элементов (фиг. 20). 
Уравнения нелинейных элементов заданы в виде х 2 = Ф 1 (х 1 ) и х 4 = 
= Ф 2 (х 3 ). Между нелинейными элементами включены линейные элементы. 

Будем предполагать, что линейные 
элементы представляют фильтры низ¬ 
кой частоты. 

Это значит, что, допуская изме¬ 
нение входной величины я. э.-1 



(фиг. 20) — х х по закону х х = 
=А 1 8іп о)7, будем считать, что выход¬ 
ная величина л. э.-1 — х в также со- 
Фиг. 2ѵ). Структурная схема системы держит только первую гармонику, 
регулирования с двумя нелинейными Сделанное допущение, следова- 

элементами н. 5.-7 и н. э.-2, разъеди- те льно, предполагает, что высшие 
ненных линеиными элементами л. 5.-7 * 

и Лщ э _ 2 . гармоники, входящие в спектр х 2 , 

гасятся при прохождении через 
л. 5.-7. Мы предполагаем также, что указанное относится в равной мере 
к системе, состоящей из я. 5.-2 и л. 5.-2. Эти допущения имеют 
практически, как правило, тем большую силу, чем выше порядок 
уравнения, описывающий л. 5.-7 и л. 5.-2. 

Учитывая сказанное, можно написать следующую систему уравне¬ 
ний для структурной схемы, показанной на фиг. 20: 

х 2 = (Лд).^; 

* 8 = ^і(»*2= ^і(>)Л( л і)*і; 

= ^2 (I х 3 I ) = ^2 (I ^1 (А 0 ) /і (*^і) ^1 |) (/СО) (А}) Х х ) 

* 5 = ^2 и*)х 4 = Щ С/со) Л (I ^ С/ш) 1(А Х ) А г \) С/со) 7, (Л^; 

X* = —X, . 
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Из последних двух уравнений следует 

— Г, О) ѴР 2 (» = ,у і(Лі) (У») Л (ЛМ,І) • 

Обозначая 

^(/®)^2(/®)=^С/«>) 

И 

7ТТа|) =: ' г ( І а І^’ 

получим 

- и^С/ш) = ^ (Д Л ) * 2 (| ^ (/со) і* (Л*) л, |) 

ИЛИ 

— Т^С/со) = 2 Г Я (Л 1 ; со), (99) 

где 

(Л і; со) = (Л,) 2г. ( |^ (усо) Л (А,) А г |). (99а) 

Уравнение (99) можно решить графически: левая часть представляет 
амплитудно-фазовую частотную характеристику линейной части системы, 
правая — приведенную амплитудную характеристику нелинейной части, 
которая должна быть построена для разных значений А г и (о 2 (семей¬ 
ство амплитудных характеристик при со == сопзі). Точка пересечения 
амплитудно-фазовой частотной характеристики линейной части системы 
с амплитудной характеристикой нелинейной части при условии, что 
частоты в точке пересечения для амплитудно-фазовой частотной харак¬ 
теристики и амплитудной характеристики совпадают, определяет зна¬ 
чение Л 2 и (о. Подобные построения можно провести при наличии не 
двух, а большего количества нелинейных элементов, разъединенных 
линейными элементами. Необходимо отметить, что построения сильно 
усложняются с ростом числа нелинейных элементов. 

В качестве примера рассмотрим систему регулирования, состоящую 
из четырех последовательно соединенных элементов, из которых два 
нелинейны. Характеристика первого нелинейного элемента показана 
на фиг. 21, а, второго — на фиг. 21,6'. Передаточная функция пер¬ 
вого линейного элемента пусть будет ѴР 1 (р) и второго— № 2 (Р)- Для 
решения задачи об автоколебаниях необходимо согласно уравнению (99) 
построить приведенную амплитудную характеристику г' п (А х ; (о), кото¬ 
рая задается уравнением (99а). 

Крутизна нелинейных характеристик в обоих случаях принята рав¬ 
ной единице (1^^ = = 1) (фиг. 21). Если крутизна отлична от 

единицы, то соответствующий множитель следует ввести в переда¬ 
точную функцию первого или второго линейного элемента. Будем 
измерять амплитуды колебаний в относительных единицах. В этом слу¬ 
чае уравнение (99а) перепишется в виде 

*)= г '(4гЬ(-|)- 

где 

^іО)Л (— . 
іи ’ 1 V Лі ) а.\ 02 


А 

йо 


68 Коллектив авторов 1309 
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На фиг. 21, в приведены амплитудные характеристики и 

Задаваясь значением — и зная величину а также ам- 

\ #2 / а 1 а 2 
плитудно-фазовую частотную характеристику первого линейного эле¬ 
мента — Ѵ7 Х (/о)), можно для заданного о) построить приведенную ампли- 




а — характеристика первого нелинейного элемента г,; б — характеристика второго нелинейного 
элемента г 2 ; в—приведенные амплитудные характеристики % п 1 при <о= соп${. 


тудную характеристику Общий вид этих характеристик для 

разных значений о) показан на фиг. 21, а. Если модуль 11^ (уо)) с уве¬ 
личением о) уменьшается, что обычно имеет место, то характеристики 

П ^ И ° ) = С0П8 * с У вел ичением о) будут охватывать друг друга. 


Имея сетку характеристик г п П Р И о> = сопзі, необходимо для 


решения уравнения (99) построить амплитудно-фазовую частотную харак- 
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теристику линейной части систему— Ц7(уо))= — ^(/(о) 1Г 2 (/а)). Точка 
пересечения характеристики—И7(/(о) с характеристикой при 

условии, что частоты для обеих характеристик совпадают, определяет 
значение — и о). Для каждого конкретного случая можно определить 

а і 

условия, при которых автоколебания не возникают, т. е. когда харак¬ 
теристики— ѴР(т) и х п не пересекаются и не охватывают 

друг друга. 


6. СТАБИЛИЗАЦИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ РЕГУЛИРОВАНИЯ 

При анализе линейных систем регулирования иногда в качестве 
грубой оценки их качества рассматривают максимальную величину отно¬ 
шения выхода к входу системы — М т при изменении частоты сигнала 
на входе от 0 до со. Считают, что система в первом приближении удов¬ 
летворительна, если М т < 1,2. 


Щ(Р) уф ѴЬ(Р) 



Фиг. 22. Структурная схема следящей системы. 


Подобный метод оценки качества может быть использован при ис¬ 
следовании нелинейной системы. В этом случае результаты должны 
рассматриваться, конечно, как первое грубое приближение. 

Рассмотрим нелинейную следящую систему, структурная схема кото¬ 
рой показана на фиг. 22. Если входная величина х 0 изменяется по гар¬ 
моническому закону и в нелинейной системе при этом возникают коле¬ 
бания, первая гармоника которых имеет частоту входной величины, то 
можно написать следующее уравнение: 


где 


МО' о>) = 


*4 

*0 


1 + Н7 (/»)./ ( 4 )’ 


ГС/ш)=1Г 1 С/®)1 Г,(/ш); 


( 100 ) 


А — амплитуда величины х 2 на входе нелинейного элемента. 
Уравнение (100) может быть представлено в виде 


58* 


М(» = 


Ц?С/У) 

44)+ *'<'"> 


лпрсм 

г 0 + ЫЩМ 


(100а) 
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или 


М(уш) = 





(Г Сл »)]- 1 + ■'(*■“•) 


44) 

[ЛГГ(/<о)]-і+У 0 (4) 


(1006) 


В первом случае для графического определения М{] со) необходимо 
построение амплитудно-фазовой частотной характеристики — N ѴР (уи>) 



Фиг. 23. Амплитудно-фазовая частотная 
и амплитудная характеристики нелинейной 
системы. 


и амплитудной г 0 



во вто¬ 


ром случае — соответственно 

[ЛМГ (/©)]-» и - Л (4)- 


Воспользуемся вторым, в 
данном случае более удобным, 
приемом. Амплитудно-фазовая 
частотная характеристика и 
амплитудная характеристика 



показаны на фиг. 23. 


Определим величину | М (/со) | 
для данного значения ампли¬ 


туды і и частоты о). Ампли¬ 
туда определяет точку В і 


Частота о) — точку С (см. фиг. 23). Согласно равенству (1006) и 
фиг. 23 имеем 


М = \М (»| = 



[ЛИГ (/»)]-!+У 0 (4*) 



( 101 ) 


Для данного значения у—} отрезок ОВ остается постоянным, и. 

таким образом, величина М будет изменяться при изменении частоты (о 
вследствие изменения отрезка ВС. Величина М будет максимальна при 
минимальном значении ВС: 


М 


т 


ОВ 

ВС т \ п 


( 102 ) 


Величина ВС т1п определяется как минимальный радиус окружности, 
касающейся амплитудно-фазовой частотной характеристики и имеющей 
центр в точке В. Частоту в точке касания (фиг. 23), соответствую¬ 
щую максимуму М , обозначим (о т . Указанным построением можно для 

каждого значения определить М т и (о ш . На фиг. 24 показан вид 
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кривых М т (4) и а т (4) 


для частного случая. При больших значениях 



величина М т меньше, и поэтому можно считать, что отработка 


больших возмущений происходит с меньшими колебаниями, чем отработка 
малых. Удовлетворительные резуль¬ 
таты получаются, если наибольшее 
значение М т меньше 2 и для боль¬ 
ших значений ~ не превышает 1,3. 

В тех случаях, когда качество 
процесса регулирования неудовлет¬ 
ворительно, введение корректирую¬ 
щих контуров, деформируя ампли¬ 
тудно-фазовую частотную характери¬ 
стику, может значительно улучшить 
характер переходного процесса. 

В одном примере релейной сле¬ 
дящей системы можно было получить 
сравнительно удовлетворительные результаты путем увеличения зоны 
нечувствительности (уменьшение величины ІѴ), и значительно лучшие 
результаты были получены при использовании корректирующего кон¬ 
тура из сопротивления и емкости. Переходный процесс во втором слу¬ 
чае оказывается более удовлетворительным, и зона нечувствительности 
сокращалась примерно в 8 раз. 


М(п^т 



Фиг. 24. Графики зависимости (част¬ 
ный случай). 


7. НЕЛИНЕЙНАЯ СИСТЕМА ПРИ ГАРМОНИЧЕСКОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 


Рассмотрим поведение нелинейной системы, к которой приложено 
гармоническое воздействие *. Предположим, как и ранее, что частота 
первой гармоники установившихся колебаний в системе равна частоте 
воздействия. В этом случае согласно схеме (см. фиг. 22), можно на¬ 
писать: 


ІРіСАО 


і +г (м ^ (4) 


ѵ 0> 


(103) 


где 

* 0 = * 0 т е м ; Г (» = Щ (уш) Г 2 С/ш); 


А — амплитуда первой гармоники х 2 . 

Уравнение (103) позволяет весьма просто определить значение ам¬ 
плитуды возмущающего воздействия х ш при заданном значении его 
частоты о, если задаться величиной Л. 


и 1 Способ построения амплитудно-фазовых характеристик замкнутой нели¬ 
нейной системы, при котором используется эквивалентный комплексный коэфи- 
циент усиления и обратная амплитудно-фазовая частотная характеристика 
линейной части, был предложен М. А. Айзерманом. Здесь приводится несколько 
измененное построение. 
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Рассмотрим два случая. 

Первый случай: ИР 1 (/ (0 )=1. 

Согласно уравнению (103) имеем 

х 2 _____ 1 _ [Щ~ 1 = [Ы\У]- Х 

х о 1 + Ш [Vр\- ^ + ^ [ЛП^Г 1 -}-^ 


(104) 


Амплитуда А при заданном значении а определяет точку В на ам¬ 
плитудной характеристике У 0 , частота о) определяет точку С 

на амплитудно-фазовой частотной характеристике [Л/^(/и>)] -1 (см. 
фиг. 23). 

Из уравнения (104) и фиг. 23 следует: 


х 2 

*0 


А = [АГ]- 1 

х 0 т [ДПРТ^ + Уо 


ОС 
ВС 9 


откуда 


х 


0 т 



(105) 


фаза колебаний х 2 определяется углом у х (см. фиг. 23). 
Второй случай: Ц7 а (ую) = 1, т. е. 1^(уо ) )= 

Согласно уравнению (103) имеем 

_1_ 

х 2 _ ѴР (Уо>) __ N 




откуда 


и 


х 2 1 А __ А _ А 

*о I Чт~ |[АИ7]“ 1 + У 0 | _ ВС 


х от — ВСЫА . 


(106) 


Фаза колебаний х 2 определяется углом у 2 . 

В случае, когда ѴР 1 (уЪ) Ф 1 и ѴР 2 {](і>)Ф\^ построения усложняются. 
Если заданы частота о) и амплитуда х 0т возмущающего воздействия, 
то задача йахождения точки С на амплитудно-фазовой частотной харак¬ 
теристике и определение амплитуды А сводятся к нахождению точки 
В на амплитудной характеристике, которая удовлетворяла бы уравне¬ 
ниям (105) или (106). Более полно этот вопрос рассмотрен в [8]. 


8. ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭКВИВАЛЕНТНОГО КОМПЛЕКСНОГО КОЭФИЦИЕНТА 
УСИЛЕНИЯ НЕКОТОРЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Значений эквивалентного комплексного коэфициента усиления нели¬ 
нейного элемента определяется уравнениями (64) и (66). Определим ве¬ 
личину нормированного эквивалентного комплексного коэфициента уси¬ 
ления нелинейного элемента У 0 == -}-у# 0 и величину А/ для 

ряда нелинейных характеристик. 
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а) Характеристика показана на фиг. 25. Значение і 0 опреде¬ 


ляется соотношением 

'•( 4 )='- 

где а = агсзіп ; N = агсі& р. 


2а — 8ІП 2а + 4 —~г СОЗ а 
А 


График Л (■“) приведен на фиг. 25* 

б) Характеристика показана на фиг. 26. Значение і 0 опреде- 


ляется соотношением 



Графики /г ) приведены на фиг. 26. 

в) Характеристика показана на фиг. 27. Значение опреде¬ 


ляется соотношением 


^ (А\ = ± 

\ а ) тс 


8ІП 2а , СОЗ а' 

I Г 


А_ 

а 


а В 

а= агсзіп ; /Ѵ= атсі§ (3 = — . 


График приведен на фиг. 27. 

г) Характеристика показана на фиг. 28. Значение Л(~^) опреде¬ 


ляется соотношением 


Г (А) = ± «т/ 1 _ («Л*. ы=—. 

0 \ а ) тс А г \ А ) 9 а 

График приведен на фиг. 28. 
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д) Характеристика показана на фиг. 29. Характеристика неоднозначна, 
и поэтому Ь 0 Ф 0* Значение определяется соотношением 

(4) = л(4)+а(4) • 

где 

( А\ 2ГЗ а , 8ІП 2а , а 0 *] 

Ы = ^[4 ТС -2- С08а + -4- + Т 2с05а ] ; 

ь » (4) в 4[-4+ в,пгв +Ч™ 2а ) ; 

а = агсзіп Г1 — 2 : ы(М 1 I I 


Л/’ = агс1§'р. 

Подставляя значение а в выражение 
&о(4). получим 



& о(4)=І[-!+ 8іп2а + „г 1 I 

I _1_ 9 ] __ _4 4 ._ а\ 0 / 2 3 X 

' 4 008 а ] к А \ А )* Фиг. 30. Амплитудная ха¬ 

рактеристика нелинейного 
что совпадает с результатом, непосред- элемента с сухим трением 
ственно получаемым согласно уравнениям или зазором. 

(65) и (65а). 

Графики и (■“) приведены на фиг. 29. 

Амплитудная характеристика г 0 ) приведена на фиг. 30. 

е) Характеристика показана на фиг. 31. Значение ^о(~’> опре¬ 
деляется соотношениями 

л (4.*)=(4» т ) +а( 4 * т )— і л і е ~ п » 

где 

& 0 (4» т ) = 4 * 4 (со8 “і — со8 аг): 
ь о (4» т )=44 (8іп ^“ 8іпа і ): 


. а . та 

= агсзіп ; а 2 = те — агсзіп ; 


а 


Подставляя значение а 2 и а 2 в выражение Ь 0 (^~ 9 пг^ у получим 

Ь 0 (4 ’ т ) = 4 ■ 4 (8ІП «2 - 8ІП 04 ) - 4 ( 4) 2 о — »). 

что совпадает с результатом, непосредственно получаемым согласно 
уравнениям (65) и (65а). 
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4 

Графики |і 0 | и Т в функции ■— приведены на фиг. 31 для различ¬ 
ных т . На фиг. 32 приведены амплитудные характеристики г 0 для раз¬ 
личных значений т. 

При исследовании вибрационных регуляторов особый интерес пред¬ 
ставляет случай, когда пг = — 1 и характеристика имеет вид, графи¬ 



чески изображенный на фиг. 31. Выражение для і 0 (—) упро¬ 
щается и имеет вид ' а ' 

/ л \ 

I Л, I е-п , 


44 ) 


где 


\ы=- 


а 

7 


Т= агсзіп-^-, 


отсюда 


4444 


-еп. 


Амплитудная характеристика г 0 в этом случае 


представляет 


прямую, параллельную вещественной оси на расстоянии ~ от нее 
(фиг. 32). 4 

Более подробно вычисление эквивадентного комплексного коэфициента 
усиления нелинейных элементов приведено в [2] и [4]. 
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ГЛАВА XXXIV 

СОПОСТАВЛЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ И ОБЛАСТЬ ИХ ПРИМЕНЕНИЯ 

В двух предыдущих главах были изложены два различных приема, 
применяемых для приближенного определения периодических режимов, 
которые могут устанавливаться в системах автоматического регулиро¬ 
вания, содержащих нелинейный элемент. 

Один из этих приемов (глава XXXIII) использует метод гармонического 
баланса, предложенный Н. М. Крыловым и Н. Н. Боголюбовым [3], 
а другой прием (глава XXXII) был разработан Б. В. Булгаковым [2] на 
базе метода Пуанкаре [1]. Необходимость применения таких методов 
вызвана тем, что точное решение задачи об определении периодических 
режимов может быть проведено лишь в наиболее простых случаях, 
когда нелинейная характеристика составлена из отрезков прямых. Даже 
в этом сравнительно простом случае построение точных решений 
сопряжено с громоздкими выкладками, так что рассмотрение каждой 
новой задачи требует самостоятельного исследования, выходящего далеко 
за пределы обычных инженерных расчетов 1 . 

В тех случаях, когда необходимо получить результат сравнительно 
простыми расчетами и построениями, приходится обращаться к помощи 
приближенных методов. Разумеется, упрощения, которые вносятся ими, 
опираются на далеко идущие гипотезы, ограничивающие область при¬ 
менения таких методов. Чтобы выяснить область применения тех методов, 
о которых выше шла речь, необходимо проанализировать гипотезы, 
положенные в их основу, и выяснить, в какой мере условия этих 
гипотез выполняются в системах автоматического регулирования [10]. Этот 
анализ позволит одновременно сопоставить различные приближенные 
методьГ и выяснить, в каких случаях эти методы приводят к одинако¬ 
вым, а в каких к различным результатам и какие из этих результатов 
более точны. 

1. УСЛОВИЯ СИНУСОИДАЛЬНОСТИ УСТАНОВИВШИХСЯ КОЛЕБАНИЙ 

Оба метода, описанные в главах XXXII и XXXIII, исходят прежде 
всего из предположения, что рассматриваемые колебания по форме 
мало отличаются от синусоидальных. 

1 Исключение составляют релейные системы, для которых точные методы 
определения периодических режимов доведены до простоты. Этому кругу 
вопросов посвящен следующий раздел книги. 
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$■ 


х, 




\линейн ый х 2 
Элемент ~ 


Линейная 

система 


Фиг. 33. Система с нелинейным 
элементом. 


При каких условиях такое предположение можно считать обос¬ 
нованным? 

Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим установившийся коле¬ 
бательный режим в цепи, состоящей из произвольной линейной системы, 
замкнутой через нелинейный элемент (фиг. 33). Предположим, что 
колебания входной координаты нелинейного элемента х 1 точно синусои¬ 
дальны. Тогда колебания выходной координаты нелинейного элемента х 2 
отличаются по форме от колебаний на входе и являются уже несину¬ 
соидальными. Разложим эти колебания координаты х 2 , вызванные гармони¬ 
ческим воздействием, поданным на вход нелинейного элемента, в ряд Фурье. 

Если характеристика нелинейного элемента несимметрична, ряд этот 
будет содержать свободный член, т. е. колебания выходной координаты 
будут происходить относительно 
средней линии, смещенной по отно¬ 
шению к средней линии входных 
колебаний. Кроме того, ряд этот 
будет содержать гармоники, т. е. 
гармоническое воздействие на входе 
нелинейного элемента порождает 
на выходе нелинейного элемента 
спектр частот. Все составляющие 
колебания этого спектра действуют 

на линейную часть системы. В силу принципа суперпозиции, свойствен¬ 
ного линейным системам, каждое составляющее колебание этого спектра 
пропускается линейной частью системы независимо от остальных соста¬ 
вляющих колебаний. Амплитуда и фаза каждой составляющей на выходе 
линейной части системы отличается от амплитуды и фазы соответствую¬ 
щего колебания на ее входе, причем это изменение амплитуды и сдвиг 
фазы могут быть определены по амплитудно-фазовой характеристике 
линейной части системы*. 

Из изложенного следует, что действие синусоидального возмущения 
на нелинейный элемент порождает на его выходе спектр и что 
все линии этого спектра проходят через линейную часть системы, 
изменяясь по величине, но новые линии при этом не появляются. 
Следовательно, само предположение, что колебания координаты х х могут 
быть синусоидальными, оказывается ошибочным. Установившиеся коле¬ 
бания каждой координаты системы содержат все частоты, порождаемые 
нелинейностью^ и различие между спектрами колебаний для разных 
координат состоит лишь в различии амплитуд и фаз, но колебания 
любой из координат содержат одни и те же линии в своем спектре. 

Колебания координаты х х можно рассматривать близкими к синусои¬ 
дальным лишь в тех случаях, когда амплитуда основной гармоники 
несоизмеримо больше амплитуды остальных гармоник. 

Это может иметь место, во-первых, тогда, когда амплитудная харак¬ 
теристика линейной части системы имеет большой и острый максимум 


1 Для этого надо отметить на амплитудно-фазовой характеристике точку, 
соответствующую рассматриваемой частоте, и провести вектор из начала коор¬ 
динаты до этой точки. Модуль вектора равен отношению амплитуды, а аргу¬ 
мент его — сдвигу фаз. 
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находится на границе устойчивости. Простейшим примером такого рода 
может служить система, у которой линейная часть мало отличается от 
консервативной или содержит хотя бы одно консервативное звено, не 
охваченное обратными связями. 

Наличие консервативного звена не обязательно для того, чтобы 
система была на границе устойчивости, и в случае если система содержит 
обратную связь, она может быть выведена на границу устойчивости 
увеличением коэфициента усиления (фиг. 36). В этом случае максимум 
на амплитудной характеристике свидетельствует о том, что рассматри¬ 
ваемая система близка к линейной системе, хотя и не консервативной, 
но выведенной на границу устойчи¬ 
вости. 

Разумеется, частота, при кото¬ 
рой характеристика имеет острый 
пик, совпадает с мнимой частью пары 
либо чисто мнимых корней, либо 
пары комплексных корней характе¬ 
ристического уравнения, с достаточно 
малой действительной частью. Следо¬ 
вательно, если мы говорим, форму¬ 
лируя какой-либо метод исследова- Фиг. 36. Система с внутренней обрат- 
ния, что рассматриваемая система ной связью, 

близка к линейной консервативной, 

либо что она близка к линейной системе, хотя и не консервативной, 
но такой, что ее характеристическое уравнение имеет пару чисто мни¬ 
мых корней, то тем самым мы утверждаем, что выполняются условия 
гипотезы авторезонанса и, кроме того, подтверждаем, что рассматривае¬ 
мая нелинейность мала по модулю и, следовательно, малы амплитуды 
порождаемых нелинейностью гармоник. 

Наоборот, наличие среза, в той же степени гарантирующего малое 
отличие колебаний координаты х г от синусоидальных, не связано с тре¬ 
бованием близости рассматриваемой системы к линейной, находящейся 
на границе устойчивости. Поэтому в случае авторезонанса линейная 
часть системы имеет порождающую частоту, соответствующую частоте 
пика (или мнимой части чисто мнимых корней характеристического 
уравнения, близкого к мнимой оси), а в случае среза порождающих частот 
нет. В этом случае все корни характеристического уравнения линейной 
части системы могут быть просто отрицательными действительными 
числами. Например в случае системы, которая описывается уравнениями 

(7Ѵ+ \)(Т 1 р + 1)(Т 2 р + 1)х 1 = кх,-, х г = Ф{ Хі ), 

т. е. тогда, когда линейная часть системы содержит консервативное 
звено, выполняются условия гипотезы авторезонанса, а в случае системы, 
описываемой уравнением 

п 

П (7)р+ 1 )х 1 = кх 2 \ Х г = ф(х г ), 
у=1 

когда линейная часть системы составлена из последовательно включен¬ 
ных апериодических звеньев, при достаточно большой постоянной 
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времени хотя бы одного из них или при достаточном их числе выпол¬ 
няются условия гипотезы среза. 

Наконец, в случае системы, имеющей уравнение 

[Д (7> + 1 ) + О + р) **,] = ф (*і). 

где к кр — критическое значение коэфициента усиления й, выполняются 
условия гипотезы авторезонанса, если параметр [х мал, а условия 
гипотезы среза могут выполняться и при больших значениях этого 
параметра. 

Из изложенного следует, что возможность установления колебаний, 
близких по форме к синусоидальным, далеко не всегда требует близости 
системы к линейной, имеющей порождающую частоту, и может быть 
обусловлена часто иными соображениями, не связанными с наличием 
порождающей частоты и основывающимися не на колебательных, 
а, наоборот, на фильтрующих свойствах линейной части контура. 

2. ДВЕ ГРУППЫ ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ 

Самые различные приближенные методы, применяемые для прибли¬ 
женного определения периодических режимов, могут быть разбиты на 
две группы. 

К методам первой группы отнесем такие методы, которые исходят 
лишь из предположения, что искомые колебания синусоидальны и что 
эта синусоидальность обеспечивается свойствами системы, но не пред¬ 
полагают наличия порождающей частоты. При использовании этих 
методов отыскивается амплитуда и частота установившихся колебаний, 
причем искомая частота не связана какими бы то ни было заранее 
устанавливаемыми зависимостями с частотами, свойственными линейной 
части системы. Более того, методы этой первой группы вообще не 
предполагают наличия у линейной части системы порождающих частот. 

Методы второй группы, наоборот, исходят из того, что колебания 
не только близки к синусоидальным по форме, но и что частота этих 
колебаний либо равна порождающей частоте линейной части системы 
либо отличается от нее на малую величину, называемую поправкой на 
частоту. Эта поправка на частоту считается величиной того же порядка 
малости, как и входящий в уравнение малый параметр (х, обращение 
которого в нуль превращает рассматриваемое уравнение в линейное, 
имеющее порождающую частоту. 

К методам первой группы относится, например, метод, описанный 
в главе XXXIII. Типичным примером методов второй группы является 
метод, описанный в главе XXXII. Ко второй группе относятся также 
известные методы медленно изменяющихся параметров, метод уничтоже¬ 
ния секулярных членов, метод энергетических циклов Теодорчика и 
многие другие. 

Из изложенного выше следует, что методы второй группы исходят 
из того, что в системе выполняются условия авторезонанса, так как 
только в этом случае одновременно колебания близки к синусоидальным 
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и имеется порождающая частота. Методы первой группы, наоборот, 
в равной мере применимы как в тех случаях, когда близость колебаний 
к синусоидальным обусловлена авторезонансом, так и в тех случаях, 
когда эта близость обеспечена наличием среза. Если не выполнены 
условия ни авторезонанса, ни среза, то, разумеется, любой метод как 
первой, так и второй группы может привести к ошибочным резуль¬ 
татам. 

В системах автоматического регулирования условия гипотезы авторезо¬ 
нанса выполняются чрезвычайно редко 1 , а условия гипотезы среза значи¬ 
тельно более часто. Несмотря на это, часто применяют методы второй 
группы к рассмотрению такого рода задач теории автоматического регули¬ 
рования, считая, что система мало отличается от линейной, находящейся на 
границе устойчивости, в то время как система в действительности этим 
свойством не обладает. Хотя незаконность такого приема и очевидна, 
однако он приводит в ряде случаев к точным результатам, совпадающим 
с теми, которые получаются в результате применения к этим же задачам 
методов первой группы. Разумеется, такое совпадение получается 
далеко не всегда, и известно много случаев, когда незаконное приме¬ 
нение методов второй группы к задачам, где синусоидальность обусло¬ 
влена наличием среза, приводит к результатам ошибочным, причем 
ошибки могут быть не только количественными, но и качественными. 

Замечено, что совпадение результатов отмечается всегда, когда 
в результате исследования задачи методами второй группы обнаружи¬ 
вается, что поправка на частоту равна нулю, т. е. частота колебаний 
совпадает с порождающей частотой. Наоборот, в тех случаях, когда 
поправка на частоту отлична от нуля, обычно отмечаются существенные 
расхождения в результатах применения к одной и той же задаче 
методов первой и второй групп. 

Раньше чем перейти к выяснению причин этого обстоятельства, 
отметим, что из изложенного следует возможность рассматривать методы 
второй группы как частный случай методов первой группы, именно как 
тот частный случай, когда могут быть сделаны некоторые предвари¬ 
тельные высказывания о значении искомой частоты. 


3. ОБЩИЕ СООБРАЖЕНИЯ О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДОВ ПЕРВОЙ 
И ВТОРОЙ ГРУПП ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ 

Ограничимся случаем, когда характеристика нелинейного элемента 
однозначна, т. е. когда выходная координата нелинейного элемента 
однозначно определяется значением входной координаты и не зависит 
от ее производных. В этом случае при наличии на входе нелинейного 
элемента гармонического возмущения на его выходе возникает перио¬ 
дическое движение, разложение которого в ряд Фурье содержит основ¬ 
ную гармонику, совпадающую по фазе с гармоническим движением, 
поданным на вход нелинейного элемента. 


1 В отличие от радиотехнических задач и задач небесной механики, где 
они выполняются часто. Методы второй группы разрабатывались именно для 
решения таких задач. 
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Действительно [8], если .^ = Л зіп со/, то члены частоты оз в раз¬ 
ложении у = Ф^) = Ф (А зіп ю/) в ряд Фурье равны 

§ (Л) 8ІЛ (о/ -(- Ь (А ) С08 со/. 

2п 2к 

^ Ф(Лзіпг)со$ гйг = -^д ^ Ф(Л $\пг)(1(А зіп,г) = 

о о 

2к 

= -±. Г(АзіП г ) | , 

О 

где Р(о) является первообразной функцией для Ф (а). 

Из равенства 

Р (А 8Іп 2тг) = Р (А зіп 0) 

следует, что Ь(а)= 0 и колебания ^ = Л8 іпю/ и х 2 = § (А ) зіп со/ 
совпадают не только по частоте, но и по фазе. 

Для того чтобы в замкнутой системе могли установиться незатухающие 
колебания координаты х ѵ необходимо, чтобы колебания, прошедшие 
через всю разомкнутую цепь, совпали по фазе и амплитуде с колеба¬ 
ниями, подведенными ко входу этой цепи, т. е. необходимо, чтобы 
были удовлетворены условия фазового и амплитудного баланса *. 

Если нелинейный элемент не меняет фазы основной гармоники, то 
из условия фазового баланса следует, что в системе могут установиться 
только колебания, имеющие частоты, при которых не изменяется фаза 
и при прохождении колебаний через линейную часть цепи. 

Предположим теперь, что из системы удален нелинейный элемент 
и вместо него включен линейный безинерционный усилитель. Каждый 
раз, когда характеристическое уравнение системы при увеличении 
коэфициента усиления этого усилителя будет иметь пару чисто 
мнимых корней, их мнимая часть как раз и будет равна частоте коле¬ 
баний, которые проходят через систему без искажения фазы. 

Заметим теперь, что линейный безинерционный усилитель фазы не 
меняет. Следовательно, при этих частотах не меняет фазы и линейная 
часть системы, показанная на фиг. 33. Поэтому в этой системе и при 
наличии нелинейности, не меняющей фазы первой гармоники, колебания 
возможны только на частотах, равных мнимой части корня характери¬ 
стического уравнения системы, которая получается заменой нелиней¬ 
ного элемента линейным безинерционным усилителем. 

Предположим теперь, что вместо системы, показанной на фиг. 33, 
рассматривается система по фиг. 36, в которую включена отсутствую¬ 
щая в действительности линейная обратная связь. Предположим, кроме 
того, что коэфициент усиления мало отличается от критического. 


1 Если характеристика не нечетна, то должен быть увязан также баланс 
по нулевым составляющим, т. е. колебания, поданные на вход разомкнутой 
системы, и колебания, установившиеся в результате на выход из нее, должны 
происходить относительно одной и той же средней линии. 
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Но 

Ь(А) = 



В такой системе выполняются условия авторезонанса, и можно законно 
применить какой-либо метод второй группы. При этом будет получен 
вывод о точном совпадении частоты с порождающей частотой (поправка 
на частоту равна нулю). Из изложенного выше следует, что этот вывод 
верен и для системы, показанной на фиг. 33, хотя условия авторезо¬ 
нанса для нее не соблюдаются и методы первой группы, строго говоря, 
не могут быть применены. Разумеется, предполагается, что условия 
гипотезы фильтра выполнены и пренебрежение гармониками оправ¬ 
дано. 

Таким образом, в случае системы по фиг. 33 с однозначной ха¬ 
рактеристикой при выполнении условий среза можно условно пред¬ 
полагать , что выполняются условия авторезонанса , и не ошибиться , 
несмотря на это ложное предположение , при определении возможных 
частот периодических движений . 

Рассмотрим теперь случай, когда основная гармоника колебаний на 
выходе нелинейного элемента смещена по фазе по отношению к гармо¬ 
ническим колебаниям, подведенным к его входу. С таким положением 
встречаются в тех случаях, когда выходная координата элемента зависит 
не только от самой входной координаты, но и от скорости изменения 
входной координаты (например, при петлевой характеристике). В такого 
рода системах фаза первой гармоники колебания на входе нелинейного 
элемента не совпадает с фазой колебания на входе этого элемента, и 
колебания установятся, если сдвиг фазы в линейной части системы 
скомпенсирует сдвиг фазы в нелинейном элементе и если будут выпол¬ 
нены условия амплитудного баланса. Из фазового баланса следует, что 
в этом случае частота установившихся колебаний не совпадает с часто¬ 
той колебаний линейной системы на границе устойчивости, т. е. поправка 
на частоту отлична от нуля. 

При использовании методов второй группы уравнение движения 
содержит малый параметр (х, и поправка на частоту считается величиной 
порядка [х. Методы исходят из возможности пренебрегать в ходе 
выкладок величинами, порядок малости которых [х 2 и выше. Следова¬ 
тельно, поправка на частоту этими методами будет определена 
достаточно точно , только если (х мало . Применение этих методов 
к системам , которые малого [х не содержат , но содержат неодно¬ 
значную нелинейную характеристику , приведет к ошибкам , даже 
если в системе выполняются условия среза и пренебрежение гармо¬ 
никами оправдано. 

Значительно более точные результаты даст в этом случае примене¬ 
ние любого метода первой группы, основывающегося лишь на пренеб¬ 
режении гармониками и не предполагающего, что частота искомых 
колебаний близка к порождающей частоте линейной части системы. 

Из изложенного видно, что для суждения о том , могут ли ме¬ 
тоды второй группы {методы малого |х) быть использованы для при¬ 
ближенного определения периодических режимов , в каждом конкрет¬ 
ном случае необходимо знать характеристику нелинейного элемента 
{однозначна она или нет) и амплитудную характеристику линейной 
части контура {выполняются условия авторезонанса или среза или 
нет). 
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Рассмотрим теперь детальнее вопрос о сопоставлении методов пер¬ 
вой и второй группы применительно к задаче об определении периоди¬ 
ческих режимов. 


4, СОПОСТАВЛЕНИЕ МЕТОДОВ ПЕРВОЙ И ВТОРОЙ ГРУПП 
ПРИМЕНИТЕЛЬНО К ЗАДАЧЕ ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ 


Рассмотрим систему 

О (р) х х = М (р) [х 2 + С зіп со/]; 
х 2 = Ф(х 1 ). 


(107) 


Считая, что в системе реализуются условия среза, будем искать 
периодическое решение в форме 

х г — А зіп (о)/ — у). (108) 

Подставив уравнения (108) в (107), получим 


где 


А ѴР* 1 ( р ) зіп (со/ — у) = Ф [А зіп (со/ — у)] + С зіп со/. 


ѵ-Чр) 


р(р) 

М(Р) * 


(109) 


Ограничимся случаем, когда Ф (л:) — нечетная функция *, и разложим 
Ф[Лзіп(о)/ — у)] в ряд Фурье. Гармоники этого ряда подавляются при 
прохождении через линейную часть контура, и так как искомыми 
являются колебания координаты х ѵ то можно этими гармониками пренеб¬ 
речь. Тогда 

Ф [А зіп (о>/ — Т)1 ~ (Л) зіп (со/ — у) -{- АЬ (А) соз (со/ — у), (ПО) 

где 

2л 


И 


§■ (А ) = ^^ Ф [А зіп (со/ — у)] зіп о>/ йі\ 
о 

2л 

<о 

Ь (А) = -^-|*ф [А зіп (со/— у)] соз о>/*//. 
о 

Используя очевидные тождества 


\У - 1 (/о) зіп (ю/ — у) = Не 1 С/со) зіп (о>/ — у) + 
-)- ]т ѴР ~ 1 (усо) соз (о>/ — у) 


ЗІП со/ = соз 7 зіп (со/ — т) + ЗІП у соз (со/ — -у), 


( 111 ) 


1 Если Ф (лг) — не нечетная, а В (р) не содержит множителя р , то необходимо 
определить также и смещение средней линии, относительно которой происхо¬ 
дит колебание. Это усложняет выкладки, но не вносит ничего принципиально 
нового. Поэтому рассматриваем лишь нечетные характеристики. 
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сводим уравнение (109) к виду 

АЯе ИР “ 1 (уо)) 8 іп (о— у) -(- А]т 1 (уа>) соз (а>/ — у) = 

= (Л) зіп (о)^ — 7 ) + АЬ (Л) соз (о/ — у) -|- 

+ С СОЗ у 8ІП ((!>/ — у) + С 8ІП у СОЗ (о)/ — у). 

Приравнивая коэфициенты членов, содержащих зіп (со/—у), и чле¬ 
нов, содержащих соз (со/ — у), получаем систему двух уравнений с двумя 
неизвестными (Л и у): 

Л^ 1 Г- 1 (уо>) = Л^(Л) + Ссозт; | 

А]тѴ7~ 1 (уо>) = АЬ (А) -(- С зіп у. ] 

Если теперь умножить второе уравнение на у и сложить с первым, 
то придем к одному уравнению в комплексной записи: 

(/<•>) = ■/(Л)+ 4^’ (112) 


где 

ПА) = 8(А)+МА). 


Если положить в уравнении (112) С= 0, то получим уравнение для 
определения Л и о) в автоколебательных режимах: 


которое в форме 


1^- 1 (Уа)) = У(Л), 
Г(уа>) = г(Д), 


(113) 


где г(А) = было получено ранее в главе XXXIII. Там было опи¬ 
сано удобное построение для его решения *. 

Зная о) (при наличии внешнего воздействия) или определив его из 
уравнения (113) (в случае автоколебаний), можно по амплитудной харак¬ 
теристике линейной < части системы либо прямо по годографу И7“ 1 (у‘(о) 
или ѴР (уо>) проверить, удовлетворяет ли значение о) неравенству 


< О) < со 


где к — порядок первой порождаемой нелинейностью гармоники. 

Никаких предположений, кроме предположения о наличии среза, 
в приведенных выкладках не делалось, и, следовательно, нигде не пред¬ 
полагалось, что рассматриваемая система близка к линейной, имеющей 
порождающую частоту. 

Определим теперь периодические режимы, исходя из предположения 
о наличии авторезонанса, т. е. предполагая, что система близка к ли¬ 
нейной консервативной или к линейной неконсервативной, но находящейся 
на границе устойчивости системе, имеющей порождающую частоту о>. 

Положим поэтому в уравнении (107) Ф (л:) = к кр х -ф- |хФ 2 (*) и вы¬ 
берем к кр так, чтобы характеристическое уравнение линейной системы, 


1 Для случая Сф 0 аналогичное построение описано в [7]. 
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получающееся при [х = 0, имело пару мнимых корней +уо>, а осталь¬ 
ные его корни (если порядок системы выше второго) лежали слева от 
мнимой оси. Кроме того, ограничимся случаем автоколебательной си¬ 
стемы, т. е. положим в уравнении (107) С = 0. 

Будем искать периодические решения в форме 

х— і4зіп(оі (114) 

где 8а>— поправка на частоту. 

Следуя допущениям, применяемым обычно при использовании методов 
второй группы, будем считать поправку на частоту малой величиной 
порядка [х и будем пренебрегать членами, имеющими больший порядок 
малости. 

Подставив уравнение (114) в формулу (107), положив предварительно 
в уравнении (107) С = 0, получим 

Б(р)А&\п (ш + 8и>р = М(р)Ф [А зіп (Іо -{-8<о) /] . (115) 

Действуя далее совершенно так же, как и выше при подстановке 
решения в формуле (109), получим уравнение установившегося процесса: 

Б [/(ш + 8а>)]=У(А)ЛГ[/(т + 8«о)] . (116) 


Разложим /}[/( о>-[-^)] и М [у (о) -{- 8о>)] в ряды по степеням у*8о) 
и пренебрежем членами, содержащими 8и>* (к > 1), так как их порядок 
малости равен рЛ В результате получим 


Я (/«>) + 

+і 


\чт-\^-{ м <^ + 

ЛЩМ I _УН/м) = о. 

СІ] со |ш=(о ) 


(117) 


Вспомним теперь, что 

с? (дг) = к Кр х + |»Ф, (х) 


и, следовательно, 

^^А) = к кр + V >^ 1 (А). 


Подставим это выражение в уравнение (117) и пренебрежем членами, 
содержащими произведение Вюр./^Л), так как их порядок малости больше 
первого. 

В результате получаем уравнение 


где 


В (/о) — 7 (А) М (уо>) = — у А' (» 8о), 


А'(/<*) = 


СІ& (уо) 

СІ со=00 ’ 


( 118 ) 


а 
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А (уо>) = Л (уи>) — к кр М (/со). 



Из изложенного следует, что уравнение (118) получится и при при¬ 
менении любого другого метода, опирающегося на наличие авторезо¬ 
нанса, если в ходе выкладок считать поправку на частоту порядка [х 
и пренебрегать членами, порядок малости которых выше \і. 

Вернемся к уравнению (118) и* поделим теперь обе его части 
на М(і (о): 

1^-1 (>) _ У (Л) = —у 8 ( 0 . 


М (ум) 


Заметим теперь, что 

Д' (усо) = 
а так как 


а [й (усо) — к кр М (ум) 


й О(У»)-*,рМ(ум) 

М (уа>) ѵ 7 



со=со 

(І ./со 

со =* со 


Д (/(О) = Я О) - кМ (у<о) - О, 


то получим 


откуда 


Д' (усо) = М Суш) 


О (ум) — (ум) 

_Л1 (ум)_ 


Д' (у'(о) = Ж (уш) 


й[/<і> 

<№~ 1 (ум) 


Следовательно, 


—У 


. ДЧ^) 


м с/о>) 

и уравнение (118) сводится к виду 
у/-' = ] {А) — 


гіИ/- 1 (ум) 
с/о) 

^іу- 1 (ум) I 


с/со 


8 ( 0 . 


(119) 


Теперь легко сопоставить результаты, которые получаются для 
одной и той же задачи при применении методов, опирающихся на на¬ 
личие авторезонанса (т. е. методов второй группы) и опирающихся на 
наличие срезов (т. е. методов первой группы). 

Во втором случае амплитуда и частота находится пересечением 
порознь построенных годографов (уа>) и 7 (А) (фиг. 37, а). 

В первом же случае в силу уравнения (119) надо дополнить это 
построение касательной к годографу ѴР~ 1 и®) в точке о) = о), соответ¬ 
ствующей порождающей частоте, т. е. в той точке, где этот годограф 
впервые пересекает действительную ось слева от начала координат 
(фиг. 37, б). Амплитуда установившегося режима определяется отметкой 
годографа 7 (А) в той точке, где указанная касательная пересекает этот 
годограф, а поправка на частоту 8 со определяется отношением 


аш~ х ( ум) 


СІ<о 

(0=0) 


аА 


где аА — отрезок, показанный на фиг. 37, б . 
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Знак 8о) положителен, если направление векторов 

впадает, и отрицателен, если эти векторы направлены противоположно 
Из сопоставления построений, показанных на фиг. 37, а и ^ сле¬ 
дует, что значения частоты и амплитуды автоколебательных режимов, 
определяемые методами, основанными на наличии авторезонанса, и мето- 


а\р- 1 (/со) 

-СО- 

аю 



Фиг. 37. Обратная амплитудно-фазовая частотная характери¬ 
стика \Ѵ~ г (ую) линейной части системы и амплитудная 
характеристика ^(А) нелинейного элемента. 


дами, основанными на наличии среза, будут точно совпадать в тех слу¬ 
чаях, когда 7(Л)— действительная функция. Поэтому в таких случаях 
применение методов малого параметра [х к системам, не содержащим 
малого [х, но удовлетворяющим условиям среза, приводит к правильным 
результатам. Совпадение либо несовпадение с результатами точных 
методов зависит только от того, сколь точно удовлетворяются эти по¬ 



фиг. 38. Определение наличия пе¬ 
риодического режима по кривым 

и ?- 1 (/<■>) и ^{А). 


следние условия, и совершенно не за¬ 
висит от величины [х. 

Иначе обстоит дело в тех случаях, 
когда 7(Л) — комплексная функция Л. 
Амплитуды и частоты, определяемые 
методами малого |х, в таких случаях 
существенно отличаются от амплитуд 
и частот, определяемых методами, 
опирающимися только на наличие 
среза. 

Это различие может быть не только 
количественным, но и качественным. Так, 
например, в случае (фиг. 38) из мето¬ 
дов малого [х будет следовать отсут¬ 
ствие периодических решений, тогда 


как из уравнения (ИЗ) следует наличие периодического режима 


(точка А на фиг. 38). 

Расхождения эти не являются следствием пренебрежения гармони¬ 
ками (такое пренебрежение делается и в методах, основанных на усло¬ 


виях среза), а следствием пренебрежения членами, порядок малости 
которых превышает [х 2 . Чем меньше (х, тем меньше и эти расхождения. 
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Следовательно, в случае, когда 7(Л) — комплексная функция, при¬ 
менение методов, основанных на условиях авторезонанса (методов ма¬ 
лого [а), к системам, у которых пренебрежение гармониками основано 
на условиях среза, может привести к ошибкам. 

Наоборот, применение методов, основанных на условиях среза, к си¬ 
стемам, в которых осуществляются условия авторезонанса, не только 
не может привести к противоречивым результатам, но дает более точ¬ 
ное решение. 

Если, наконец, в системе не реализуются ни условия среза, ни усло¬ 
вия авторезонанса, т. е. если гармониками на выходе из линейной части 
контура пренебречь нельзя, то методы, основанные на условиях среза 
и авторезонанса, могут приводить к ошибочным результатам, причем 
ошибки эти будут тем более существенными, чем больше при прочих 
равных условиях амплитуды гармоник. 

Все выводы, полученные сопоставлением однотипных построений, 
к которым приводят в конечном итоге методы первой и второй групп, 
согласуются с выводами, которые были получены выше, исходя только 
из физических соображений. 

5. УСТОЙЧИВОСТЬ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ 

Переходя к исследованию устойчивости периодических режимов (авто¬ 
колебаний или вынужденных периодических движений в полосе захва¬ 
тывания), также можно исходить из условий среза или из условий 
авторезонанса. 

В первом случае нельзя считать, что процесс установления коле¬ 
баний после малого отклонения может рассматриваться как процесс 
медленного установления амплитуды и фазы колебания, имеющего ча¬ 
стоту ту же, что и в установившемся режиме. Во втором случае такое 
предположение возможно, и для малых отклонений от установившегося 
режима процесс установления ищут в форме 

х = А(і)зіп [а* — 1(01, (120) 

где А (О и і(0 считают функциями, изменяющимися медленно за 

2к 

период —. 

Функция Ф[Л(Озіпо>/ — 1(01 не является периодической и, следо¬ 
вательно, не может быть, строго говоря, представлена в виде ряда 
Фурье, но, исходя из медленного изменения А (О и у (і) за период, 
можно приближенно представить эту функцию в виде разложения в 
ряд Фурье, усредняя ее за период. 

В остальном мы временно не будем считать производные от А (і) и 
і(^) малыми величинами и не будем пренебрегать ими. Такое пренебре¬ 
жение будет сделано позже, и это позволит выяснить, в какой мере 
такое пренебрежение может отразиться на правильности выводов об 
устойчивости рассматриваемого колебательного режима. 

Будем рассматривать случай, когда на систему действует внешнее 
периодическое воздействие, так как автоколебательный случай полу¬ 
чается из него при С = 0. 
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Вернемся к уравнению (107) и, имея в виду малые отклонения от 
периодического режима, будем искать процесс установления в форме 

х= (Л 0 + ДЛ) 8ІП К- ( То + Д Т )]. (121) 

Подставим уравнение (121) в уравнение (107): 

й ( Р ) 1(Л 0 +• ДЛ ) зіп (а>( — То — А Т)1 =М(р)Х 
X {Ф [(Л 0 -(- ДЛ)зіп(ш^ — То — А Т)1 4" С зіп со/}. (122) 

Воспользовавшись указанными выше свойствами функции 

Ф і(л 0 + дл)зіп О»*—То — д т)Ь 

усредним ее за период 1 

Ф [(Д 0 + Д Д) 8ІП К — То — А Т)1 ~ (До + Д Д) \.§ (Д 0 + 

+ ДД) зіп (о— То — А Т) + ^ (До + Д Д) 008 ( ш * — То — А Т)1 • (123) 

Следовательно, выражение (122) сводится к виду 

О(Р) ((Д 0 + ДД)зіп — То — А тП =м(р) К л о + Д Д) і?(До 4" 

4- ДЛ) зіп (ш^— То — Дт) + (Д 0 + Д Д)*(Л 0 + ДЛ)соз(и>^ — у 0 — А Т>+ 

+ С зіп о»/] (124) 

или в комплексной записи 

О (р) [ (До + ДЛ)Л" лт “ +Лт) ] = м (р ) [і(Л 0 + ДЛ) (Л 0 + 

+ ДЛ) г**г ч (То+д ' ,) + Се м \ . (125) 

Воспользовавшись легко проверяемым тождеством 

5 (р) (() = е м 5 (р +» Ф ((), (126) 

где 3(р) — любой полином относительно р, преобразуем уравнение (125) 
к виду 

П(Р+ » (Д 0 + ДД) е _Лт ' ,+Лі() = 

= М (р +/( 0 ) У (Л 0 + ДЛ) (Л 0 + ДЛ) <Г Ліо+Аі,) + с] . (127) 

Если положить в уравнении (127) ДЛ = 0 и Ду^О, то получим 
уравнение (112), служившее для определения установившихся колеба¬ 
ний. Интересуясь теперь малыми отклонениями от этих установившихся 
колебаний, разложим нелинейные функции, содержащиеся в уравне- 


1 Предполагается, что разложение это не содержит свободного члена. Если 
такой член есть, а Ь ( р ) не содержит множителя р , выкладки усложняются, 
однако чего-либо принципиально отличного это в результаты исследования не 
вносит. 
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нии (127), в ряды по степеням ДЛ и Д^ и пренебрежем нелинейными 
членами этих рядов: 

Л (р + 7 е0 ) [Ѵ~ Л ° + е“ ;То ДЛ — /Л 0 е“ УТо Ду] = 

= М(р +7<о) {у (Л 0 ) ^ + 

+ У(Л 0 )е- л “ДЛ-уУ(Л 0 )Л 0 е- л “Д Т + С} . (128) 

Учитывая уравнение установившегося режима 

В С/ш) Л 0 <Г Л ° = Ж С/ш) [У (Л 0 ) А 0 е~*° + с], 
сведем полученное уравнение (128) к виду 
{о (р +7<о) - Ж (р +у«.) У (Л 0 ) - ж (р +7®) [^г] д _ д л 0 } дл - 
—ул 0 [/Э (/>-к/м) — Ж(/?-1-У(о)У(Л 0 )] Ду = О (129) 

или 

—уЛоЖ^у + Ж 2 ДЛ = 0, (130) 

где 

Ж, = В (р +7<о) — Ж 0» +У«о) У ( Л 0 ) ; 1 

Ж 2 = Б (р +Уш) — Ж (/? +уш) У (Ло) — Ж (р +у<о) [^] д ) (Ш} 

Уравнение (130) является линейным уравнением относительно ДЛ 
и с комплексными коэфициентами. 

Пусть 

Мі=17і +уѴі и Ж 2 = (/ 2 4-у1/ 2 , 


тогда, отделяя в уравнении (130) действительную и мнимую части, 
получим 


1/ 2 ДЛ — ЛоЗД^О; 
г/ 2 АЛ + Л 0 1/ 1 А Т = 0, 


(132) 


где Ѵ г 1 , и 1/ 2 — уже полиномы по р с действительными коэфи- 
цйентами. 

Характеристическое уравнение линейной системы уравнений (132) 


Ѵг 

У* 


~\Ѵі 

+ л 0 ^ 


= Л 0 (УРг+Ѵ!Ѵ г ), 


(133) 


и,, следовательно, характеристическим уравнением, распределение кор¬ 
ней которого относительно мнимой оси решает вопрос об устойчивости 
рассматриваемого периодического режима, служит уравнение 

КеМ х М 2 = 0, (134) 

где __ _ _ 

М\ = П(р —/со) — М(р —» ^ (Ло); 


р — величина сопряженная р, а 7(Л 0 )— комплексная функция Л, со¬ 
пряженная ^(А 0 ); умножение в формуле (134) понимается в смысле 
обычного умножения комплексных чисел. 
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Разложив О (р-\- /а>) и М (р + усо) в ряды по степеням р -и подста 
вив эти ряды в выражения (131), сводим их к виду 


м >= і +Ътгігт<'-’ 


/•= 1 
Г=П 


м, 


1 + 27? -1ПМ-+ А > 27Т■ [я]' 

/• = 1 Г=1 


где 


/, = Л(усо)-Ж(усо)7(Л 0 ). 


(135) 


(136) 


Если теперь подставить уравнение (135) в уравнение (134), то 
характеристическое уравнение, решающее вопрос об устойчивости пе¬ 
риодического движения, сводится к виду 


где 

Ь 0 - 

Ьі- 

V 


Ь 0 1 2П + 1 + • • • + &2 Л -;Л + Ь 2п = О, 

і р а п ь ач. і а п ь 2 . 

(п !)2 не а(/о>) п а и<») п (а !)2 аи<*) п ’ 

2 р . 

/г! (л — 1)! не аи*)* 1 - 1 аи<*) п ' 


2 

/г! (лг — 2)! 


Не 


а п -гь а п ь 

а (у «>) л -2 а (/ш)« 


і * 

[(«-1)!]2 


2 . 

й? (у* 0)) Л -1 ; 


(137) 


(138) 



Черта сверху указывает на необходимость взять сопряженную 
величину. 

Рассматриваемые движения устойчивы в малом, если все корни 
уравнения (137) лежат слева от мнимой оси и если линейная часть си¬ 
стемы не пропускает гармоник, порождаемых нелинейностью. 

В частном случае, когда С = 0 (режим автоколебаний), в силу 
уравнения установившегося режима /, = 0 и, следовательно, Ь 2п = 0. 
Тогда характеристическое уравнение имеет нулевой корень, но в силу 
теоремы Андронова — Витта [9] этот нулевой корень может быть отбро¬ 
шен, и вопрос об устойчивости решается распределением относительно 
мнимой оси остальных корней уравнения (137), т. е. характеристическое 
уравнение сводится к виду 

Ьо1 2П 1 + 2 +■ • • • + ^2л-2^ 4" ^2/1-1 = 0' (139) 

где коэфициенты Ь і имеют указанные выше значения, если положить 
в них /, = 0. 

Характеристическое уравнение линейной системы получается из уравне¬ 
ния (134) с учетом уравнения (131), если принять /(х) = кх. Действи- 
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тельно, в этом случае ^(А) — к; = 0, и уравнение (134) сво¬ 

дится поэтому к виду 

ЦеМ\М 2 = Не [О ( р — усо) — кМ (р — /со)] [Л ( р -[- усо) — 

— кМ (р + /<*>)] = О 

или 


[Я (р +уо>) — ЙЛ4 (р -4-усо)] [Л (р— усо) — &Л4 (р — уо>)] = 0 (140) 

в силу того, что произведение сопряженных комплексных чисел есть 
действительное число. 

Из уравнения (140) следуют два уравнения: 

^(Р+У 10 ) — кМ (р-+/ю) = 0; 1 И4П 

/у (р —» — А>АГ (р —» = 0, I К } 

корни которых имеют одинаковые действительные части, совпадающие 
с действительными частями корней уравнения 

о (X) _ т (X) = о, 

которое является характеристическим уравнением для рассматриваемой 
линейной системы. 

Вспомним теперь, что при наличии авторезонанса производ¬ 
ящая ѵ ~ 

ная ■ Имеет порядок малости г. Это значит, что в характеристи¬ 
ческом уравнении (137) или (139) для оценки степени малости 
отдельных членов следует заменить X на |хХ. Тогда при стремлении |і 
к нулю корни характеристического уравнения поочередно стре¬ 
мятся к оо. Если заведомо известно, что они стремятся к оо только 
слева от мнимой оси, и если пренебречь поэтому коэфициентами, поря¬ 
док малости которых больше [х, то вопрос об устойчивости будет ре¬ 
шаться знаками двух последних коэфициентов уравнения (137), т. е. 
знаками Ь 2п и # 2/ *-і П Р И исследовании вынужденных колебаний в полосе 
захватывания и знаком & 2л - 1 П Р И исследовании автоколебаний уравнения. 

При выполнении условий гипотезы авторезонанса такие предложения 
могут быть обоснованы соображениями непрерывности. Действительно, 
выше было показано, что при замене нелинейной характеристики линей¬ 
ной найденное характеристическое уравнение (137) степени 2 п распа¬ 
дается на два уравнения степени п с корнями, имеющими одинаковые 
действительные части, причем такие же, какие имеет характеристиче¬ 
ское уравнение соответствующей линейной системы. Если при [х = 0 
все корни характеристического уравнения линейной системы лежат слева 
от мнимой оси, кроме пары мнимых корней, то при достаточно малом [х 
в силу непрерывной зависимости корней уравнения (137) от его коэфи¬ 
циентов вопрос об устойчивости решается тем, в какую сторону сме¬ 
щаются с мнимой оси корни, которые при (х = 0 располагались на ней. 
Главная часть этих корней определяется младшими членами уравнения 
(137). Поэтому эти корни уравнения (137) смещаются при малом [х 
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с мнимой оси влево, если коэфициенты & 2 /*-і и Ь^ п (а в автоколеба¬ 
тельном случае только & 2 л-і) положительны. 

Подведем теперь некоторые итоги. Если предполагается, что в рас¬ 
сматриваемой системе удовлетворяются условия гипотезы авторезонанса, 
то вопрос об устойчивости периодических режимов может быть сведен 
к вопросу о знаках коэфициентов Ь^п - 1 и Ь^п (в случае, когда С ф 0) 
или о знаке одного коэфициента Ъ^ п -\ (в случае, когда С = 0). При 
этом факт, что в рассматриваемой системе |х мало используется в ходе 
выкладок как для обоснования допустимости усреднения непериодиче¬ 
ской функции за период периодической функции, к которой она близка, 
так и для обоснования пренебрежения всеми старшими членами полу¬ 
ченного характеристического уравнения. Мы видим, таким образом, что 
суждение об устойчивости только по знаку коэфициентов & 2 /*-і и Ьъ п 
(либо одного коэфициента Ь^п - 1 ) непосредственно опирается на малость [х, 
т. е. на гипотезу авторезонанса и не может быть обоснована, исходя 
только из гипотезы среза. Применяя гипотезу среза, мы не предпола¬ 
гаем, что [х мало. Следовательно, в этом случае не только младшие 
коэфициенты, но и все уравнение (137) не решит вопроса об устойчи¬ 
вости, так как, исходя только из гипотезы среза, нельзя обосновать 
законность усреднения непериодической функции. А(і) и у( і ) уже не 
меняются медленно и в процессе установления возможны любые частоты, 
меньшие о) 0 . 

Покажем теперь, что методы суждения об устойчивости периодиче¬ 
ских режимов, приведенные в главе XXXIII, сводятся к выяснению 
знака & 2 /і-і и, следовательно, могут быть обоснованно применены лишь 
в случае авторезонанса. 

В главе XXXIII использовался метод первой группы, а автоколебательные 
режимы находились п>тем построения двух годографов: ѴТ~~ г (уш) и/(Л). 
Условия устойчивости автоколебательного режима определяются там сле¬ 
дующим образом: периодический режим считается устойчивым , если 
точка характеристики ] (Л), соответствующая Л 0 -)- ДЛ, при АЛ > 0 
охватывается годографом і(усо). В противном случае рассматривав- 
мый периодический режим с амплитудой Л 0 неустойчив . В связи с 
тем, что при этом рассматриваются малые приращения АЛ, это условие 
сводится к тому, чтобы касательная к годографу і (Л) в рассматривае¬ 


мой точке А 0 


т. 


е. 



была направлена внутрь области, 


ограничиваемой годографом ИР""" 1 (,/ш). Это равносильно требованию. 


чтобы касательная \^— ^д у А А = Т составила угол меньший, чем у 

с направленной внутрь указанной области нормалью к кривой (уЪ) 
в рассматриваемой точке пересечения годографов. Аналитически это усло¬ 
вие можно выразить следующим неравенством: 


(ТЫ) > о, 

где (ТЫ) обозначает скалярное произведение векторов 7 4 и Ы 9 причем 

А г_ / аѵг- 1 (М (142) 
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Вернемся теперь к характеристическому уравнению (139). 
Его свободный член равен 

Заметим, что 

ль __ а мЩ м ° ы) _ ь лм (/со) , а Ж(^) 

сі/м а/ы ~ м (/с») а/& "т" ^ ' сі/ш 

Но первое слагаемое уничтожается в силу того, что /, = 0. 
Следовательно, 


-=М (»- 


_ М (/<*) _ 

Л] О) 


^ р (/<■>) 

. ч лі (у<о) ..,. . (/ш) 

- м с/“) О 40 ) „;•»> 


и соответственно 


-#- = Ж(;со) ^ О), 
А](й '*' ' я[/а> 

Кроме того, учитывая уравнение (136), находим 
. ЛЬ . .... ч 


следовательно, окончательно 


й 2л -і = — М О) ^ (» 


аПЕ'" 1 (/о) ^7 (Л) 
ф'ы сІА 0 


= — л 0 1Ж (/іо) | 2 #е ^ 'О '*) . 

Я[/а> Л4 0 


Это можно также записать в форме скалярного произведения 

Ь іп -і = С*\Ми*)\\ТЫ). (143) 

Из сравнения уравнений (142) и (143) следует, что условие* устой¬ 
чивости, приведенное в главе XXXIII, сводится к требованию & 2 /*-і > 0, 
т. е. исходит из предположения о наличии авторезонанса. 

При использовании методов второй группы для определения устой¬ 
чивости периодических режимов, возможных в системе уравнений (107) 
при С = 0 (например, метода Пуанкаре), условия устойчивости сводятся 
к виду 

я ,кі&_.іт <й . 

Д' (/а>) 


Эги условия устойчивости получены, исходя из уравнений с перио¬ 
дическими коэфициентами, но в ходе выкладок члены высших порядков 
малости отбрасывались. 

Напомним теперь, что 

м (Л>) _ ] 

Д' (/<*) 1^-1 (М 9 
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( 145 ) 


и поэтому уравнение (143) сводится к виду 

Не - І—^У(А) < О, 

(И ")- 1 (/<■>) 


где 




Умножив и разделив (» на сопряженную величину (И?') ^'м), 

получим 


Пе/Г (/а) Г (А) 
і ( »")-і и<°) і 2 ^ 


Отбрасывая всегда положительный знаменатель и меняя знак, полу¬ 
чаем неравенство 

Яе {—у (ИГ) -1 (» У (с )} > 0. 

Это неравенство совпадает с требованием положительности свобод¬ 
ного члена уравнения (139). Следовательно, и в этом случае усло¬ 
вие устойчивости относится только к системам, удовлетворяющим усло¬ 
виям гипотезы авторезонанса. 


6. О ДВУПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕЖИМАХ 

Наряду с периодическими движениями в системах с нелинейной 
обратной связью (см. фиг. 33) методы малого [а применяются для изу¬ 
чения почтипериодических или многопериодических движений. К этому 
классу относятся движения, являющиеся суммой гармонических колеба¬ 
ний нескольких частот, между которыми не существует целочисленных 
соотношений, например колебания вида а зіп (ыі ср) -|- Ь зіп (Ш + ф). 
Если координата х совершает такого рода колебания, то на выходе 
нелинейного элемента, кроме колебаний этой же частоты и их гармо¬ 
ник, появляются разностные тона, имеющие более низкую частоту, чем 
со и 2 порознь. 

При применении методов малого |а часто пренебрегают этими тонами, 
так же как и гармониками (см., например, [12]). 

В тех случаях, когда система рассматривается как близкая к кон¬ 
сервативной, заранее известны все частоты, возможные в системе, и 
определение почти периодических движений не составляет труда. В этом 
случае пренебрежение разностными тонами может быть обосновано со¬ 
вершенно такими же соображениями, как и пренебрежение гармониками. 

Если исходить из наличия авторезонанса, но систему считать близкой 
не к консервативной, а к линейной, находящейся на границе устойчи¬ 
вости, то почтипериодические режимы могут рассматриваться в тех 
случаях, когда характеристические уравнения линейной системы, к кото¬ 
рой близка рассматриваемая, имеют несколько пар чисто мнимых корней. 
Если частота разностного тона не совпадает с какой-либо из порождаю¬ 
щих частот, то и в этом случае пренебрежение разностными тонами 
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оправдывается теми же соображениями, что и пренебрежение гармо¬ 
никами. 

Принципиально иначе обстоит дело тогда, когда пренебрежение 
гармониками основывается на условиях среза и, следовательно, ампли¬ 
тудная характеристика линейной части системы не содержит максимума, 
наличие которого связано с порождающими частотами. В таких случаях 
пренебрегать разностными тонами при определении почтипериодических 
колебаний координаты х можно лишь, если в линейной части контура 
подавляются не только гармоники, но и разностные тона. Иначе говоря, 
в тех случаях, когда гипотеза авторезонанса не выполняется, определить 
почтипериодические движения и пренебрегать при этом разностными 
тонами можно только тогда, когда линейная часть контура играет роль 
полосового фильтра, пропускающего узкую полосу частот, но пода¬ 
вляющего как высокие, так и низкие частоты вне этой полосы. 

Разумеется, искомые частоты, выходящие в почтипериодические 
движения, должны пропускаться полосовым фильтром, а порождаемые 
нелинейной частью гармоники и разностные тона — не пропускаться им. 

ВЫВОДЫ 

Подведем некоторые итоги изложенного. 

Многие приближенные методы, применяющиеся для исследования 
периодических режимов, могут быть отнесены, к одной из следующих 
групп. 

Первая г р у п п а. Методы, опирающиеся только на предположение 
о том, что рассматриваемые колебания мало отличаются от гармонических. 

Вторая группа. Методы, в которых уточняется, что предполо¬ 
жение о близости колебаний к гармоническим связано с наличием 
в уравнениях движения малого множителя [х, входящего так, что при 
[х —— 0 уравнение обращается в линейное, имеющее порождающую 
частоту. При применении методов этой группы не только используют 
факт близости колебаний к гармоническим, но и пренебрегают в ходе 
выкладок величинами, имеющими порядок малости |х и выше. 

Строго говоря, методы второй группы могут применяться, лишь 
в тех случаях, когда уравнения содержат малый параметр |х в указан¬ 
ном смысле. Однако опыт многих технических приложений показывает, 
что в ряде случаев незаконное приложение этих методов к системам, 
которые малого |х в указанном смысле не содержат, приводит к доста¬ 
точно точным результатам. В настоящей главе показано, что это объяс¬ 
няется тем, что колебания какой-нибудь координаты системы могут мало 
отличаться от гармонических не только в том случае, когда система 
близка к линейной, имеющей порождающую частоту (т. е. амплитудная 
характеристика линейной части системы имеет пик при этой частоте), 
но и в тех случаях, когда линейная часть системы не пропускает гар¬ 
моник, порождаемых нелинейностью (т. е. амплитудная характеристика 
линейной части системы имеет срез). В первом случае мы говорим 
о наличии авторезонанса, а во втором — о наличии среза. 

Если не выполняются условия ни авторезонанса, ни среза, то само 
предположение о близости колебаний к гармоническим не обоснованно, 
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и применение методов первой группы, равно как и применение методов 
второй группы, может привести к ошибкам тем более существенным, 
чем сильнее влияют гармоники. Если же близость колебаний к гармо¬ 
ническим обоснована наличием авторезонанса, т. е. если уравнение 
движения действительно содержит малое |х в указанном выше смысле, 
то применение методов как первой, так и второй групп приводит, 
разумеется, к результатам, тем менее отличающимся друг от друга, 
чем острее пик на амплитудной характеристике, т. е. чем меньше \і. 
При этом результаты применения методов первой группы точнее в том 
смысле, что при этом учитывают влияние величин высших порядков 
малости и пренебрегают только наличием гармоник. 

Если, наконец, пренебрежение гармоники основано на наличии среза, 
то формально оправдано лишь применение методов первой группы и не 
оправдано применение методов второй группы. 

Выше показано, в тех случаях, когда характеристика ^ (А) 
однозначна (а если не учитывается смещение средней линии колебаний, 
то и нечетная), применение методов второй группы приводит к резуль¬ 
татам, точно совпадающим с теми, которые дает применение методов 
первой группы. Таким образом, в этих случаях методы второй группы 
оказываются приложимыми к системам, которые малого |х в указанном 
выше смысле не содержат. 

Иначе обстоит дело тогда, когда характеристика 7 (А) неоднозначна, 
хотя быть может и нечетна. В этом случае применение методов первой 
и второй групп даже к системам, в которых выполнены условия среза, 
приводит к результатам, существенно отличающимся друг от друга. 
Различие может быть не только количественным, но и качественным. 
Методы второй группы могут указывать, например, на отсутствие 
периодических движений в том случае, когда они имеются. Методы же 
первой группы решают в этом случае задачу тем точнее, чем точнее 
выполняются условия гипотезы среза. 

Исследование устойчивости периодических движений также зависит 
от того, как объясняется близость колебаний к гармоническим. 

Применение методов второй группы к исследованию устойчивости 
периодических движений приводит к условиям, которые соответ¬ 
ствуют требованию положительности двух последних коэфициентов 
уравнения (137) или одного свободного члена уравнения (139). 

В связи с этим применение методов второй группы к решению 
задач об устойчивости колебаний в тех случаях, когда условия авто¬ 
резонанса не выполняются, хотя бы и выполнялись условия среза, может 
привести к ошибкам даже тогда, когда сами периодические режимы 
определяются этими методами достаточно точно. 

Метод оценки устойчивости периодических режимов, описанный 
в главе XXXIII, также сводится лишь к оценке знака свободного члена 
характеристического уравнения (139). 

Применение методов малого параметра к определению почтиперио- 
дических движений, связанное с пренебрежением разностными тонами, 
возможно только в тех случаях, когда выполняются условия авторезо¬ 
нанса, или, когда амплитудная характеристика линейной части системы 
имеет срезы как в области низких, так и в области высоких частот, 
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т. е. когда линейная часть системы является полосовым фильтром, не 
пропускающим как низкие частоты (включая частоты разностных тонов), 
так и высокие частоты (гармоники). При иных амплитудных характе¬ 
ристиках линейной части системы неучет разностных тонов или гармоник 
может быть причиной существенных ошибок. 
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РАЗДЕЛ VII 

МЕТОДЫ АНАЛИЗА РЕЛЕЙНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 


Релейные системы имеют большое распространение в различных 
областях техники. К ним относятся системы регулирования напря¬ 
жения генераторов с вибрационными регуляторами, релейно-контактные 
следящие системы, все системы регулирования, имеющие в своем составе 
сервомотор постоянной скорости, и т. п *. 

Релейные системы относятся к классу существенно нелинейных 
систем автоматического регулирования, поведение которых в целом 
принципиально не может быть описано линейными уравнениями. 

Введение релейного элемента в линейную систему, т. е. превращение 
ее в релейную, как правило, приводит к автоколебаниям. Для многих 
релейных систем автоколебательный режим является нормальным рабочим 
режимом (вибрационные регуляторы, некоторые типы релейно-коятактных 
следящих систем и систем с сервомоторами постоянной скорости). Если 
автоколебательный режим является нормальным рабочим режимом, то 
амплитуда колебаний регулируемой величины ограничивается определен¬ 
ными техническими требованиями. Поскольку линейная часть релейной 
системы всегда представляет фильтр низкой частоты, то небольшое зна¬ 
чение амплитуды колебаний регулируемой величины может быть обеспе¬ 
чено за счет повышения частоты стационарных колебаний. Для ограничения 
амплитуды автоколебаний (или повышения частоты) используются кор¬ 
ректирующие цепи. Применение корректирующих устройств может пол¬ 
ностью подавить автоколебания, если в системе имеются элементы 
с зонами нечувствительности. 

Кроме применения корректирующих устройств, в релейных системах 
используется способ принудительной синхронизации автоколебаний внеш¬ 
ними колебаниями высокой частоты. В этом случае происходит пода¬ 
вление автоколебаний и в системе устанавливается периодический режим 
частоты внешнего воздействия. Частота колебаний внешнего воздействия 
берется настолько высокой, чтобы амплитуда колебаний регулируемой 
величины не превосходила значения, заданного техническими требо¬ 
ваниями. 

При исследовании и проектировании релейных систем, стабилизиро¬ 
ванных за счет корректирующих цепей или внешних высокочастотных 
колебаний, возникают следующие задачи: 

1 ) определение параметров автоколебательных процессов (амплитуды 
и частоты) и исследование влияния на эти параметры корректирующих 
устройств; 


1 Вводные замечания к разделу VII составлены Г. С. Поспеловым. 
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2 ) исследование вынужденных колебаний при стабилизации внешними 
высокочастотными колебаниями и определение условий подавления авто¬ 
колебаний или условий синхронизации; 

3) расчет реакции релейной стабилизированной системы на медленно 
меняющееся воздействие и в том числе расчет переходного процесса 
при единичном воздействии. 

Первая задача, относящаяся к исследованию автоколебательных про¬ 
цессов, имеет в настоящее время достаточно полное решение, благодаря 
работам главным образом советских ученых. 

Вторая задача в применении к релейным системам исследована 
значительно меньше. 

Третья задача сводится к линейной задаче, так как существование 
в системе стационарных высокочастотных колебаний обеспечивает ее 
реакцию на медленно меняющиеся воздействия, сходную с реакцией 
линейных систем. Высокочастотные колебания (внешние колебания или 
автоколебания) производят вибрационную линеаризацию релейной 
системы. Для медленно меняющихся процессов в системе релейные 
характеристики нелинейных элементов оказываются деформированными 
(линеаризованными). На основании теоремы Н. Н. Боголюбова А. А. Кра¬ 
совским впервые было дано обоснование явления вибрационной лине¬ 
аризации. 

Задача настоящего раздела — охарактеризовать современное состоя¬ 
ние методов решения перечисленных выше задач. 



ГЛАВА XXXV 

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ РЕЛЕЙНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Релейными системами автоматического регулирования обычно назы¬ 
вают системы, имеющие в своем составе элементы (измерительные 
органы, усилители и т. п.) с релейными характеристиками (см. фиг. 1). 

Ниже излагается метод определения параметров автоколебаний в ре¬ 
лейных системах, основанный на представлении передаточной функции 



линейной части системы в виде суммы элементарных дробей. Значи¬ 
тельное внимание уделено вопросам подавления автоколебаний высоко¬ 
частотными автоколебаниями, способу вибрационной линеаризации ре¬ 
лейных систем и реакции релейных систем на медленно изменяющиеся 
воздействия. 

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ АВТОКОЛЕБАНИЙ 

Под параметрами автоколебаний будем понимать частоту (или период) 
автоколебаний и выходные величины звеньев системы, являющиеся 
периодическими функциями времени. Структура любой релейной системы 
с одним релейным элементом в результате соответствующих преобра¬ 
зований может быть сведена к структурной схеме, изображенной на 
фиг. 2. Здесь через /(/) обозначено внешнее воздействие, приложенное 
к релейному элементу. 
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При автоколебаниях на вход линейной части системы с передаточной 
функцией ѴР(8) будут действовать колебания прямоугольной формы 
периода 2 Т. Выходная величина линейной части системы и все другие 
переменные в установившемся автоколебательном режиме являются 


периодическими функциями х 1 = х 1 * 2 = х 2 и т * д * Если 

задаться значением периода колебаний 2Г, то выходная величина х 

может быть определена как реакция в установившемся режиме линейной 
части системы на последовательность прямоугольных знакопеременных 



ГЬГЪІ 

г* 

ХгП) 




Ж) 



Фиг. 2. Структурная схема релейной системы. 


импульсов амплитуды М 


(фиг. 3). Функцию х 



можно 


определить 


аналитически в пределах каждого полупериода прямоугольных колебаний. 
Для релейных элементов с характеристиками, изображенными на фиг. 1, а 


и б , аналитическое выражение л: в пределах положительного полу- 

периода обозначим Р (і). При / (/) = 0 выходная величина х — 
нечетная функция, поэтому для отрицательного полупериода х 


равна — Р(І). 

При характеристике релейного элемента типа а знак выходной 
величины релейного элемента х 2 определяется знаком его входной 
величины х ѵ Поэтому в автоколебательном режиме при/(/) = 0 будет 
справедливо соотношение 



0) 


Соотношение (1) и автоколебательный режим возможны, если перио¬ 
дическое решение линейной части системы Р (і) будет удовлетворять 
следующим двум условиям: 


Р(і)\ ыт =Р(Т) = 0; 


аг(і) 

СІ( 


^ т = Р'(Т)>0. 


( 2 ) 

( 3 ) 


Условие (2) можно рассматривать как уравнение периодов, при 
решении которого можно найти периоды всех возможных в системе 
автоколебательных режимов. Условие (3) является условием переклю¬ 
чения в надлежащую сторону. 
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При нелинейной характеристике типа б переключение при і=Т 
происходит при достижении х х значения—а, и, следовательно, урав¬ 
нение периодов примет вид 

Р(Т) = а. (4) 

Условие переключения остается прежним. 

Очень часто нелинейный элемент, имеющий релейную характеристику, 
имеет и постоянное временное запаздывание Аі. Как правило, все 
релейные усилители обладают таким запаздыванием. При наличии вре¬ 
менного запаздывания в релейном элементе в цепи регулирования 
появится запаздывающее звено с передаточной функцией е~ ш . При 
запаздывании Аі переключение будет опаздывать на время Аі по отно¬ 
шению к переходу через нуль входной величины релейного элемента х ѵ 
Эти соображения позволяют записать уравнение периодов и условие 
переключения в следующем виде: 

Р(Т—Ы) = 0; (5) 


ар{і) 

йі 


> 0 . 

І=Т-А( 


( 6 ) 


Из последнего уравнения периодов можно получить также наиболь¬ 
ший период автоколебаний для случая, когда релейный усилитель 
имеет характеристику, графически изображенную на фиг. 1 , а или б , 
а линейная система имеет постоянное временное запаздывание Аі, 
и поэтому передаточная функция линейной части будет содержать мно¬ 
житель е~ ш . Уравнение периодов в этом случае может иметь беско¬ 
нечное множество корней, и система будет иметь бесконечное множество 
автоколебательных процессов. Для периода наибольшего основного авто¬ 
колебания выполняется условие Т > Аі. Для остальных автоколеба¬ 
тельных процессов частоты более высокой, чем частота основного авто¬ 
колебания Аі^Тп, где п= 1, 2, ..., оо. 

Релейный усилитель с запаздыванием А і не сможет переключаться 
под воздействием колебаний, полупериод которых Т меньше времени 
запаздывания Аі. Поэтому при релейном усилителе с запаздыванием А і 
в отличие от системы с идеальным реле и с постоянным запаздыва¬ 
нием А і в линейной части может иметь место только основной авто¬ 
колебательный режим, при котором полупериод Т всегда больше времени 
запаздывания Аі. 

Для характеристик типа, графически изображенных на фиг. 1, в и г*, 
прямоугольные колебания на выходе релейного колебания будут с пау¬ 
зами (фиг. 3). 

Обозначим длительность полуколебания х 2 как ®і> Длитель¬ 

ность паузы Ѳ 2 . Полупериод колебаний Т будет суммой Ѳ 2 и Ѳ 2 . 
При характеристиках виг будут две функции: Р г (і) и Р 2 (і), опре¬ 
деляющие периодическое решение уравнения линейной части при 


* В дальнейшем характеристики релейных элементов, изображенных на 
фиг. I, я, б , в, г , условимся называть характеристиками я, б , в, г , или просто 
релейными элементами я, б , в , г. 
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воздействии прямоугольных колебаний с паузами. Функцию Е г {і) опре¬ 
делим в промежутке от / = 0 до а функцию Р 2 {і) — в проме¬ 

жутке от і = 0 до і = Ѳ 2 . 

В случае характеристики типа в выключение будет происходить при 
^==0 1 в начале паузы, когда х 1 спадет до значения а 0 , и включение 
произойдет в конце паузы, когда х г достигнет значения — а 0 . Из этих 
соображений можно написать уравнения периодов в случае характеристики 
типа в . Таких уравнений будет два:для определения Ѳ 2 и Ѳ 2 . Соответственно 
будут и два условия переключения. В табл. 1 дана сводка уравнений 
периодов и условий переключения для характеристик, приведенных 
на фиг. 1, как для случая временно¬ 
го запаздывания Д^, так и при 
Д/ = 0. 

Из изложенного следует, что 
для определения параметров автоко¬ 
лебаний в первую очередь необхо¬ 
димо найти периодические решения 
уравнений линейной части системы, 
т. е. найти функции Р(^), а также 
Р г (?) и Е 2 (О* Для решения задачи 
должна быть известна передаточная фиг . 3> колебания на выходе релей- 

функция линейной части системы ных -элементов. 

Н7($). Полюсы \Ѵ (з) в отличие от 

передаточной функции замкнутой системы или известны, или легко 
определяются, поэтому дробно-рациональную функцию \Ѵ (з) без труда 
можно разложить на сумму элементарных составляющих вида 



\Ѵ,(з) = 


С* 


В более общем случае дробно-рациональная функция может быть 
разложена на сумму элементарных дробей, имеющих вид, аналогичный 
передаточным функциям типовых звеньев: апериодических, колебатель¬ 
ных, интегрирующих, двойных интегрирующих и т. п. Если известны 
периодические решения для элементарных звеньев , то периодическое 
решение для всей линейной части с передаточной функцией ]Ѵ (з) 
будет суммой периодических решений элементарных звеньев . 

В связи с этйм целесообразно найти периодические решения для 
всех основных элементарных звеньев. Поскольку в данном случае может 
быть два вида периодического возмущения (фиг. 3), найдем сначала перио¬ 
дическое решение для элементарного апериодического звена при произ¬ 
вольном виде периодической возмущающей функции ф (/), определенной 
на полупериоде Т. Изображение этой функции обозначим через Ч* ($). 
При воздействии на апериодическое звено последовательности положи¬ 
тельных и отрицательных импульсов ф (/) изображение выходной вели¬ 
чины от воздействия первого импульса запишется в виде 

и.М“-яггг*м. 
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Таблица 1 

Сводка уравнений периодов и условий переключения 
для характеристик, приведенных на фиг. 1 


Характеристика 
нелинейного элемента 

| Без запаздывания 

| С запаздыванием 

Уравнения 

периодов 

Условия 

переключения 

Уравнения 

периодов 

Условия 

переключения 

X 

2 

X/ 

Р (Т) =» 0 

Р' (Т)> 0 

Р(Т-Ы) = 
= 0 

Р' (Г — до >0 





X 

6- 

2 

Р {Т) = о 

Р' (Г)>0 

Р(Т — М) = 

= а 

Д/)>0 

, 

1 X 



3 х > 




у 

/ г і(Ѳ 1 ,Ѳ 2 ) = 
= — "0 

= з 0 

йі 

лр 2 

си 

>о 

*=ѳ, 

>0 

г=ѳ 2 

Р : (Ѳі- 
- Д*. ѳ 2 ) - 
= — <з 0 

Рг (Ѳ а . Ѳ 2 — 
— ДО = 

гіРд 

>о 

_ і 

X/ 

^•1 >0 
^ |/=Ѳ 2 -Д і 

X 

г 

і+б 0 \~ 

Рі(Ѳ„Ѳ,) = 
= — (°0 — о) 

Рг ( й і> Ѳ 2 ) = 

= а 0 + а 

ОР г 

йі 

йР 2 

си 

>0 

/=ѳ, 

>0 

г=ѳ 2 

Р\ (Ѳ д -Д0 = 

— _ (а 0 — с) 

/= 2 (02- Д0~ 
— а 0 + 0 

ар г 

йі 

йРо 

си 

>0 

<=ѳ ,~ и 

>0 

<=Ѳ,-Ді 

1 і ѵ . 

_и 

X/ 


откуда по теореме свертывания реакция на первый импульс в интервале 
от і=0 до і=Т 

_ і { X 

Ні(і)=^е т ' ] /•<[>«) ах. ( 7 ) 

О 

Реакция на первый импульс в интервале т <і< ОО 

Н Т (Г) = Н 1 ( Т)е т \ (8) 

где 

т т х 

Н 1 (Т)=^е~ Т ^е Т ^(х )йх. 

О 
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В выражении (8) время отсчитывается от / = 0. Найдем значение 
выходной величины элементарного звена в промежутке от 0 до Г во 
время воздействия я-го положительного импульса: 

Н п (і) = Н 1 (і)-Н т {і)+Н т (і-\-Т)-Н т (.і + 2Т) + .... 


_ і_ Г _Г _ 2Т _ 3 Г 1 

Н п Ѵ) = Н 1 (і)-Н 1 (Т)е г '[і-е т ' + г г * - е Гі + . . .]. 

В пределе при п-+оэ получим искомое периодическое решение Н {і) 
для апериодического звена: 

Я(о = я„(0 = #і(0 — 


_х 

1 +- е т ‘ 


или в развернутом виде 


‘ * 1 е т ‘ ф (х) (к 

Н{і) = у- - 

о е г * + 1 


Если ф(/) — прямоугольный импульс длительностью Т и ампли¬ 
туды Ж, то 

ф(*) = ЛІ 


Р(() = Мк[ 1-(і+№-^г-)в Г '\. (10) 

Для того чтобы найти периодическое решение для интегрирующего 

звена, достаточно в выражении (9) положить -у- = 0. В этом случае 

і Т 

Н {1)~Мк —. ( 11 ) 

0 о 

Для серии прямоугольных импульсов длительностью Т и амплитуды М 
из уравнений (11) или (10) при -у—получим 

РѴ) = Мк(і-^-). (12) 

Двойное интегрирующее звено можно представить в виде последо¬ 

вательного соединения двух интегрирующих звеньев. Исходя из этого, 
подставим в уравнение (И) взамен ф(/) функцию Е(0» определяемую 
выражением (12), и, осуществив интегрирование, найдем периодическое 
решение для двойного интегрирующего звена: 


Г{і)=Мк 


2 2 


(13) 
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Пользуясь выражением (9), можно получить периодические реше¬ 
ния Р(і) — Н(і) для колебательного звена, а также звена второго 
порядка, передаточная функция которого имеет один полюс второй 
кратности, и т. п. На основании этого же выражения можно вычислить 
периодические решения для серии прямоугольных импульсов длитель¬ 
ностью Ѳ 1 с пропусками Ѳ 2 . 

Суммируя периодические решения Р к (і) или Р 1к (і), Ръ к (1) всех ^ 
параллельно соединенных звеньев линейных частей, найдем функции Р(і) 
или Р г (і) 9 Р 2 (0> т * е * периодическое решение для линейной части 
рассматриваемой системы. 

Зная функции Р(і) или Р г ( і), Р 2 (і), на основании табл. 1 можно 
составить уравнение периодов. 

Для характеристик, изображенных на фиг. 1 а и б, уравнение периодов 
будет одним уравнением с одним неизвестным 7\ для характеристик 
типа изображенных на фиг. 1 в и г будем иметь два уравнения с двумя 
неизвестными Ѳ 2 и Ѳ 2 . 

В табл. 2 даны периодические решения, т. е. функции Р(і), Р ± (0 у 
Р 2 (1) для различных релейных элементов и различных передаточных 
функций линейной части системы, и приведены случаи симметричных и 
несимметричных колебаний х{1) и х 2 (і) (фиг. 2). При релейных элемен¬ 
тах а, б і б, г автоколебания теряют симметрию относительно оси вре¬ 
мени: при постоянных по величине возмущающих силах, действующих 
на автоколебательную систему. Периодические решения для симметричных 
случаев вычислялись при помощи формул (9) и (11). Для несимме¬ 
тричных случаев вычисления проводились особо. 

Изложенный способ определения параметров автоколебаний исходит 
из предположения, что автоколебания существуют, поэтому он должен 
быть дополнен исследованием устойчивости найденного автоколебатель¬ 
ного режима. Устойчивость найденного режима будет гарантией его 
физической реализуемости. Точное исследование устойчивости сводится 
к исследованию нелинейных разностных уравнений. Для малых откло¬ 
нений от исследуемого автоколебательного режима можно получить ли¬ 
нейные разностные уравнения, которые являются уравнениями первого 
приближения по отношению к исходным нелинейным уравнениям, и с 
помощью их исследовать сходимость или устойчивость автоколебатель¬ 
ного режима [3]. Из уравнений первого приближения вытекает и час¬ 
тотный метод исследования устойчивости релейных систем, предложенный 
Я. 3. Цыпкиным (см. главу XXXVII). 

Оценить устойчивость можно также по характеру кривой Р(Т). 

Уравнение периодов Р(Т) = 0 или Р(Т) — о может иметь несколько 
корней. 

Число корней уравнения периодов равно числу автоколебательных 
процессов, причем устойчивыми будут только те процессы, для которых 
выполняется условие [4]. 


аР(Т) 

дт г=г ѵ 


>о, 


где Г оѵ —корень уравнения периодов. 
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(14) 



Условие (14) имеет в виду характеристики а и б. Аналогичные 
условия устойчивости могут быть составлены для других случаев. Уравне¬ 
ние периодов обычно приходится решать графически, и при построении 
кривой Р(Т) и определении корней одновременно устанавливается, 
какие корни уравнения периодов соответствуют устойчивым решениям. 
Как правило, условие (14) совпадает по существу с необходимым усло¬ 
вием устойчивости, использующимся при исследовании автоколебаний 
методом гармонического баланса (см. главу XXXIII). 


2. ПРИМЕРЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНЫХ 

ПРОЦЕССОВ 


Пример 1. Рассмотрим релейно-контактную следящую систему (фиг. 4). 
При неподвижной входной оси и релейном элементе типа, изображенного 
на фиг. 1 а, уравнение следящей системы будет иметь следующий вид: 


сРа 

№ 


(Іа 

+ § &П а я О, 


где Т м — электромеханическая постоянная времени двигателя; 

Ыу — установившаяся скорость вращения двигателя, приведенная к выход¬ 
ной оси; 

а — угол поворота выходной оси. 

а 

Вводя новую переменную х = —- и изменяя масштаб времени в Т м раз, 

' м®У 

получим уравнение в нормированной форме: 


а*х 

аѵ 


+ -зг + 88П *“ 


0. 


Передаточная функция линейной части системы равна произведению пере¬ 
даточных функций апериодического и интегрирующего звена: 

]Ѵ(8) =—— . 

4 5 + 1 5 

Записываем передаточную функцию в виде алгебраической суммы переда¬ 
точных функций апериодического и интегрирующего звена: 

И7(я) = —- 1 —. 

Ѵ 5 5 + 1 

Найдем периодическое решение при воздействии на вход линейной части 
серии прямоугольных^ знакопеременных импульсов длительности Т. Имеем 

Р(() = і- у- 1 + (і + ІЬ -у) е-К 

Найдем значение Р{і) =* Р (0*=г в момент переключения: 

Т Т 
Р(Т) = -^-1Ъ 

Отсюда уравнение периодов при идеальном реле (характеристика а): 

Т Т 

т -<ь т = о. 


Гиперболический тангенс всегда меньше своего аргумента, поэтому урав¬ 
нение имеет один корень Т = 0, что при идеальном реле означает автоколеба¬ 
ния бесконечно большой частоты и бесконечно малой амплитуды. 
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Если реле имеет характеристику типа б (фиг. 1), то уравнение периодов 
примет вид 



На фиг. 5, а приведено графическое решение уравнения периодов. Урав¬ 
нение имеет один корень Т а . Автоколебания периода Т а устойчивы, так как 
в точке пересечения кривой Р ( Т) и прямой Р (Г) = а условие устойчивости (14) 
удовлетворяется. Пусть теперь каждое переключение происходит с опозданием 
на М по отношению к изменению знака входной величины релейного усили¬ 
теля. В этом случае уравнение периодов примет вид 

Р{Т-М) = ^.-М-\ + = 

На фиг. 5, б приведено графическое решение уравнения периодов для 
Ы = 0,5 единицы. Уравнение имеет два корня. При большом корне 7^2 = 2,75 
удовлетворяются как условие переключения, так и условие устойчивости. 

Пример 2. Рассмотрим систему автоматического регулирования, в которой 
объект без самовыравнивания управляется сервомотором постоянной скорости 
с жесткой обратной связью. Сервомотор включается пусковым устройством 
с релейной характеристикой типа г (фиг. 1). 

Структурная схема системы регулирования представлена на фиг. 6. 

При размыкании системы у входа в нелинейный элемент линейная часть 
преобразуется в параллельно последовательное соединение трех звеньев 
(фиг. 6, б ). 

Находим передаточную функцию линейной части системы 

«'«-(т + От— 

Передаточная функция является суммой передаточных функций интегри¬ 
рующего и двойного интегрирующего звеньев. На линейную часть системы 
в автоколебательном режиме будет действовать серия знакопеременных импуль- 



Фиг. 6. Схема системы регулирования. 


сов длительностью 0! с паузами Ѳ 2 . Пользуясь данными табл. 2, находим перио¬ 
дическое решение, т. е. выходную величину линейной части системы при 
периодическом режиме, определенную в интервале импульса и в интервале 
паузы: 

Рі (о = а, г (і- 1 ѳ* ) + м» (4- -у ва) ; 

Р 2 (0 = Ѵ-у- + *1*2 • 

Уравнения периодов: 

^1 Фь %) = ^1 (0/ =Ѳі = —(а 0 -а); 

Рг ( ѳ і> Ѳ 2 ) в = а о + а 


959 




960 




г( Ту + у) 



Коллектив 


авторов 1309 
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й)\ и) У 




Продолжение табл. 
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инэиэсід иэо ончігэхиэ 

1 

ОНІО ЭІЧНЬИСІХЭІШИЭЭН ВИНВ9ЭІГО)! 

ЭІЧНИЭІГЭсІ 

г И 9 МХНЭИЭІГ6 ЗІЧНИЗІГЗ^ 
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или 


-у- (/-0! — кг = — а 0 + о; 

у- ^гѲ! + 6 2 ур) — °о + «. 

откуда 

Ѳа1 “ к\Г ’ 


Ѳ а2 = 


2а 0 Г 

а * 2 * 


Условия переключения, как и условия устойчивости автоколебаний, в дан¬ 
ном случае выполняются. 

Из полученного выражения для 0! и 02 следует, что при а-*О 0 А ->О и 
02 —►оо. Это означает, что при характеристике типа в в системе автоколебаний 
не будет, и она будет устойчивой. При коэфициенте обратной связи г—*О 
0і-*оо и Ѳ 2 — ►(). Это означает, что система без обратной связи вокруг серво¬ 
мотора неустойчива, и колебания в ней безгранично нарастают. Если при г = О 
положить также а — 0, система станет консервативной. Колебания в такой 
системе будут определяться начальными условиями. 


3. ВЛИЯНИЕ КОРРЕКТИРУЮЩИХ ЦЕПЕЙ НА АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ 

ПРОЦЕССЫ 

Корректирующие цепи, как последовательные, так и параллельные, 
в линейной части системы повышают частоту и снижают амплитуду 
автоколебаний в системе. В этом обстоятельстве можно убедиться на 

любом примере. Особое зна¬ 
чение имеют запаздывающие 
обратные связи, охватывающие 
нелинейный элемент. Чаще 
всего применяется обратная 
связь вокруг релейных элемен¬ 
тов б и г через апериодиче¬ 
ское звено. Эта обратная связь 
действует очень эффективно в 
смысле снижения амплитуды и 
повышения частоты автоколебаний. Пусть, например, без обратной связи 
уравнение периодов для системы, изображенной на фиг. 7, имело вид 



Фиг. 7. Структурная схема системы с обрат¬ 
ной связью вокруг релейного элемента. 


ГСП = а. 

Из его решения (фиг. 8) был определен период Т а . Цепь обратной 
связи включена параллельно всей линейной части системы, поэтому для 
системы с обратной связью в левой части уравнения периодов появится 
Т 

слагаемое Мк Ш ^-. Следовательно, теперь период колебаний Т' а най¬ 
дется из выражения 

РСП + МкѢ^т^о. (15) 
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НП 

21 


Если в системе до включения обратной связи был автоколебатель¬ 
ный режим с периодом колебаний Т аі то при обратной связи, как сле¬ 
дует из выражения (15), период колебаний уменьшится (фиг. 8) и 
станет равным Т а . 

Параметры цепи обратной связи к и Т г всегда выбираются так, 
чтобы в несколько раз повысить частоту автоколебаний. При высокой 
частоте колебаний выходной величины 
линейной части по амплитуде они стано¬ 
вятся очень малыми, а это значит, что 
слагаемое Р (Т) становится ничтожным 

Т 

в сравнении со слагаемым Мк Ш 

в выражении (15), и период автоколе¬ 
баний практически определяется только 
цепью обратной связи и характери¬ 
стикой нелинейного элемента а. Таким 
образом, период автоколебаний Т" а 
с достаточной точностью получается из 
выражения 

им і . 

(іб) 


ПТ) 


К 


/ 

/ 

У 

Унѵ 

— и- _ 


г 



г 

% 

1 






і 

—// 

Та*- 

Т л а 

Ы 2 ■ 

-Га- - 1 

4 5 Т 


г г" , 
а' 


, гр у кМ + а 

: * п ІП 'ТТл -• 

а кМ — а 


Фиг. 8. Решение уравнения 
периодов. 


В рассмотренном выше примере (см. фиг. 6) введением дополни¬ 
тельной запаздывающей обратной связи вокруг нелинейного элемента 
можно не только повысить частоту автоколебаний, но и сделать систему 
устойчивой. 


4. ПОДАВЛЕНИЕ АВТОКОЛЕБАНИЙ ВЫСОКОЧАСТОТНЫМИ 
ВНЕШНИМИ КОЛЕБАНИЯМИ 

Рассмотрим поведение нелинейной системы (см. фиг. 2), если ее входная 
величина является периодической функцией. Независимо от того, была ли 
система устойчивой или в системе был автоколебательный режим, в ней 
в результате внешнего периодического воздействия может установиться 
периодической режим частоты, равной частоте периодического воздей¬ 
ствия. Этот периодический режим будем называть вынужденным режимом. 

При вынужденном режиме, так же как и при автоколебательном, 
на линейную часть системы будет действовать последовательность прямо¬ 
угольных импульсов (или импульсов с паузами). Частота (или период) 
этих импульсов известна, она равна частоте воздействия. Периодическое 
решение и колебания выходной величины при вынужденном режиме будут 
совершенно те же, что и в случае автоколебательного процесса. 

Если в системе до приложения периодического воздействия были 
автоколебания, то возможность установления периодического режима 
частоты воздействия будет означать подавление автоколебаний внешними 
колебаниями, действующими на систему. 

Поскольку вид периодического решения для автоколебательного и 
вынужденного режимов одинаков, то воздействие колебаниями более 
высокой частоты обеспечит достаточно малую амплитуду колебаний регу¬ 
лируемой величины. Это означает, что неустойчивая, неработоспособная 
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автоколебательная система, если приложить к ней периодическое воздей¬ 
ствие, становится работоспособной и практически является устойчивой. 

Рассмотрим условия существования вынужденного режима. Как и при 
анализе автоколебаний, разомкнем цепь обратной связи (см. фиг. 2 ) и 

подадим на вход периодическое воздействие / ( 57 ^) (27^— период внеш¬ 



него воздействия /(/). Далее, не сни¬ 
мая воздействия, замкнем систему. 
Если периодический режим при 
данной частоте возможен, то замы¬ 
кание не должно нарушить устано¬ 
вленный до замыкания периодический 
режим Наиболее просто решается 
задача о существовании периодиче¬ 
ского режима, если возмущающие 
колебания имеют прямоугольную 
форму. На фиг. 9, а показано, как 
в результате воздействия колебаний 
прямоугольной формы в разомкнутой 
системе на выходе линейной части 

установились колебания 

При замыкании системы все оста¬ 
нется попрежнему, так как измене¬ 
ние знака суммарной входной вели- 

чины а следо - 


Фиг. 9. Фазовые соотношения при вательно, переключение происходит 
вынужденном режиме. в те же моменты, что и до замыка¬ 

ния цепи обратной связи. 

Таким образом, как и в случае автоколебаний, для существования 
периодического режима необходимо выполнение следующих условий: 


< 17 > 


'['Ш-Ч 


аі 


і=т ь < °- 


( 18 ) 


Второе условие является условием переключения. 

Фазовые соотношения между / (’^ г ) и ^(0 могут оказаться, 

однако, такими (фиг. 9,6), что необходимое условие (17) станет недо¬ 
статочным. Для того чтобы при всех фазовых соотношениях был перио¬ 
дический режим, необходимо, чтобы в положительном полупериоде на 

отрезке от і = 0 до і== Т ь величина была больше Р{і), т. е. 

( 19 ) 


966 



и соответственно для каждого отрицательного полупериода 


<?«'>■ 


(19а) 


Выполнение условия (19) будет гарантировать от непредусмотрен¬ 
ных переключений за время положительного и отрицательного полу- 
периодов Т ь . 


При достаточной амплитуде прямоугольных колебаний 



усло¬ 


вия (17) и (19) всегда могут быть выполнены. 

Устойчивость вынужденного режима также можно обеспечить выбором 


амплитуды / 

Пусть в процессе установления вынужденного режима значение 
выходной величины в течение положительного полупериода равно Н п {і ), 
причем 

н п {і) = піу, 

П ->оо. 



Очевидно, что периодический режим установится, если будет выпол¬ 
нено условие 



( 20 ) 


для каждого положительного полупериода п в процессе установления. 
При достаточном значении амплитуды прямоугольных колебаний 


/ условие (20) будет выполнено, и, следовательно, вынужден¬ 

ный режим непременно установится и будет устойчив. В итоге можно 
сделать' следующий вывод: если для линейной части системы в разо¬ 
мкнутом состоянии существует периодическое решение Р (і) периода Т ь , 
то в замкнутой релейной системе всегда можно обеспечить вынужден¬ 


ный устойчивый периодический режим частоты надлежащим выбором 


амплитуды возмущающих колебаний. Из этого следует, что если в си¬ 
стеме имели место автоколебания, то они непременно будут подавлены 
периодическим воздействием /(/) любой частоты, если только его ампли¬ 
туда удовлетворяет условиям (19) и (20). Более того, при выполнении 
этих условий установится устойчивый периодический режим в неустой¬ 
чивой системе, автоколебания в которой нарастают безгранично 1 2 . 

Заметим, что условия (19) и (20) очень нежесткие. В практически 
интересных случаях автоколебания подавляются при амплитудах перио¬ 
дических возмущений гораздо ниже тех значений, которые выбираются 
из условий вибрационной линеаризации (см. ниже). 


1 Случаи резонанса исключаются, так как при этом не существует Р (І) 

1 


при данной частоте 


2 Т ь 
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Изложенное справедливо с некоторыми дополнениями и для внешних 
колебаний всякой другой формы, в частности синусоидальной, действующих 
на вход релейного элемента системы. Необходимые условия периоди¬ 
ческого режима (17) и (18) для синусоидального воздействия ампли¬ 
туды А запишутся в следующем виде: 


ТІ [д 8ІП (-І / — <?)- /><<)] < О- 


( 21 ) 

( 22 ) 


Как и в случае прямоугольных колебаний, при некоторых фазовых 
соотношениях эти необходимые условия могут оказаться недостаточ¬ 
ными, и во избежание непредусмотренных переключений в течение 
полупериода потребуется выполнение условия (19). 

Вынужденный периодический режим в нелинейной системе частоты 

в теории колебаний называется синхронным режимом. Условия (17) 
и (18), а равно и условия (21) и (22) являются условиями синхрони¬ 
зации. Фаза ср г , определенная из выражения (21), является фазой пере¬ 
ключения или фазой синхронизации. Вопрос об устойчивости синхрон¬ 
ного режима при синусоидальном воздействии и выполнении условий 
синхронизации сводится к устойчивости фазы синхронизации ср г . Такое 
исследование устойчивости фазы синхронизации возможно при изучении 
процесса установления синхронного режима из анализа системы нелиней¬ 
ных разностных уравнений или разностных уравнений первого прибли¬ 
жения. 

Можно определить необходимые условия устойчивости синхронного 
режима, аналогичные необходимому условию устойчивости автоколе¬ 
баний (14). Причем эти необходимые условия представляют условия (21), 
(22), (19) и (20) (последнее и для процесса установления). При выпол¬ 
нении указанных условий всякое нарушение синхронного режима, 
выразившееся в изменении фазы синхронизации на Д? 0 , приводит к изме¬ 
нению момента переключения, так что возникшее отклонение Дср 0 умень¬ 
шается и синхронный режим восстанавливается. На фиг. 10 изображены 


периодические функции Р (I) и А $іп 1 при четырех 

* ь 


возможных фа 


зовых соотношениях в установившемся синхронном режиме. Из диаграмм 
следует, что если изменить внезапно на Дср 0 фазу синусоидального ко¬ 
лебания, то во всех случаях переключение изменится так, что вся кривая 


Р(і) перемещается в сторону сместившихся колебаний и воз¬ 

никшее отклонение Дср 0 от фазы синхронизации последовательно умень¬ 
шится. Таким образом во всех случаях синхронный режим оказы¬ 
вается устойчивым. 

Необходимые условия устойчивости для синхронного режима и условие 
(14) для автоколебаний представляют собой своеобразные „статические" 
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Фиг. 10. Процессы установления фазы синхронизации. 

5. ПРИМЕРЫ СИНХРОНИЗАЦИИ КОЛЕБАНИЙ 

Пример /. Синхронизация генератора пилообразных колебаний. Про¬ 
стейший генератор пилообразных колебаний представляет замкнутую систему 
из апериодического звена и релейного элемента с характеристикой типа 
изображенной на фиг. 1,6. Пусть на вход релейного элемента действуют сину¬ 
соидальные колебания Лзіп і — <р^ . Найдем условие, при котором частота 

колебаний генератора будет равной частоте синусоидальных колебаний. 

Для апериодического звена имеем 

Р (і) - Мк 

Составим уравнение периодов и найдем полупериод Т а собственных коле¬ 
баний (автоколебаний) генератора 


Г Т V 

1 + ІЬ^г) . 







Пусть теперь ко входу релейного элемента генератора приложены сину¬ 
соидальные колебания А зіп (^- і — <р ^ . 

Составим условия существования периодического режима: 


А 8ІП ср - 


Мк (Ь ■— = 

гі і 


Ап Мк 

т7 С08ір + ~ 


Шп^І 



(24) 

Первое условие можно переписать 
следующим образом: 

Мк Г. Т й Т п Л 





Фиг. 11. Синхронизированные коле- 


Последнее соотношение показывает 
что синхронизация возможна при вполне 
определенной разности между частотой 
синусоидальных колебаний и частотой 
автоколебаний, причем разность может 
быть тем больше, чем выше амплитуда 
синусоидальных колебаний. 

Далее в зависимости от соотноше¬ 
ния периодов 2 Т а и 2 Т в меняется также 
знак фазы <р с . Если частота синусоидаль¬ 
ных колебаний меньше частоты авто¬ 
колебаний, то <р с >0, если наоборот, то 
<Рс<0. 

Уравнение (25) дает два решения 
относительно фазы <р с , причем устойчи¬ 
вой будет фаза, при которой выпол- 


бания релаксационного генератора, няется условие (24). 

Заметим, что при в разомкну¬ 

той системе синусоидальные колебания 
не могут вызвать переключения. В замкнутой системе это обстоятельство 
открывает возможность для так называемой групповой синхронизации, когда 
период колебаний генератора будет равен целому числу периодов синусои¬ 
дальных колебаний. На фиг. 11 приведены синхронизированные колебания 
генератора для случая о = 0и случай групповой синхронизации А<^а. 

Пример 2. Рассмотрим условия подавления автоколебаний в релейно¬ 
контактной следящей системе. 

Релейный усилитель следящей системы имеет характеристику „а" с запаз¬ 
дыванием М. На вход релейного элемента для подавления автоколебаний 

подаются синусоидальные колебания Лвіп і — . Уравнения системы, 

как и выше, возьмем в нормированной форме. 

Рассмотрим сначала более простой случай, когда запаздывание в усилителе 
равно нулю. Условия синхронного режима (21) и (22) запишутся в виде 

А& іпу — -^-+ й-^-0; 


А у- С05 <р + Й1 -у- > 0. 

Минимальная критическая амплитуда А К , при которой возможна синхрони¬ 
зация, равна значению Р (і) в момент переключения, т. е. 

_ Та ^ Та — _Л_ хіі Л- 

Ак ~~ 2 Ш 2 ~ 4о> Ш 4ш * 
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Условия переключения при критической амплитуде выполняются, так как 
фаза при критической амплитуде всегда равна Если амплитуда синусоидаль¬ 
ных колебаний при данной частоте со окажется ниже критической, то синхрон¬ 
ный периодический режим станет невозможным. При амплитудах значиіельно 
меньших критической следящая система начинает воспроизводить входную 
синусоидальную величину. На фиг. 12 построена кривая критической амплитуды 

в зависимости от частоты со = • Вся область правее и выше кривой является 

* в 

областью синхронного режима. Вся область левее и ниже кривой является 
областью воспроизведения или областью 
следящего режима. 

Рассмотрим ту .же следящую систему, 
но при наличии запаздывания в релейном 
усилителе М. Условия синхронного режима 
для этого случая запишутся в следующем 
виде: 

Л5ІП<р--^- + 

+ Д<+1 — (і — = (26) 

А соз<р + (і — е 4 *>0. (27) 

Фаза синхронизации определяется урав¬ 
нением 

8ІП Ч » = -^-^ — Д<— 1 + 

+ (28) 

Если частота синусоидальных коле¬ 
баний равна частоте автоколебаний, то 
фаза синхронизации равна нулю, так как выражение в скобках в правой части 
обращается в нуль, и автоколебания синхронизируются при сколь угодно малой 
амплитуде А. Критическая амплитуда в этом случае будет равна нулю. Если 
частота синусоидальных колебаний меньше частоты автоколебаний, то фаза 
как это следует из уравнения (28), положительна. Если частота синусоидальных 
колебаний выше частоты автоколебаний, то фаза отрицательна. При критиче¬ 
ской амплитуде фаза для обоих случаев равна ±-?г по отношению к моменту 

изменения знака суммарной величины, действующей на вход релейного усили¬ 
теля. Так как переключение всегда опаздывает на М по отношению к этому 



Фиг. 12. Кривая критических 
амплитуд. 


моменту, то фаза по отношению к переключению при 

* в 

ТС Х Аі ТС ТС ТС ТС 1уГ> 

~о-^ • Д/, а при — будет равна---=- Д (. В 

А 1 в 1 в 1 а I I а 


< будет равна 
1 а 

первом случае при 


уменьшении частоты фаза стремится к ~ , во втором случае абсолютное зна¬ 
чение фазы возрастает с ростом частоты. При этом предельное значение фазы 
равно—тс, так как дальше окажется, что Т в <^М. Последнее невозможно по 
условию реагирования реле (реле не реагирует на колебания, полупериод 
которых Т в меньше запаздывания А/). 


Более подробные исследования показывают, что при критической 
амплитуде условия переключения * выполняются во всем диапазоне 

частот от = 0 до = ~тт • В диапазоне частот от = О 
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до 


~^КГ к Р итическая амплитуда может быть вычислена из выра¬ 
жения (26). При частотах, больших при критической амплитуде, 

вычисленной по уравнению (26), дополнительное условие (19) не будет 
выполняться. Критическая амплитуда должна быть увеличена так, чтобы 
дополнительное условие (19) было выполнено. 

>0 





Фиг. 13. Синхронные режимы в следящей системе с запаздыванием 
в релейном усилителе. 


На фиг. 13 показаны синхронные режимы для случаев положитель¬ 
ной и отрицательной фаз синхронизации при критических амплитудах. 
На фиг. 14 даны зависимости критической амплитуды от частоты и 
запаздывания М. При частотах, равных частотам автоколебаний, кривые 
касаются оси абсцисс. Область, где амплитуды выше критических, 
является областью синхронных режимов. При этом автоколебания пода¬ 


влены, и выходная величина колеблется с частотой синусоидальных 



колебаний. Область под кривой 
критических амплитуд при часто¬ 
тах, больших частоты автоколеба¬ 
ний, является областью беспоря¬ 
дочных неизохронных колебаний 
выходной величины. Область под 
кривой критических амплитуд при 



Фиг. 14. Кривые критических амплитуд Фиг. 15. Реакция релейной 
для следящей системы с запаздыванием системы на медленно меняю- 
в релейном усилителе. щееся воздействие. 


частотах меньших частоты автоколебаний, как и в предыдущем слу¬ 
чае. есть область воспроизведения или область следящего режима. 
Чем меньше амплитуда и частота синусоидальных колебаний в этой 
области, тем точнее выходная величина воспроизводит в среднем вход¬ 
ную синусоидальную величину. Выходную величину в этом случае 
приближенно можно рассматривать как сумму синусоидальной соста* 
рляющей и деформированных автоколебаний (фиг. 15). 
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6. ВИБРАЦИОННАЯ ЛИНЕАРИЗАЦИЯ. РЕАКЦИЯ РЕЛЕЙНЫХ 

СТАБИЛИЗИРОВАННЫХ СИСТЕМ НА МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИЕСЯ 

ВОЗДЕЙСТВИЯ 

Реакция релейных стабилизированных систем, как за счет синхро¬ 
низации автоколебаний высокочастотными колебаниями, так и за счет 
применения корректирующих устройств, на медленно меняющиеся воз¬ 
действия сходна с реакцией линейных систем. Поэтому собственно и 
применяются релейные системы в качестве следящих систем. Только 
у релейной системы в отличие от линейной на основной закон измене¬ 
ния выходной величины, определяемый входной величиной, наклады¬ 
ваются высокочастотные колебания. При стабилизации за счет коррек¬ 
тирующих устройств это — автоколебания, при стабилизации за счет 
синхронизации автоколебаний эти колебания являются вынужденными 
колебаниями (фиг. 15). 

Релейные системы как следящие имеют практическое значение только 
в случае, если обеспечивается удовлетворительное слежение за опреде¬ 
ленным классом медленно меняющихся возмущений. 

Релейная система, обладающая такими свойствами, может быть 
названа квазилинейной. Система, не являющаяся квазилинейной в отно¬ 
шении нужного класса возмущений, является неработоспособной. У квази¬ 
линейной системы медленно меняющаяся вслед за входной выходная 
величина х{і) содержит высокочастотные колебания. Эти высокочастот¬ 
ные колебания содержит и любая величина х к (/) рассматриваемой 
системы. Уравнение системы, содержащей линейную часть и релейный 
элемент и стабилизированной высокочастотными колебаниями частоты со, 
можно записать в виде канонической системы уравнений первого 
порядка [3] 

^ + **** + Лф(»о| +**(9. (29) 

[_ ь =1 ] 

к — 1, 2,.. ., п, 

где Р — релейная функция; 

/(/) — медленно меняющееся возмущение, действующее нарелейный 
элемент; 

§(і) — медленно меняющееся возмущение, действующее на линейную 
часть системы; 

Лер (со/) — синхронизирующие колебания. 

Если при /(і) =§*(^) = 0 система уравнений имеет периодическое 
решение аь^ь (со/) частоты , что означает синхронизацию или пода- 

* в 

вление автоколебаний, то интеграл системы уравнений (29) для про¬ 
межутка от некоторого момента і до і = оо можно представить в форме 

х к = х к + а к (сй ( )<о к {ш ( 1), (30) 

где а к (со,) ср л (о)/) — функция, близкая к периодической; 

со,— медленно меняющаяся частота, близкая к со; 
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Сі к (<*>/) — медленно меняющаяся амплитуда, близкая к а к \ 

х к — усредненная медленно меняющаяся реакция системы 
на возмущения /(/)> ё (О* зависящая также от 
начальных условий. 

Поскольку линейная часть релейной системы регулирования всегда 
является фильтром нижних частот, то а к (со) — убывающая функция 
частоты. Выбором достаточно большой частоты можно обеспечить малое 
значение а кі удовлетворяющее техническим требованиям. При упомя¬ 
нутых условиях х к можно приближенно определить как среднее значе¬ 
ние х к за период, равный ^- = 2Т в 

2тс 

со 

х к ~^\х к {і)аі. (Зі) 

О 

(О —> оо. 


_ Чем выше частота со, тем, очевидно, точнее будет это 

х кі так что в пределе будем иметь 

х к {і) йі. 

О 



определение 


(32) 


СО —со. 


Аналогичное выражение справедливо и для производных х к 

2тс 

<*_ Г Ах к .. 

Аі Ъ. ^ йі 
О 


(33) 


Поскольку нас интересуют значения х кі то на основании уравнений 
(31) — (33) систему уравнений можно записать относительно х к \ 

+ «А** = ф [*> Х 2 ,... ,х п ) + § (0, (34) 

где 

2тс 

ф ('**і .^ (/(*>+2 [Ч**+ 

о I 1 

Н-^а^'-РаКО]]+ Л( К а) 0|- (35) 

Для вычисления функции Ф необходимо знать а к (со,) (со^). Но 

так как в квазилинейных системах эта функция мало отличается от 
периодического решения а к ср*(ш/), то можно заменить я* (<*>/) (<*>^) 
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на (о )і) для вычисления функции Ф. Систему уравнений (34) 

можно записать тогда в следующем виде: 

2 тс 

- _ г ( п 

-^Г+ ****== П/(0 - 21 е * I**+ **?*(•'>')] ] + 

О I А = 1 

+ л«к«,0 | + ^(0, (36) 

к = 1,2 ... п. 

Чем выше частота (о, тем точнее интеграл уравнений (36) описывает 
усредненные значения. 

Форма колебаний Лф (со/) определяет вид функции Ф. Можно так 
подобрать форму кривой ф(<і)/), что функция Ф окажется практически 
линейной функцией своих аргументов в определенном диапазоне, и урав¬ 
нения (36) обратятся в систему линейных диференциальных уравнений. 

Это превращение системы нелинейных уравнений в систему линейных 
уравнений отражает существо вибрационной линеаризации, т. е. квази¬ 
линейное поведение нелинейных систем. То же самое явление происходит 
в релейных системах, где автоколебания за счет корректирующих 
устройств доведены до приемлемых значений. В этом случае вибра¬ 
ционная линеаризация осуществляется за счет автоколебаний. Любая из 
величин х к также может быть записана в форме уравнения (30), и си¬ 
стема уравнений соответственно может быть записана в виде 


сП 


% 


+ -^ Ы = }<« + ** (О, (37) 

О I к =1 ) 


к = 1,2. . . п. 

Линеаризирующими колебаниями являются колебания а к (со/), 

которые можно заменить автоколебаниями а к у к (Ы), т. е. периодиче¬ 
ским решением исходной системы уравнений при $(і) =/(і) —0. 

В этом случае мы не имеем возможности влиять на вид функций Ф, 
однако они и в этом случае, особенно при малых значениях аргументов, 
мало отличаются от линейных зависимостей. 

Найдем значения функции Ф для релейной функции, изображенной 
на фиг. 1,а, при различных формах кривой Л^(а^). Поскольку в прак- 

п 

тически интересных случаях слагающее 2 а к?ь ( ш 0 в уравнении (36) 

к =1 

незначительно, не будем учитывать ее влияние на форму функции Ф. 
Обозначим выходную величину релейного элемента лг 2 . Входная вели¬ 
чина х х пусть содержит периодическую составляющую Лф (Ы), тогда 

2к 

ш 

Х 2 = ~^ М 8§П І*! + (и>01 М- (38) 

і) 
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Если [х г \ < Л у то подинтегральное выражение — периодическая 
функция (фиг. 16), среднее значение которой и будет искомой вели¬ 
чиной лг 2 . Если же | х х \^А, то подинтегральное выражение и х 2 
равно + Л4 (знак определяется знаком х х ). Так как выходная величина 
релейного элемента — последовательность прямоугольных импульсов, то 
всегда 


х 2 — т 0! + Ѳ 2 * 


(39) 


Выражая Ѳ 2 и 0 2 через величину х х и А, найдем для ф (о>/) = зіп ш/ 



Фиг. 16. Поведение релейного 
элемента при вибрационной линеа¬ 
ризации. 


х 2 = 


М 


Ѳд — ^2 
Н“ ^2 


М— агсзіп-^-, (40) 


для пилообразных (треугольных) коле 
баний 


х 2 = М 


ві — в 2 
01 + 02 



(41) 


Как видно, в последнем случае в 
диапазоне — А < х 1 < А величина х 2 
является линейной функцией х х и ре¬ 
лейный усилитель может быть заменен 
линейным усилителем с коэфициентом 
М 

усиления -д . 


При синусоидальных линеаризирующих колебаниях нелинейный 
усилитель также можно считать линейным с коэфициентом усиления 



В табл. 3 приведены функции * 2 = ф(л: 1 ) для различных форм 
кривой ф(о)0- Необходимо отметить, что наилучшей формой кривой 
следует считать треугольную форму. Линеаризацию с помощью колеба¬ 
ний прямоугольной формы надо считать недопустимой, так как это 
означает появление зоны нечувствительности для средних значений х ѵ 
Все расчеты линеаризованных систем производятся точно так же, 
как и линейных систем, характеристика усилителей которых имеет 
область насыщения. 

Для линеаризации рассмотренной выше следящей системы (см. 
фиг. 4) достаточно одну из обмоток поляризованного реле подключить 
к генератору пилообразных колебаний. В этом случае поведение сле¬ 
дящей системы не будет отличаться от поведения линейной следящей 

М 

системы с коэфициентом усиления усилителя -д-. Переходный процесс 


в системе протекает, как в линейной, при условии, что амплитуда 
единичной функции на входе системы не превосходит значения А. 

Если релейный усилитель имеет запаздывание А^, то при расчетах 
переходных процессов это обстоятельство можно учесть, введя в струк¬ 
туру системы запаздывающее звено с передаточной функцией е~ ш . 
В большинстве случаев влияние этого запаздывания на переходный 
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Таблица 3 


Функции ,ѵ 2 — Ф (*^і) для различных форм кривой ф(<о/) 



процесс ничтожно. Если релейный элемент имеет характеристику, 
изображенную на фиг. 1, б', то после линеаризации эквивалентный линей¬ 
ный усилитель будет давать постоянный сдвиг фаз на всех рабочих 
частотах. 


7. РЕЛЕЙНЫЕ АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 
С КОРРЕКТИРУЮЩИМИ УСТРОЙСТВАМИ. РЕАКЦИЯ 
НА МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИЕСЯ ВОЗДЕЙСТВИЯ 

Как уже упоминалось, в схемах, где обратная связь вокруг нели¬ 
нейного элемента осуществляется через апериодическое звено с коэ- 
фициентом усиления к и постоянной времени Г, обе эти величины 
выбираются таким образом, чтобы частота автоколебаний была доста¬ 
точно высокой. В связи с этим можно не считаться с влиянием коле¬ 
баний выходной величины на процессы в автоколебательном контуре, 
состоящем из релейного элемента и апериодического звена. В этих 
условиях для расчетов всей системы при медленно меняющихся воздей¬ 
ствиях, в том числе для расчета переходных процессов, достаточно 
определить передаточную функцию автоколебательного контура для 
медленно меняющихся воздействий (см. фиг. 7). 
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Обозначим входную величину контура х ѵ выходную х 2 , сигнал 
обратной связи на входе релейного элемента х в и входную величину 
релейного элемента лг 4 . Поведение автоколебательного контура описы¬ 
вается следующей системой уравнений: 

х 2 = (Х 4 ), 

Х4 — Х1 лг 3 ; 

7- I у. — 

1 1 I Л 3 — * Л 2* 


Та же система относительно. средних значений запишется в виде 

2л 2тс 

(О <о 

= / Ч *4 + 'К 0 >*)] Р{х 1 — х г )йі-, 

о о 


*4 = *і— 


*Ѵ 




Л 


+ *3 = **2 


Рассмотрим случай нелинейной функции, изображенной на фиг. 1, б”, 
и вычислим на основании первого уравнения функцию 

2те 

(О 

Х 2 = Ф = 2^" ^ (**і *^в) 

о 

Так как и в этом случае л; 2 = Ж Ц 1 ~ Ц 2 , то необходимо найти = 

= Ѳ 1 (л: 1 ) и Ѳ а = Ѳ 2 (л: 1 ). При ^ = 0 Ѳ 1 = Ѳ 2 , и в контуре будут авто¬ 
колебания, период которых определяется выражением (16). 

Если х х Ф 0, то Ѳ 1 Ф Ѳ 2 , и закон изменения х в найдется как перио¬ 
дическое решение для апериодического звена при воздействии прямо¬ 
угольных колебаний с неравными полупериодами Ѳ 1 и Ѳ 2 (см. табл. 2). 

Величина х в (/) в промежутках между переключениями изменяется 
по экспоненциальному закону, поэтому для промежутка времени от 
і — 0 до і—Ь г имеем 

х 3 (і) = (х 1 — о)е~~ + км{ 1—(42) 

и для промежутка времени от і — 0 до і = Ѳ 2 

* 8 (*) = (хі + а) Г~ — Ш ( 1 - е~ 1Г ) . (42а) 

Поскольку х х — медленно меняющаяся функция, то ее можно считать 
постоянной в течение периода Ѳ* и Ѳ 2 . 
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На основании уравнений (42) и (42а) находим Ѳ 1 и Ѳ 
значение выходной величины х 2 : 

кМ — х г + о . кМ + х л + о 


1п 


лг 2 = Ф(л: 1 ) = М- 


1п 


/?М — х 1 — ст кМ Н~ -У] — с 
кМ — х л +_ о 1п + *і + а 


2 и среднее 


(43) 


— лгі — о кМ + *і — а 


На фиг. 17 построены значения Ф (л^) для различных значений о. 
Полученные функции мало отличаются от прямых. 

Предельный случай получим при о 0. Частота колебаний ^ е - 

в этом случае стремится к бесконечности, а Ф (л^) — к линейной 
функции в диапазоне — кМ < ф/ ) 

Функции выражения (43) 
представляют статические ха¬ 
рактеристики релейного усили¬ 
теля с обратной связью. Най¬ 
дем передаточную функцию -X/- 
усилителя для предельного слу- 
1 



чая, когда о->0 и й ->оо. 

Ѳі + Ч 

При увеличении частоты 
автоколебаний разность ^ ме¬ 
жду х г и средним значением лг 3 
стремится к нулю, поэтому в 
пределе имеем следующую систему уравнения для средних значений: 


Фиг. 17. Характеристики релейного уси¬ 
лителя типа б с обратной связью. 


О 


х і * 3 ; 

\-х 3 = кх 2 


ах 3 - _ 


или 




Следовательно, при о 0 передаточная функция автоколебательного 
контура стремится к передаточной функции идеального диференцирую- 
щего звена: 


*л(»> 1, То , п 


Кроме диференцирующих свойств, автоколебательный контур (т. е. 
релейный усилитель с обратной связью) (фиг. 18) имеет и запаздыва¬ 
ние, определяемое величиной о и неизбежным в релейном усилителе 
временным запаздыванием А/, поэтому диференцироваиие входной вели¬ 
чины происходит с неизбежными погрешностями. 

Рассмотрим релейный элемент, изображенный на фиг. 1, г, охвачен¬ 
ный также апериодическим звеном. Так как релейный элемент имеет 
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зону нечувствительности, то в контуре не будет автоколебаний при 
х х = 0. В контуре возникнут автоколебания лишь при х г > х х пор9 при¬ 
чем в отличие от предыдущего случая выходная величина будет пред¬ 
ставлять серию импульсов одной полярности длительностью Ѳ 2 с паузами 
Ѳ 2 . Чем выше х І9 тем продолжительнее будут импульсы и тем меньше 

паузы. При некотором значении х х 



Фиг. 18, Характеристики релейного уси¬ 
лителя типа г с обратной связью. 


длительность пауз станет равной 
нулю, и на выходе релейного 
элемента будет получаться по¬ 
стоянный сигнал величин М. 

Для определения автоколе¬ 
бательного режима при х х ф 0 
необходимо найти реакцию апе¬ 
риодического звена на последо¬ 
вательность импульсов одной по¬ 
лярности длительностью Ѳ 2 с пау¬ 
зами Ѳ 2 . 

Пользуясь данными табл. 2 
(строка 14), получим: 

для промежутка времени от 
1 = 0 до і — Ѳ а 


Г 1 Ѵ) = х ш (і) = Мк 



для промежутка времени от і = 0 до / = Ѳ 2 


Р 2 (() = х 8 (і) = Мк- 


\ — е 


Ті 


Ѳі + 6 
1 — е Ті 


Тг . 
> 


для моментов включения и выключения получим соответственно 


ѳ 2 0 , 4 - ѳ 2 

?1 (0) = р 2 (Ѳ 2 ) = км е Г ‘~Ѵ + ^’ -; 

1-^-е Ті 


Р 1 (Ъ 1 ) = Р 2 (0) = Ш 


1 — е Ті 

_ в| ^2 * 

1 — е т1 


Входная величина релейного элемента равна: 
во время импульса 

х 4 = х х — Р х (О, 

во время паузы 

х 4 = х х Р 2 (і ). 

Входная величина х 4 спадает во время импульса и нарастает во 
время паузы. Когда х 4 спадает до величин о 0 — о, происходит отклю- 
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чение, когда же х 4 нарастает до величины а 0 -{-а, происходит вклю¬ 
чение. Из этих соображений получаем два уравнения периодов: 

*і—Л(°і) = о о — 
х 1 — Р 2 (Ѳ 2 )=Оо + сі. 


Подставляя в уравнение периодов значения и /^(Ѳа), найдем 


Ѳ 1 = Т г 1п 


1 _ Хі 4- а ° а 

кМ — х 1 + а 0 + а _ т 1п кМ ^ кМ и 
кМ — Хі + а 0 — а 1 Х\ а 0 — а ’ 

1 кМ + кМ 


Ч=-т г 1п 


Х г — а 0 + о 
Х 1 — а о — а 


^ІП 


Х г а 0 — а 

кМ кМ 

*і <*о + д 
кМ кМ 


Из выражения для Ѳ 2 следует, что пороговое значение л^, при ко¬ 
тором начинается автоколебательный режим, равно = о 0 а. При 

значении лг 1 ==лг 1/І0/? длительность паузы Ѳ 2 равна бесконечности. 
Из этого же выражения следует, что с увеличением х х пауза Ѳ 2 сокра¬ 
щается и стремится к нулю. Наоборот, с увеличением х х длительность 
импульса возрастает и при х х > кМ а 0 — о становится равной бес¬ 
конечности, что означает прекращение автоколебательного режима 
и замыкание реле в какую-либо сторону. 

Если х г = СОП8І, то 

;.=ф(^)= л, ,ттт ! = 


кМ — Х Х + а 0 + 3 
— Л'і + а 0 — а 

&М — + °о + 0 , х \ — °о + 0 

— Л'і + а 0 — а — а 0 — а 


Полученная зависимость лг 2 = Ф (л^), как и в предыдущем случае, 
близка к линейной зависимости в определенном диапазоне. Эта зави¬ 
симость тем ближе к линейной, чем выше частота автоколебаний. Ча¬ 
стота колебаний тем выше, чем выше о. С уменьшением о, как видно 
из выражений для Ѳ 1 и. Ѳ 2 , обе величины уменьшаются. Рассмотрим 
предельный случай, когда о->0 и частота стремится к бесконечности. 
В этом случае выражение для х 2 оказывается неопределенным. Раскры¬ 
вая неопределенность, получим 

л; 2 = Ф(л; 1 ) = — + Т Хѵ 

Таким образом, при х х > х х порі равном в данном случае о 0 , среднее 
значение лг 2 пропорционально входной величине х ѵ Коэфициент про¬ 
порциональности при этом равен 

Характеристика г (фиг. 1) релейного усилителя благодаря обратной 
связи через апериодическое звено для медленно меняющихся возмущений 
х х (/) стала линейной с зоной нечувствительности. Если положить о — о 0 , то 
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предельная характеристика не будет иметь зоны нечувствительности. 


и коэфициент усиления, как и в предыдущем случае, будет равен -і- . 

Точно так же передаточная функция автоколебательного контура в пре¬ 
дельном случае при о О будет передаточной функцией идеального 
диференцирующего контура: 


* 2 ($) 

Хі(8) 




Рассмотренные примеры касаются случая, когда корректирующая 
цепь использована как обратная связь вокруг релейного элемента. 

В тех случаях, когда корректирующие цепи используются в линей¬ 
ной части системы, задача исследования реакции на медленно меняю¬ 
щиеся воздействия также может быть сведена к линейной задаче. 
Введение корректирующих средств приводит к резкому увеличению 
частоты автоколебаний и, следовательно, среди всех параллельных 
звеньев, на которые разбивается линейная часть системы, появляются 
звенья, имеющие определяющие значения для параметров автоколебаний. 
Эти звенья можно представить соединенными параллельно релейному 
элементу (фиг. 7) и свести задачу к только что рассмотренной. 

Исследования переходных процессов 1 в синхронизированных систе¬ 
мах и в системах, где релейные усилители охвачены запаздывающими 
обратными связями, производится точно так же, как и в линейных 
системах, в которых встречаются усилители с областью насыщения. 
Полученное таким способом решение всегда будет иметь некоторое 
несущественное ограничение в смысле достоверности для самого начала 
процесса. 

Переходные, процессы в релейных системах, стабилизированных 
за счет корректирующих цепей в линейной части системы, являются, 
в сущности, процессами установления автоколебаний, В некоторых слу¬ 
чаях процесс установления среднего значения интересующей величины 
также можно рассматривать как переходный процесс в линейной си¬ 
стеме. Это возможно в тех случаях, когда введение корректирующих 
средств обеспечивает так называемый скользящий режим в релейных 
системах. Заметим, что непосредственный охват релейных усилителей 
с запаздывающей обратной связью как раз и приводит к скользящему 
режиму в системе. 
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1 Под переходным процессом, понимается реакция системы на единичную 
функцию при нулевых начальных условиях. 
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ГЛАВА XXXVI 

АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД АНАЛИЗА АВТОКОЛЕБАНИЙ 
ОДНОГО КЛАССА РЕЛЕЙНЫХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В настоящей главе излагается метод изучения автоколебаний одного 
широко распространенного класса релейных систем, разработанный 
А, И. Лурье. Этот метод опирается на известный метод интегрирования 
диференциальных уравнений — метод припасовывания — и каноническую 
форму записи исходных уравнений, 

1, Постановка задачи 

Рассмотрим систему автоматического регулирования (см. фиг. 1, а 
гл. XXXII), возмущенное движение которой описывается уравнениями 
вида 

п 

а=»1 

% = ф* (о); а=2/^ — 5; 

а = 1 

здесь т] а — координаты; 

Ъь а — заданные постоянные параметры объекта регулирования; 

5 — координата; 

п к — постоянные параметры регулирующего органа; 
р а — параметр регулятора; 
о — суммарный сигнал; 

Ф* (о) — функция, определенная с помощью равенства 

+ И при о > 0; 

ф*(а)= 0 при о —0; (45) 

— Н при о < 0, 

где Н — заданное, положительное число. 

График этой функции представлен на фиг. 19. 

Приведем уравнения (44) к так называемой канонической форме. 
С этой целью рассмотрим линейную подстановку: 

= + (* = 1, 2(46) 

*-1 
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Диференцируя х к , после исключения с помощью уравнений 
величин т] а находим 




<х=1 


2 + 

.р-1 




+ Ф(0). 


( 44 ) 

(47) 


Для того чтобы придать уравнениям в новых переменных канони¬ 
ческую форму 

х к = І к х к +Ф(о); {к = 1.«), (48) 

подберем постоянные С ( а *> преобразования (46) так, чтобы удовлетво¬ 
рялись соотношения 

Ь °* С і к) > к = 1, , л); (49) 

<х= 1 

а = 1 


где — параметры преобразования, определение которых сводится 
к следующему. 

Первые п соотношений (49) следует рассматривать как линейные 
однородные уравнения относительно неизвестных С< Л) . Как доказывается 


в алгебре, они тогда лишь имеют ненулевые решения, когда их опре¬ 
делитель равен нулю. 

Таким образом, для того чтобы по¬ 
строить преобразование (46) и привести 
уравнения (44) к каноническому виду, мы 
должны выбрать числа \ к как корни урав¬ 
нения 



ср(б) 






Фиг. 19. Идеальная характери¬ 
стика релейного элемента. 


й(к): 


■'и 


Л 


у Ь п і 


У 1 п 


Ьпп ^ 


= 0 . ($ 0 ) 


Чтобы закончить преобразование уравнений (44), остается выразить о 
через новые переменные. Для этой цели надлежит определить из 
соотношений (49) все значения и разрешить соотношения (46) от¬ 
носительно старых переменных. 

Выполнив эти операции, получим 

\ = 2 ° { ь )х ь + 0 ,?; (*= 1 .«)• ( 51 ) 

к—І 


С помощью этих соотношений, диференцируя величину о, найдем 

а =ЕРл-ф(°) 

к —1 

где постоянные $ к известны. 
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Итак, вместо исходных уравнений (44) мы получили канонические 
уравнения 

**= —Р+ (*=1, (53) 

п 

® = (53а) 

к =1 

где — р к = \ к — простые корни уравнения 

= — »Л«р| = 0. (54) 

Что же касается функции Ф(а), то путем должного выбора нового 
масштаба времени и в соответствии с равенством (45) она может быть 
определена равенством 


+ 1 при о > 0; 

Ф (а) = 0 при о = 0; 

— 1 при о < 0. 

Уравнения (53) имеют очевидное решение 

** = 0,...; х* п = 0; о* = 0. 


(55) 


(56) 


Оно характеризует невозмущенное движение системы автоматиче¬ 
ского регулирования, которое должен поддерживать регулятор. Однако 
мы заранее предполагаем, что регулятор не может обеспечить устой¬ 
чивости по Ляпунову очевидного решения (56) и регулируемая система 
совершает в окрестности этого решения автоколебательные движения. 
Эти движения описываются периодическими решениями уравнений (53). 

Задача состоит в том, чтобы найти эти решения и среди них ото¬ 
брать те, которые отвечают автоколебательным движениям системы 
автоматического регулирования. 


2. ПОСТРОЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 

Будем искать симметрические периодические (периода 2 Т) решения 
уравнений (53). Очевидно, свойство периодичности решений будет вы¬ 
ражаться равенствами 

х„Ѵ) = —х н {і+Т); (*=!,.-..л); «(0 = -«(<+7’). (57) 

Для решения уравнений (53) будем отсчитывать время от момента, 
в который о ( 0 ) = 0 . Однако при этом может быть о ( 0 ) < 0 либо 
о(0)>0. Допустим, что имеет место последнее. Следовательно, в те¬ 
чение первого полупериода движения системы должно быть о (^)>0 
(0</< Т). Этому движению должно отвечать решение уравнений 
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(53) при Ф (а) = -}- 1. Найдем его. Интегрируя первые п уравнений, 
получим 

х к = х к (0)е-*ь { + (* = 1.я), (58) 


где (0) — значения координат х к в момент времени *=0. 

В соответствии с решением (58) и дополнительным условием, что 
при ^ = 0 а = 0, находим из уравнения (53а) 



Формулы (58) и (59) определяют общее решение системы уравне¬ 
ний (53) при Ф (о) = 1 и дополнительном предположении, что при 
/ = 0 о = 0. Для определения симметрических периодических решений 
следует так распорядиться пока произвольными начальными значениями 
х к (0), чтобы удовлетворялись условия (57) при ^ = 0. Таким образом, 
подставляя в первые п равенств (57) х к , определенные по формулам 
(58), получим 


*І(0)= 


_1_ 1 - е~Р к т 

Р к 1 + е~*к т 


; (* = !,..., я) 


или в сокращенной записи 

4(°) = --^«і^; (60) 


Далее, из последнего равенства (57) при учете выражений (59) и 
(60) и дополнительного условия, что при і= 0 о = 0, будем иметь 


о сп = 


п 



п 





откуда после несложных преобразований получаем условие 


°(Т) = 


У !і 

лл п 

к=1 


— 1 




(61) 


которое носит специальное название уравнения периодов . 

Положительный корень Т уравнения (61) определяет полупериод 
искомого периодического решения, если о(/), определяемая формулой 
(69), при х к (0) = хь (0) не обращается в нуль внутри интервала 
О < / < Г и если о (0) > 0. 

Внутри промежутка 0 < і < Т найденное периодическое решение 
имеет вид 



0<^<Г; (Л = 1,.. .,л). 


986 



Это решение продолжается в промежуток Т </<2Г по формулам 
(57) и. далее строится для любого промежутка из условий периодич¬ 
ности. 

Полученное решение отвечает автоколебательному движению системы 
и описывает его, если оно обладает свойством устойчивости. 

Следовательно, дальнейшее изучение автоколебательных движений 
систем автоматического регулирования сводится к изучению устойчи¬ 
вости периодических решений (62) уравнений (53). 

В заключение отметим, что если среди корней р к =— есть один, 
равный нулю, например р л = 0, необходимые соотношения для опреде¬ 
ления периодического решения получаются из найденных формул путем 
предельного перехода при р л -+ 0. В частности, для этого случая 
в уравнении периодов (61) пропадают члены, соответствующие корню 
Р„ = 0- 

3. ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 

Допустим, что уравнение (61) имеет положительный корень 7 и 
что этому корню действительно соответствует периодическое решение 
(62). Чтобы разрешить интересующий нас вопрос, проведем следую¬ 
щие рассуждения. 

При начальных условиях (при 1 = 0) 

х к (0) = х\(0); о(0) = 0; (Л=1,...,/і) (63) 

выражения (58) и (59) определяют периодическое решение, меняющее 
знак через полупериод Г, так что по прошествии времени і=Т имеют 
место равенства 

х к (Т)=-хК 0); о(Т)=-о( 0); (к=1 ,...,/*). (6 4) 

Значения і = 0 и і=Т определяют в этом случае два последова¬ 
тельных момента прохождения через нуль величины о. Рассмотрим но¬ 
вые начальные условия 1 : 

^(0) = ^(0) + 8д: а (0); 3 (0) — 0; (к = 1,..., п). (65) 

При новых начальных условиях выражения (58) и (59) будут опре¬ 
делять, вообще говоря, непериодическое решение. Однако, как и прежде, 
мы можем изучить это решение уравнений (53) по этапам. 

В рассматриваемом случае на первом этапе величина о снова прой¬ 
дет через нулевое значение не через промежуток времени, равный Т, 
как это имело место при начальных условиях (63), а по прошествии 
времени так что при і=Т -\-ЪТ будут иметь место равенств 

** (7 + Ю = - х* ь (0) - 8д#> (0); о (Г + 87) = — о (0); 

(й=1,...,л). (66) 

При Ьх к (0), очевидно, 87 = 0. 

1 Здесь Ьх к (0) (й = 1 , .... я) являются достаточно малыми по абсолютному 
значению постоянными величинами. 
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Подставим сюда выражения х к (Т + оГ) и о(Г-)-дГ) по формулам 
(58) и (59), в которых х к (0) возьмем согласно первым равенствам (65), 
разложим затем эти выражения в строку Тейлора по малым количе¬ 
ствам ЬТ, Злг А (0), (к= 1, п) и в полученных выражениях удер¬ 
жим члены первого порядка малости относительно указанных количеств. 
Тогда члены, не содержащие множителем величины 5Г и 8д:^ 0) , сокра¬ 
тятся, и в результате получим уравнения 

- = ЬхѴ е~** т + {- р к х* к (0) + 1} е -** 1 ЬТ; (к= 1,; 


2 + 2^ - 1 - 2 % е ~’ ,т + 

к -1 (*=1 / г =1 

+ 2Р^(0)^ Г )§7’ = 0. 


/г-1 


[ (67) 


Подставляя в полученные уравнения х* (0) из формул (60), получим 
после соответствующих приведений 


— 84> = 8л:1 0) е~*ь т + (і - Ш ЬТ; (Л = 1,я); 
2 (1 - *~* кТ ) ^ = (і - 2 ~ *Ь 8Г. 


( 68 ) 


Определим из второго уравнения (68) 5Г и подставим в первое 
уравнение, тогда получим 


X —-=-; (*=!,.... л). (69) 



Аналогичным образом можно рассмотреть второй этап движения, 
в котором Ф (о) = —1, приняв за начальные условия конечные значе¬ 
ния координат на предыдущем этапе движения и соответствующим об¬ 
разом изменив начало отсчета времени. В результате мы получили бы 
опять систему соотношений типа (69), которая только связывала бы 
теперь величины Зл^ 1 ) с величинами Ъх&\ характеризующими отклонения 
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значений переменных х к (і) от их значений в рассмотренном выше перио¬ 
дическом движении в начале и в конце второго этапа движения. 

И далее вообще нетрудно показать, что, заменяя в уравнении (69) 
Вл^ 1 ) на 8л;^, а Ьх^ на получим выражения 


X 


-8^ = 8^"Ѵ'* г + ( 


/=1 


Р/ 2 


і -ъЦ-) X 

(/? — 1, . . . , АА), 


(70) 


которые определяют отклонения переменных х к {і) от их значений в пе¬ 
риодическом движении в конце и в начале этапа. 

Стационарный режим движения, соответствующий найденному выше 
периодическому решению — периодическое движение, будет асимптоти¬ 
чески устойчивым, если выполняются предельные равенства 


Ііт &л4 5) = 0; {к = 1,..., п)\ Ііт 8Г= 0. (71) 

8-ЮО 8-У ОО 

Система уравнений (70) представляет систему линейных разностных 
уравнений с постоянными (т. е. не зависящими от номера 5) коэфициен- 
тами. Решение этой системы находится в виде 


= с к 1 3 ; 3* ( / +1) = с к Х ( * +1) ; (72) 


После подстановки этих выражений в уравнение (70) получаем для 
определения постоянных коэфициентов с к систему линейных однородных 
уравнений 


с к {\ + е~ р* г )= (і — «і^І) 


X 


і — 1 


(73) 


_уА ш Р іі 

Я* 2 


Система уравнений (73) будет тогда и только тогда иметь решение, 
отличное от нулевого, когда ее определитель будет равен нулю. Опре¬ 
делитель системы уравнений (73) представляет полином п -й степени 
относительно величины X, и соответствующее уравнение, которое здесь, 
так же как и в аналогичном случае теории диференциальных уравнений, 
называется характеристическим уравнением, имеет п корней Х 1Э . .., \ п . 

Если все корни Х 1Э ..., Х л по модулю меньше единицы, то согласно 
уравнениям (72) величины Вл* ( ^, ... , Ьх^ стремятся к нулю при беспре¬ 
дельном возрастании номера 5 . В этом случае стационарный режим 
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движения, соответствующий найденному периодическому решению (перио¬ 
дическое движение), будет асимптотически устойчив. Если хотя бы 
один из корней характеристического уравнения будет по модулю больше 
единицы, то периодическое движение будет неустойчивым. 

Таким образом, вопрос об устойчивости свелся к исследованию 
величины численных значений корней характеристического уравнения. 
А. И. Лурье [1] указал весьма простой способ решения указанного 
выше характеристического уравнения. 

Введем обозначение 

А=- 1 - -я-. ( 74 > 

ѴІ1 


тогда из уравнения (73) получим 


і-хьЩ- 

° к = А \ + е-Ѣ т ' 


(к= 1.я). 


(75) 


Подставляя отсюда с к в формулу (74) и сокращая на А , получим 
после простейших преобразований характеристическое уравнение в виде 



X - е~Рі т 
X + е~ ? і т 


= 0 . 


(76) 


Чтобы рассматриваемое периодическое движение было устойчивым, 
все корни уравнения (76) должны быть по модулю меньше единицы. 
Однако для практических приложений удобно это уравнение преобра¬ 
зовать с помощью известной подстановки 


І* = 


X + 1 
X- 1 ’ 


(77) 


которая преобразует внутренность круга |X|< 1 в полуплоскость 
Кер< 0. Уравнение (76) преобразовывается при этом к виду 



р, (ПЬ^ + І 

Р/ (ісШ^р + 1 


0. 


(78) 


Теперь очевидно, что все корни Х / уравнения (76) будут по модулю 
меньше единицы только тогда, когда все корни [х уравнения (78) будут 
иметь отрицательные вещественные части. 

Последняя задача может быть решена, например, применением кри¬ 
терия Рауса-Гурвица. 

Характеристическое уравнение для случая, когда один из корней 
Рі> •••> Рл Р авен нулю, например р л = 0, получается из уравнения (78) 
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путем предельного перехода при р л — 0. В этом случае характеристи¬ 
ческое уравнение имеет вид 


-2 


р г |хй1 ^' +1 




і=т Р< сй Щ; + 1 


2(х 


:0. 


(79) 


Примечание. Полученные формулы легко обобщаются на случай, 
когда функция Ф (а) задается табличкой значений 

1 При о > а* 

0 при а = 00 а > 0 ; 

ф(а)= — 1 ПР И °<°0 

+ 1 При а>— «о| 

О при о = 00 > а < О, 

— 1 при а < — 00 ] 

или графически в виде петлеобразной кривой, представленной на фиг. 20 , 
где 00 — неотрицательное число. 

В этом случае характеристическое уравнение (7*) остается без изме¬ 
нения, а в правой части уравнения периодов (61) теперь вместо нуля сле¬ 
дует писать 00 . 




\ф(ё) 

< 



6<3 





— 1 




Фиг. 20. Петлеобразная характе¬ 
ристика релейного элемента. 


Пример. Рассмотрим задачу непрямого регулирования 

у + Му = — 

І = Ф (а); 

® = <р + р<р— 5 . . 

Полагая 

•Пі-?. , Ча — <Р. 

приведем уравнения (80) к нормальной форме уравнения (44): 

Іі = Чг; 

— Л4к) а — Щ 
і = Ф (а); 
в —Т)1 + рі)г— 5. 

Характеристическое уравнение (50) 

р(р —Л1)-0 


(80) 

(81) 


(82) 
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имеет два корня: 


Р 1 = М 

И 

Р2 — 0. 

Каноническая форма уравнений такова: 

4 = — РЛ + ф(о); 
х 2 = Ф(о); 

а — Р 1 л: 1 -|- рз-^2 — Ф (°)> 
где 

Рг = — ж ■ 

Дальнейшее исследование сводится к анализу уравнений периодов 
(61) и характеристического уравнения (78), которые в данном конкрет¬ 
ном случае выписываются сразу из общих формул с учетом соотноше¬ 
ний (84) и того факта, что один из корней р 2 равен нулю. 

Эти уравнения имеют вид 


(83) 


(84) 




Рі" /2 


Ш 


_Рі7\ 
2 ’ 


1 


Рі 




[X сШ 


Рі Т 


+ 1 


м: 
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ГЛАВА XXXVII 

ЧАСТОТНЫЙ МЕТОД АНАЛИЗА АВТОКОЛЕБАНИЙ 

И ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ В РЕЛЕЙНЫХ СИСТЕМАХ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В настоящей главе излагается частотный метод исследования авто¬ 
колебаний и вынужденных колебаний в релейных системах автоматиче¬ 
ского регулирования с произвольным числом степеней свободы. 

В основу метода положены понятия о передаточной функции и 
амплитудно-фазовой частотной характеристике, являющиеся весьма удоб¬ 
ными, как это было показано в ряде предыдущих глав для полного 
и всестороннего анализа и синтеза линейных систем автоматического 
регулирования. 


1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Рассмотрим релейную систему автоматического регулирования, кото¬ 
рая может быть представлена в виде соединения линейной части системы 
и релейного элемента, как показано 
на фиг. 21. 

Характеристика релейного эле¬ 
мента 

х 2 =Ф(х 1 ). (85) 



Линейная часть 




системы 


х(І) 

Х г (0 







Релейный 

-Г ( 



элемент 

И) 


Связь между выходной х 2 и 
входной х г величинами его суще¬ 
ственно нелинейна и имеет вид, гра¬ 
фически изображенный на фиг. 22,а. 

Частный случай этой характери¬ 
стики при х 0 = 0 приведен на 
фиг. 22,6. 

Линейная часть системы может 
описываться системой линейных ди- 

ференциальных уравнений в полных или частных производных. Мы 
предположим, что линейная часть системы имеет передаточную функцию 

Ь{х) 


Фиг. 21. Схематическое изображение 
релейной системы автоматического 
регулирования. 


М*і) 


1Г(5). 


( 86 ) 


Передаточная функция, равная отношению изображений выходной 
величины линейной части системы к входной, может быть по известным 
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правилам, изложенным в главах VI и VII, получена по передаточным 
функциям или, что эквивалентно, по уравнениям отдельных звеньев. 

В зависимости от свойств линейной части системы релейные системы 
автоматического регулирования могут быть подразделены на два типа: 
системы со статической линейной частью и системы с астатической 
линейной частью. 

К первому типу относятся системы, в которых воздействие релей¬ 
ного элемента приводит, например, к скачкообразному изменению поло¬ 
жения регулирующего органа. Системами этого типа являются двух¬ 
позиционные и вибрационные регуляторы. 

Ко второму типу относятся системы, в которых воздействие релей¬ 
ного элемента приводит, например, к скачкообразному изменению ско¬ 
рости регулирующего 
органа. Системами это¬ 
го типа являются си¬ 
стемы с постоянной 
скоростью сервомо¬ 
тора. 

Линейная часть си¬ 
стемы может быть оха¬ 
рактеризована ампли¬ 
тудно-фазовой частот¬ 
ной или временной 
характеристиками. 

Амплитудно - фазо¬ 
вая характеристика 
]Ѵ (/а>), определяющая установившуюся реакцию линейной части системы 
на гармоническое воздействие с единичной амплитудой, может быть 
получена либо по передаточной функции №($) при замене в ней 5 
на /іо, либо найдена известными способами по экспериментальным 
данным. 

Временная характеристика к ( і ) представляет реакцию линейной части 
системы на воздействие вида единичного скачка. 

В том случае, когда передаточная функция ($) имеет конечное 
число полюсов Х 2 ,..., \ п и эти полюсы отличны друг от друга и 
не равны нулю, временная характеристика к ( і ) определяется по извест¬ 
ной формуле разложения 



Фиг. 22. Характеристики релейного элемента при 
(я)%о = 0 и ( б)ъ 0 Ф 0. 


й(о=с 0 +2с^, ( 87 > 

ѵ=»1 

где 

с 0 =Г(0); с, = Ііт (5 — Х ѵ ) \Ѵ ($). (88) 

X -*■ Ху 

При наличии нулевых или кратных корней выражение для к (0 
существенно усложняется (см. главу V). Временную характеристику 
также можно определить экспериментальным путем. 

Амплитудно-фазовая характеристика линейной части системы 1Г(/а)) 
может быть очень просто построена по амплитудно-фазовым характери- 
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стикам отдельных звеньев на основании известных правил для систем 
любой структуры. При этом особенно сильное упрощение достигается, 
как это было показано в главе XII, если применять логарифмические 
частотные характеристики, как расчетные, так и полученные на основе 
эксперимента. 

В противоположность этому построение временной характеристики, 
например, по временным характеристикам отдельных звеньев, связано 
с некоторыми вычислительными затруднениями. Поэтому в основу 
исследования релейных систем целесообразно положить амплитудно¬ 
фазовую характеристику линейной части системы. 

Дальнейшая задача состоит в том, чтобы, используя амплитудно¬ 
фазовую характеристику \Ѵ (/ю) линейной части системы, ответить на 
все вопросы, связанные с существованием, устойчивостью и основными 
параметрами автоколебаний и вынужденных колебаний в релейных 
системах. 

Далее, говоря об автоколебаниях, мы будем иметь в виду всегда 
симметричные автоколебания, определяемые полупериодом Г, т. е. с часто¬ 
той о) = -^ги симметричные вынужденные колебания, частота которых 

совпадает с частотой внешнего гармонического воздействия, не огова¬ 
ривая этого каждый раз. 

2. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ И УСТОЙЧИВОСТИ АВТОКОЛЕБАНИЙ 
И ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

Предположим, что в релейной системе имеют место вынужденные 
колебания полупериода 7 1 , т. е. частоты = вызванные гармони¬ 
ческим воздействием, приложенным ко входу релейного элемента: 

/(/) х 0 8іп (о>/ — ср), (89) 

где х 0 — амплитуда; ср — сдвиг фаз; ю=-^-частота, так что 

*,(*) = *(*)+/(*). ( 90 ) 

тогда все величины, характеризующие состояние релейной системы, 
х і(І), Х 2 І 0 > х (0 будут изменяться также периодически с полуперио¬ 
дом Г, т. е. с частотой -^-(фиг. 23). 

Обозначим эти периодически изменяющиеся величины через Х\т(Т), 

Х 2Т (О И Хт(1)' 

Выходная величина релейного элемента х 2 г (О представляет после¬ 
довательность импульсов постоянной длительностью Т, постоянной 
высоты к р и чередующихся знаков. Эта последовательность импульсов, 
не зависящая от формы входной величины, воздействует на линейную 
часть системы и вызывает периодическое изменение выходной величины 
линейной части системы х т (і). Сумма х т (і) и /(*) определяет Х\ т (і). 



Как видно из фиг. 23, искомые вынужденные колебания или, точ¬ 
нее, периодическое решение может существовать, если будут выполнены 
следующие условия: 

1) условие надлежащего момента переключения 

ІХітѴ)] іаяТ = х ІТ (Т) = - V (91) 



Фиг. 23. К определению условий существования 
вынужденных колебаний. 


2) условие надлежащего направления переключения 

\ах хт (і) 1 

[ аі \і=.т = Хіт ^ ^ 

3) условие отсутствия переключений внутри полупериода Т 

х о П Р И О </<7\ (93) 

где Т = -полупериод внешнего воздействия. 

Воспользовавшись соотношениями (89) и (90), получаем 

*1Г (І) = Х т (і) -4- л: 0 зіп (94) 
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поэтому условия (91) — (93) можно после очевидных преобразований 
записать в виде 

х т (Т) + л ; 0 8 іп ср == — х 0 ; (95) 

х' т (Т) — х 0 соз 9 < 0; (96) 

х т (і) і— > —* 0 П Р И 0 < /< Т. (97) 

Условия (95) и (96) определяют амплитуды внешнего воздействия, при 
которых возможны вынужденные колебания полупериода Т и сдвиг 
фаз 9 этих колебаний. 

Если внешние колебания отсутствуют, / (7) = 0, т. е. х 0 — 0, то 
Х вых т (О = Х вх т (О» 

и условия (95), (96) и (97) переходят в условия существования авто¬ 
колебаний 


* 

/—Ч 

т 

1 

X 

о 

(98) 

-І- Х ' т (Т)<0 

(99) 

■*т(0> — * 0 ; п р и о</<7\ 

( 100 ) 


В этом случае полупериод Т искомых автоколебаний определяется 
как вещественный корень уравнения (98), удовлетворяющий уравне¬ 
нию (99). 

Условия (97) и (100) автоматически проверяются при построении 
формы вынужденных колебаний или автоколебаний. 

Легко видеть, что в том случае, когда внешнее периодическое воз¬ 
действие приложено ко входу релейного элемента (см. фиг. 21 ), форма 
автоколебаний и вынужденных колебаний, если они имеют один и 
тот же полупериод, тождественны друг другу. Это следует из того, 
что в обоих случаях на линейную часть системы воздействует последо¬ 
вательность одних и тех же прямоугольных импульсов постоянной 
высоты и длительности, знаки которых чередуются. 

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ РЕАКЦИИ ЛИНЕЙНОЙ ЧАСТИ СИСТЕМЫ 
НА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ИМПУЛЬСОВ 

Для того чтобы получить приведенные выше условия существова¬ 
ния колебаний в явной форме, необходимо найти предварительно фун¬ 
кцию х т ({), представляющую установившуюся реакцию линейной части 
на последовательность прямоугольных импульсов чередующихся знаков 
(фиг. 23). Это можно сделать различными способами, описанными 
в литературе [ 1 ] — [ 5 ]. 

Однако все эти способы связаны с необходимостью вычисления полю¬ 
сов передаточной функции ѴР (з) линейной части системы, что в тех 
случаях, когда система содержит распределенные параметры, элементы 
запаздывания, внутренние обратные связи и т. д., практически трудно 
выполнимо. 


997 



Кроме того, даже в случаях систем с сосредоточенными параметрами 
при наличии кратных и нулевых полюсов 1 Ѵ(8), полученные при этом 
выражения сильно усложняются. Поэтому мы воспользуемся несколько 
иным путем, основанным на простых физических соображениях и по¬ 
зволяющим решить все вопросы, связанные с автоколебаниями и вы¬ 
нужденными колебаниями по амплитудно-фазовой характеристике линей¬ 
ной части системы. 

Как уже было отмечено, выходная величина релейного элемента пред¬ 
ставляет последовательность прямоугольных импульсов постоянной вы¬ 
соты к р , постоянной длительности Т и чередующихся знаков (фиг. 23). 
Эту последовательность импульсов можно представить в виде ряда Фурье 

оо 

* р (0 = Ф(*і(0) = *!"*р2 ~ (2 ^Г —і) 5іп(2/к— \) Ы , (101) 

тп=1 

где ш = -^г . 

Линейная часть системы характеризуется амплитудно-фазовой характе¬ 
ристикой 

1 ГС/а)) = Я(ш)^ в(ш) , (102) 

где //(со) — модуль, а Ѳ(со) — фаза. 

Для определения установившейся реакции линейной части системы 
х т {і) на последовательность импульсов можно найти установившуюся 
реакцию ее на каждую из гармоник ряда (101), а затем просуммиро¬ 
вать эти реакции. Сделав это, получим 

оо 

^(0=4"^ ^ Н[ ‘І;^Е\ )а>] 8ІП к 2от — і) «* + в ((2/и — <»).]. (юз) 

тп — 1 


где со=^-частота периодических колебаний в релейной системе и/ 

изменяется от 0 до Т *. 

Полагая в уравнении (103) і=Т и замечая, что о)Г==тг, найдем 

оо 

■*т(7) = —\к р ^ зіп Ѳ ((2/и — 1) ю). (104) 

т= 1 

Диференцируя уравнение (103) по I и затем полагая І = Т, получим 

х' т ( Т ) =- к^?Н [(2/и— 1)ю] соз Ѳ [ (2/и — 1) <о). 

т — 1 

Обозначая через І/Гю) и V (со) действительную и мнимую 
амплитудно-фазовой характеристики линейной части системы так, 

]Ѵ (/со) = // (со) + (<*>) 

и 

О (а>) = //(а>) созѲ(о>);1 

I/ (о>) = Н (со) зіп 0 (а>), / 

* В других интервалах х Т ( I ) периодически повторяется. 
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(105) 

части 

что 

(106) 
(107) 



перепишем уравнения (104) и (105) в форме 


со 



(108) 

т = 1 


оо 


• 4 (Г) = - ± С/((2 т - 1) <р). 

т — 1 

(109) 


4. ХАРАКТЕРИСТИКА РЕЛЕЙНОЙ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЕ АВТОКОЛЕБАНИЙ 
И ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

Для практического определения условий существования вынужденных 
колебаний и автоколебаний удобно воспользоваться следующей геоме¬ 
трической интерпретацией. 

Составим функцию 


где 


У(о>) = Ке^ 


(ПО) 


оо 

т — 1 

со 

м = 4 4 ( Г ) = - 4 ^ Ѵ{Ѵ т -!)“>). 


т*= 1 


(111) 

( 112 ) 


Эту функцию У(а>) назовем характеристикой релейной системы. 

Задавая различные значения со, построим на комплексной плоскости 
(фиг. 24) кривую 1 У (со). Точка пересечения этой кривой с прямой 
^т^= —х 0 , расположенной в левой полуплоскости, определяет частоту 
автоколебаний о) = о) 0 , удовлетворяющую условиям 

^т^ = — % 0 ; 

М<0, (113) 

которые совпадают с условиями (98) и (99). 

Для определения амплитуды х 0 и сдвига фаз ср внешне приложенных 
колебаний, при которых будут иметь место вынужденные колебания 
частоты о) 0 , нужно из точки <о = а) 0 на кривой У (со), соответствующей 
заданной частоте, провести окружность радиуса х 0 (фиг. 25). Тогда 
углы, образованные радиусами этой окружности, проведенными в точ¬ 
ках пересечения их с прямой Уті = — х 0 (в левой полуплоскости), 
определяют сдвиг фаз <р искомых вынужденных колебаний частоты а> 0 
при данной амплитуде х 0 . 


1 Способ построения У (со) описан ниже. 
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Из фиг. 25 следует, что в этом случае выполняются условия 


]т] 4- -^о 8 * п ? == —*<р 
Ще] — х 0 соз ср < О, 


( 114 ) 


эквивалентные условиям (95) и (96). 

Если отсутствует пересечение окружности радиуса х 0 с пря¬ 
мой ]т] = — * 0 в левой полуплоскости то, значит, отсутствуют иско¬ 
мые вынужденные колебания. Это может быть, если амплитуда внеш¬ 
него гармонического колебания х 0 меньше некоторой величины х пор , 
которую мы назовем пороговым значением. Пороговое значение х пор 



Фиг. 24. Характеристика релейной 
системы. К определению автоколе¬ 
баний. 


Фиг. 25. Характеристика релейной 
системы. К определению вынужденных 
колебаний. 


определяется как радиус окружности, касающейся прямой ^т^=—ъ 0 , 
если значение а ) 0 = (о 0 находится в левой полуплоскости или радиус 
окружности, пересекающей прямую ]т]= —х 0 в точке прохождения 
прямой через мнимую ось, если значение а> = о > 0 находится в правой 
полуплоскости 

Итак, в релейной системе будут существовать вынужденные колеба¬ 
ния, если амплитуда х 0 превышает пороговое значение, т. е. 

«^о ^ Х пор і* (И5) 

Для тех частот внешнего воздействия, которые расположены на 
кривой 7 в левой полуплоскости, при выполнении условия 

Х пор і < х о <х 

пор 2 > (ііб) 

существуют два периодических решения, которым соответствуют раз¬ 
личные фазы ср! и ср 2 , такие, что 

?, + <Р, = ±*. (117) 

При 

Х 0 > Х ПОр 2 
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существует одно значение фазы и, значит, одно периодическое 
решение. 

В том случае, когда значения о) = о) 0 расположены на кривой 7 
в верхней части полуплоскости У, фаза ср изменяет свой знак. 

Таким образом, характеристика релейной системы полностью решает 
вопросы, связанные с существованием автоколебаний и вынужденных 


колебаний. 

Для построения характеристики 
релейной системы можно поступить 
следующим образом. 

Изобразим на комплексной пло¬ 
скости амплитудно-фазовую харак¬ 
теристику линейной части системы 
со знаком минус, т. е.—И^С/со)*, 
и отметим на ней точки ю 1 , Зоу,, 
ба^, . . . , (2 т — 1 ) 0 )! (фиг. 26). 
Уменьшим ординаты — \Ѵ (/со), со¬ 
ответствующие этим точкам в 1, 3, 
5,..., (2 т — 1) раз. Проводим к 
уменьшенным таким образом орди¬ 
натам из начала координат векторы 
(фиг. 26). 

Геометрическая сумма этих век- 
4 . 

торов, умноженная на — к р , равна 

вектору характеристики релейной 
системы 



и, 


Фиг. 26. Построение характеристики 
релейной системы /(со) по амплитудно¬ 
фазовой частотной характеристике 
линейной части системы IV (/со). 


У (о>) = Не] +РШ =- і- к р ЧГи*і) + 2 [ Ѵ [(2от — 1 ) °>і] + 

I т=2 

Можно также определить У(о>) суммированием порознь абсцисс, 
уменьшенных указанным выше образом, и ординат — \Ѵ (/со). Повторяя 
эти построения для других значений со, подобным образом находим 
значения У (со) при любых значениях со. 

Увеличивая масштаб этих значений в-^-к р раз, найдем характери¬ 
стику релейной системы У (со). Проведя прямую У/яУ= —х 0 , как это уже 
было описано выше, находим частоты автоколебаний, пороговые значе¬ 
ния и сдвиг фаз вынужденных колебаний. 


* Заметим, что для систем автоматического регулирования IV (/а>) = 
М (/а)) 

р Д е знак минус указывает на то, что обратная связь является 


отрицательной. 


Поэтому — Ц^С/со) = 


М (/со) 

Жм' 
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5. УСТОЙЧИВОСТЬ АВТОКОЛЕБАНИЙ И ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

В РЕЛЕЙНОЙ СИСТЕМЕ 

Автоколебания или вынужденные колебания, найденные указанным 
выше способом по характеристике релейной системы і(о>), могут быть 
как устойчивыми, так и неустойчивыми. Физически эти колебания могут 
наблюдаться в том случае, когда они устойчивы. 

Для исследования устойчивости автоколебаний и вынужденных коле¬ 
баний (в малом) можно воспользоваться известными из литературы стро¬ 
гими способами [1], [5]. 

Все эти способы состоят в том, что рассматривается непериодиче¬ 
ское решение, близкое к найденному периодическому, и исследуется 
отклонение между ними. Периодическое решение устойчиво, если это 
отклонение стремится к нулю, и неустойчиво в противном случае. 

Исследование устойчивости сводится к исследованию корней харак¬ 
теристических уравнений, порожденных некоторыми разностными урав¬ 
нениями. Можно показать, что вынужденные колебания частоты о> 0 
устойчивы, если все корни характеристического уравнения 




+ ( 1 - 2 ) 2 < 


1 


Ѵ=1 


Х м — 


X* —" 


( 120 ) 


1 + е 0)0 г + е 
будут по модулю меньше единицы, т. е. если 


К|< 1; 0* = 1, 2, п). (121) 

Аналогичным образом, автоколебания частоты <о 0 будут устойчивыми, 
если все корни характеристического уравнения 

* х — 

' Г(г) =2<^г—Ьг"° (|22) 

ѵ «1 1+0 0)0 2 + 0 400 

будут по модулю меньше единицы, т. е. если 


^|< 1; (р = 1, 2, ..., /і—І). (123) 


В уравнениях (120) и (122), которые мы для краткости назовем 
уравнениями устойчивости, 0 '= 0 Ѵ Х Ѵ , где 0 Ѵ — коэфициенты формулы раз¬ 
ложения (87), определяемые формулами ( 88 ), а Х ѵ — полюсы передаточ¬ 
ной функции линейной части системы 1 ^($), которые предполагаются 
здесь простыми и отличными от нуля. Для получения уравнения (122) 
из уравнения ( 120 ) нужно в последнем положить х 0 -0 и разделить 
на (1 — г). 

При наличии кратных или нулевых полюсов Х ѵ у передаточной 
функции линейной части системы \У (з) выражения ЧР (г) усложняются. 
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Зависимость уравнений устойчивости от полюсов передаточной функции 
линейной части системы ]Ѵ ($) часто затрудняет их использование по той 
причине, что для сколько-нибудь сложной линейной части системы, 
содержащей внутренние обратные связи, элементы с распределенными 
постоянными, элементы с запаздыванием и т. п., вычисление этих полюсов 
становится весьма громоздким, а часто и практически неосуществимым. 
Поэтому преобразуем уравнения устойчивости к такой форме, которая 
не требовала бы предварительного определения полюсов 1^($), а была бы 
непосредственно связана с амплитудно-фазовой характеристикой лилей¬ 
ной части системы (как, например, характеристика релейной системы) 
и позволила бы простыми геометрическими построениями получить 
искомые результаты. 

^ — 

Положим в уравнении устойчивости х = е тогда 





Условие устойчивости | х^ |< 1 заменится условием 

< О, 

где 

5^-^-Іпг,,. (125) 

По внешнему виду вторая часть уравнения устойчивости (124) напо¬ 
минает передаточную функцию, подобную передаточной функции систем 
импульсного регулирования (см. главу XXI). Поэтому ее можно пред¬ 
ставить, как это было сделано в главе XXI, в форме, которая выражает 
ЧР**(г) через передаточную функцию линейной части системы. 

Опуская выкладки, которые можно найти в [6], приведем оконча¬ 
тельное выражение уравнения устойчивости вынужденных колебаний 


= 1ВГ С08 г — (“о)! 


— 2 ИЧ$+Л2/и—1)® 0 ] 

т — — оо 

и уравнения устойчивости автоколебаний 


ф,<5>= — 1 'тА-^ кенщ) - 

1-е ^ I 

- 2 ИЧ5+У(2да-1)ю в ]}. 


(126) 


(127) 
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Дли исследования устойчивости вынужденных колебаний представим 
уравнение устойчивости 1Р*($) в форме 

У* ( 5 ).= /С+ 

Здесь 

К = [ЛГ ° С08 <«.)] (128) 

для данного значения частоты ш 0 и амплитуды х 0 постоянная величина. 
В силу условий существования вынужденных колебаний (114) величина К 
всегда положительна. Далее, 

г*($) = — 2 ИЧ*+Д2« — 1 )®о1- (129) 

т =* —со 

Как видно из формулы (124), ЧР* ($) уо> 0 < $ <—уа> 0 » 

где о) 0 — частота вынужденных колебаний имеет число полюсов Х ѵ +уа> 0 , 
равное п. Действительная часть этих полюсов совпадает с действительной 
частью полюсов Х ѵ передаточной функции линейной части системы И7($). 

Устойчивость вынужденных колебаний определяется нулями функции 
ЧР*($), число которых также равно п в указанной полосе# 

Вынужденные колебания будут устойчивыми, если действительная 
часть этих нулей отрицательна. 

Применив к формуле (124) рассуждения, аналогичные тем, которые 
применяются для установления критерия устойчивости систем прерыви¬ 
стого регулирования [3], приходим к следующему критерию устойчивости. 

Вынужденные колебания частоты о> 0 будут устойчивыми, если 
изменение аргумента ЧР*(/со) при возрастании ® от 0 до <о 0 будет 
равно т^і г, где т г — число полюсов передаточной функции линейной 
части системы \Ѵ ($) с положительной действительной частью , т . е . 
если 

А аг§ ЧР* (уо>) = т 1 тс = ; (130) 

0 < со < со,,. ^ 

В частности, если линейная часть системы устойчива, то 

т 1 = 0 

и 

Даг^Ф* (/«) = 0, (131) 

0 < со < со,-). 

Если изобразить кривую 117* (ую), то ЧР* (уа>) будет вектором, про¬ 
веденным из точки — К к кривой 117* (/со) (фиг. 27). По расположению 
точки — К , у’О относительно 117* (у<о) можно судить об изменении аргу¬ 
мента 1Р*(ую), а значит, и об устойчивости вынужденных колебаний. 

Изменение аргумента ЧР*(ую) при изменении ю от 0 до о) 0 будет 
равно нулю, если числа переходов 117* (уЪ) (при возрастании ю) через 
отрезок действительной оси (— оо, — К) с верхней полуплоскости в ниж¬ 
нюю и с нижней полуплоскости в верхнюю равны друг другу. 
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Изменение аргумента \Р* будет равно + /л 1 7г, если разность 
между этими переходами равна + , 

Называя переход Ѵ7* (/ш) (с возрастанием ш от 0 до ш 0 ) через отрезок 
действительной оси (— оо, — К) с верхней полуплоскости в нижнюю 
положительным, а с нижней плоскости в верхнюю — отрица¬ 
тельным (фиг. 27), критерий устойчивости вынужденных колебаний 
частоты о) 0 можно сформулировать следующим образом 1 . 

Вынужденное колебание частоты о> 0 будет устойчивым , если раз¬ 
ность между положительными и отрицательными переходами ѴУ* (/со) 
отрезка ( —оо, — К) при воз¬ 
растании о) от 0 до о) 0 равна 

, где т г — число полюсов пе¬ 
редаточной функции линейной 
части , и неустойчивым в лю¬ 
бом другом случае . В наиболее 
распространенных случаях, если 
линейная часть устойчива, то вы¬ 
нужденное колебание частоты о) 0 
будет устойчивым , если раз¬ 
ность между положительными 
и отрицательными переходами 
ѴУ* (уа>) отрезка (— оо, — К) 
равна нулю , и неустойчивым 
в любом другом случае. 

Наконец, когда часть из полюсов передаточной функции линейной 
части равна нулю, т. е. линейная часть системы нейтральна, сформули¬ 
рованные выше критерии устойчивости остаются справедливыми, если, 
как это обычно делается, дополнить Ю7*(уа>) дугой бесконечно большого 

радиуса, описывающего положительный угол где ѵ — число нуле¬ 

вых корней. 

Таким образом, вопрос об устойчивости вышеуказанных колебаний 
частоты о) 0 сводится к построению 

1Г*(/<о) = — 2 ^[у(о) + (2/ге— 1)о> 0 )] (132) 

ТП—-СО 

и выяснению разности положительных и отрицательных переходов ее 
через отрезок (— оо, — К). 

ѴУ* (/а>) можно построить по амплитудно-фазовой характеристике 
линейной части системы —Ж(/о>). Для этой цели, задавшись зна¬ 
чением ( 0 = 0 )!, отметим на — 1Г(/а>) (дополненной симметричной кривой 
для значений о> < 0) точки а> 1 -(-а) 0 , а> 1 -|-3а) 0 , + 5а> 0 , ..., а> 1 — а> 0 , 

а) 2 — За> 0 , о)! — 5(о 0 , . . ., где а> 0 — частота вынужденных колебаний, 

1 Если значение ѴУ* (]<*) при со — 0 или со =* со 0 находится на отрезке (—оо, 
— К), то при этих значениях со будем считать, что ѴУ*0'<*) совершает половину 
перехода. 



Фиг. 27. К критерию устойчивости выну¬ 
жденных колебаний частоты со 0 . 
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а ф —любая частота, меньшая о> 0 . Геометрическая сумма векторов, про¬ 
веденных из начала координат к этим точкам (фиг. 28), согласно фор¬ 
муле (132), и определяет 1Г*(уо>) при о> = о) г . 

Задаваясь иными значениями о> в интервале 0 < о> < о> 0 , аналогичным об¬ 
разом можно найти \Ѵ* (уш) при всех интересующих нас значениях о>. В ряде 
случаев может оказаться более удобным построение Ж* (у'со) производить 
путем сложения соответствующим образом смещенных вещественных и мни¬ 
мых частей амплитудно-фазовой характеристики линейной части системы. 

Если отделить в формуле (132) вещественные и мнимые части, то 

мы получим 

(/<«>) = 

= /У* ((!>) = 

= —У С/(® + (2« —1)ю 0 ); 



іот 1Р*(/ю) = 

= К*(0>) = 

_21/(а> + (2т-1)о)о). 


(133) 


Отсюда следует, что веществен¬ 
ная и мнимая части И7*(уа>) равны 
сумме вещественных и мнимых ча¬ 
стей амплитудно-фазовых частотных 
характеристик линейной части си- 

™ У [А« + ■- 1 )».)] • г* 

т = 0 + 1 4- 2 ... 


Фиг. 28. К построению ТѴ* (/о>) по 
ірактер 
V/ (/ш), 


Для построения б/* (о>) и У* (со) изобразим графически вещественную 
и-щимую части амплитудно-фазовой частотной характеристики системы 
(фиг. 29, б) с обратным знаком, которые соответствуют, например, ампли¬ 
тудно-фазовой частотной характеристике (фиг. 29, а). Затем эти харак¬ 
теристики сместим вдоль оси частот на (2 т —1) о> 0 (фиг. 30). 

Производя суммирование для каждого значения о> в интервале от 0 
до о> 0 , получаем (У* (со) и V* (о>). 

Построенные таким образом (7*(о>) и 1/*(<о) изображены на фиг. 30 
жирной кривой в интервале —о> 0 < о> < ю 0 и в остальных интервалах, 
где і/* (со) и V* (со) периодически повторяются. 

По найденным значениям (У* (со) и 1/*(а>) находим (фиг. 31) 

Ж* (у'со) = Ц* (о>) + уѴ* (со). 


Отметим некоторые свойства Ж* (усо). При со = 0, учитывая (112), 
имеем 

оо 

Г*(у0) = С/*(0) = — 2 Г(У(2/ге— 1)ш 0 ) = 

/га—-оо 
оо 

= ~2 2 ^(( 2от - 1)<й о)=2Г^Ю. (134) 

т-1 Р 
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при 


(0 = ш о 

1Р* (уо) 0 ) - 2 ^(У'2 пт 0 ) = -2 2 и (2ши>о)- (135) 

/я—оо /71=0 

Если передаточная функция имеет полюсы, равные нулю, то слагае¬ 


мое в левой части равенства (135) при т — 0 обращается в бес¬ 


конечность В7(0) = Ц (0)= 
= оо, и, следовательно, в 
этом случае при о> — о> 0 

Ѵ*Ѵ%)=оо. 

Величина 



X [лг 0 СО5 ? — (^о)! ( 136 ) 


с точностью до множителя 
определяется непосред- 

А&р 

ственно по характеристике 
релейной системы. Если про¬ 



вести из точки характери¬ 
стики, соответствующей ча¬ 
стоте вынужденных колеба¬ 
ний о) 0 , радиус — вектор х 0 , 
то абсцисса точки пересече¬ 
ния его с прямой о 0 ) = 

= —х 0 и будет равна К 
(фиг. 32). 

Предположим, что линей¬ 
ная часть системы устойчива 
или нейтральна и что наи¬ 
большее по абсолютной ве¬ 



личине пересечение кривой 
И7* (уо>) отрицательной ча¬ 
сти действительной оси имеет 
место при о) = 0 (фиг. 33); 
тогда условием устойчиво¬ 
сти будет 

— К< ВТ»(/О) = 

= {/*(0). (137) 

Учитывая равенства (134) 
и (135), это условие можно 
представить в виде 

— щСО5<?<0 

или соз? > 0, (138) 



б) 

Фиг. 29. Амплитудно-фазовая характеристика 
линейной части системы. 
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откуда следует, что в этом случае вынужденные колебания, соответ¬ 
ствующие | ср | < 90°, будут устойчивыми, а соответствующие | <р | > 90 — 
неустойчивыми. 

Для исследования устойчивости автоколебаний можно воспользоваться 
сформулированными выше критериями устойчивости, положив л: 0 = 0, 
в выражении (136) для К тогда получим 

(139) 

Но в силу равенства (134) 

—Г*(/0)=(/*(0). (140) 


Следовательно, в этом случае 
ѴУ* (уа>) при о) = 0 проходит через 
точку (—оо, —К). Это является 
следствием того, что уравнение (124) 
при л; 0 = 0 содержит лишний нуль 

"і 

$ — 0\е <0 ° = 1/, который отсут¬ 
ствует в уравнении (122). 

Для того чтобы применить сфор¬ 
мулированные выше критерии устой¬ 
чивости, нужно определить, имеется 
ли при о) = 0 переход ѴУ* (уа>) через 
отрезок (— оо, — К) или он отсут¬ 
ствует. Для этой цели достаточно 
рассмотреть поведение^* (уо>) при о>, 
близких к 0. 

Для этого найдем производную 
от ИР*(/а>) выражения (132) по (о 

при (о = 0: 



Фиг. 33. К определению необходи¬ 
мого условия устойчивости. 


(/©л 


2 1Г(/(2/й-1)о>о). (141) 


где о) 0 — частота автоколебаний, и 

1Г(Д2/«-1)и) 0 )= ^Г(у(а)+(2 т -1)ш 0 ))] ш=о . (142) 

Так как 

И7(>) = Щ<о)+/і/(й>), 

ІГ и(2т— 1) о> 0 ) = V ((2т— 1) о> 0 ) + )Ѵ' ((2т - 1) а> 0 ). (143) 
Легко видеть, что 


то 


Ѵ((2т — \)щ) 


2т — 1 


1_ а Ц((2т — \) юр) . ) 

д<л 0 * 


ѵ 


1Ч ч 1 аѴ((2т-1)о> 0 ) 

'((2т - 1 )® 0 ) = 2 —р-^-, 


(144) 


1009 


64 Коллектив авторов 1309 



причем {/' ((2 т — 1) о> 0 ) — нечетная функция, а V' ((2 т — 1) о) 0 ) четная 
функция о) 0 . Принимая во внимание уравнения (143) и (144), выражение 
(141) можно представить в виде 


Г<ЯГ*(»1 _ 2/ V 1 аѵ ((2т — 1) сор) 

I «Го» I ш=о і 2/и — 1 Л> 0 

1 


(145) 


С другой стороны, диференцируя уравнение (111) по о> 0 , получаем 


оо 

дГУ/иУ (о) 0 ) __ ^р_ ѵі 1 (IV ((2т — 1) о) 0 ) 

^со 0 п 2т —I сіоу 0 9 

т =1 


(146) 


следовательно, из формулы (145) имеем 


[ 


аѵг*(і со)] 


(о =0 


71 Я^У/яУ (о) 0 ) 

2 к р (іы 0 


Отсюда следует 



ГдИ/* (со) 
[ йГсо 


1 =— 
Л ш =0 2к р 


(І]тЗ (со 0 ) 
йГсо п 


(147) 


Отсюда заключаем, что угол наклона касательной к ИР* (ую) в точке 
(о = а) 0 равен 


/ й.1т У (со 0 ) \ 

<*Е* (со) тс \ йГсо 0 у_, 

аи*(<*) 2 к р % о - 


(148) 


Таким образом, касательная &ИР*(уш) в точке о> = 0 вертикальна и 
образует с осью абсцисс углы (фиг. 34) +90°, если 


и —90° если 


(ЦтЗ (со 0 ) ф 

йГсо 0 ^ 


УУ/яУ(со 0 ) ^ 
йГсо 0 


(149) 

(150) 


Применяя обычные рассуждения, связанные с обходом при малых 
значениях о> точки 5 = 0 на комплексной плоскости [3], приходим к сле¬ 
дующему заключению. 

Если >,(), т0 пе р еХ0 д ИР* (уа>) при со = 0 через отрезок 

(—оо, — К) отсутствует. 

Если < 0, то ИР* (уа>) при а> = 0 совершает половину по¬ 

ложительного перехода. 
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0 (со 0 ) 

Знак —определяется по поведению характеристики з (о>) в 

точках пересечения ее с отрицательной частью прямой ^т^— —х 0 , ко¬ 
торые определяют частоты автоколебаний. Как следует из фиг. 35, 

^ если ха Р акте Р истика 1 (<*>) пересекает прямую ^т^ = —х 0 

в точке (о = о) 0 снизу вверх, и < О, если характеристика Д<о) 

пересекает прямую — —х 0 сверху вниз. 



Фиг. 34. К определению перехода Фиг. 35. К необходимому условию устой- 

Ж*(Уо)) в точке со = 0 при иссле- чивости, определяемому по характери- 

довании устойчивости автокоде- стике релейной системы, 

баний. 


Если линейная часть устойчива или нейтральна и отсутствует пере¬ 
сечение 1Г*(уа>) отрезка ( — со, —/С), то тогда на основании ранее 
сформулированных критериев устойчивости заключаем, что автоколеба¬ 
ния частоты о> 0 устойчивы в том случае, когда 


с Нт ] ф 
Ж» о 


(151) 


Это условие было получено ранее, исходя из физических сообра¬ 
жений [3]. 

В общем случае, когда отрезок (—оо, — К) пересекается кривой 
ТС* (» при о)^=0, условие (151) является лишь необходимым условием 
устойчивости автоколебаний. 

Тот факт, что условие (151) в общем случае является только не¬ 
обходимым условием, иным путем был установлен П. В. Бромбергом и 
независимо от него Ю. И. Неймарком. 


6. ВЫЧИСЛЕНИЕ ФОРМЫ АВТОКОЛЕБАНИЙ ИЛИ ВЫНУЖДЕННЫХ 

КОЛЕБАНИЙ 

После определения существования и устойчивости вынужденных коле¬ 
баний и автоколебаний может возникнуть необходимость вычисления 
формы устойчивых автоколебаний или вынужденных колебаний. 

64* 
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Для этой цели проще всего использовать выражение (103): 

оо 

*т<0 = Я(( 2 т~ 1 ) М0) - ЗІП К 2да ■- 1) “о і + 0 ((2т - 1) «)], (152) 

т =1 

которое при изменении і в интервале длины 7(0 < і< Т) и описывает 
искомые автоколебания или вынужденные колебания частоты о> 0 . 

Вычисление формы периодического 
решения х т (1) сводится к суммирова¬ 
нию гармонических составляющих час¬ 
тот (о 0 , Зо> 0 , 5о) 0 , . .амплитуды и фазы 
которых определяются непосредственно 
из частотной характеристики линейной 
части системы как модули и аргу¬ 
менты — № 4 /( 0 ), соответствующие ча¬ 
стотам о) 0 , Зо) 0 , 5о) 0 ... (фиг. 36). 

Если нас интересует не выходная 
величина линейной части системы, а ка¬ 
кая-либо промежуточная величина, на¬ 
пример лг 3 (фиг. 37), то необходимо 
лишь воспользоваться указанным выше 
образом частотной характеристикой со¬ 
ответствующего участка линейной ча¬ 
сти системы. 

В том случае, когда внешнее воз¬ 
действие применено не ко входу ре¬ 
лейной системы, как это предполагалось всюду ранее, а например, 
ко входу линейной части системы (фиг. 38), выходная величина линей¬ 
ной части системы, очевидно, будет равна 

оо 

х г (0=-^- [(2/и— 1)<о 0 *-И((2/ге — 1 )( 0 0 )] 4- 

/ 71—1 

+ л: 0 //(<о 0 ) зіп (ю,/— ?4- 6(а>о)), (153) 

причем во всех предыдущих рассуждениях следует х 0 изменить на х й Н (<о 0 ), 
а ср — на ср — Ѳ (о) 0 ). 

В заключение отметим, что если пренебречь высшими гармониками, 
начиная с Зо> 0 , то 

і(ю 0 )ж-^ѴГ(/ю 0 ); (154) 

х т (()^—^-Н(и > 0 ) зІп (о> 0 / + 8 (°>о))> (155) 

и описанные выше построения будут эквиваленты известным построе¬ 
ниям Л. С. Гольдфарба [7] (для автоколебаний) и М. А. Айзермана [8] 
(для вынужденных колебаний) (см. главу XXXIII). 
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Фиг. 36. К вычислению формы 
автоколебаний или вынужденных 
колебаний в релейной системе. 



Что же касается устойчивости, то при условии пренебрежения часто¬ 
тами (о > Зо) 0 

1Г* О) ~ и ((*> - <*><>)) - \Ѵ и (со + о> 0 )); 

~И7(У(а> —Зо> 0 )), (156) 

откуда следует, что устойчивость автоколебаний или вынужденных ко¬ 
лебаний зависит от поведения Ѵ7 (Уо>) при 0 < а> < 3 а> 0) что может при- 



Фиг. 37. К определению промежу- Фиг. 38. Случай приложения 

точной величины в линейной части внешнего воздействия к ли- 

системы. нейной части системы. 


вести к результатам, отличных от тех, которые дает метод гармониче¬ 
ского баланса. 

Подробное выяснение этого вопроса выходит за пределы цели 
настоящей главы. 


7. ИССЛЕДОВАНИЕ АВТОКОЛЕБАНИЙ И ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
В РЕЛЕЙНОЙ СЛЕДЯЩЕЙ СИСТЕМЕ 


Рассмотрим контактную следящую систему, схематически изображен¬ 
ную на фиг. 39. Передаточная функция линейной системы будет равна 


ѴГ(з) = 


_ &д _ 

(7\Ѵ 2+ Ѵ + 1 ) 5 ’ 


(157) 


где 7 \ — постоянная времени цепи якоря двигателя в сек.; 

Ту. — электромеханическая постоянная времени двигателя в сек.; 

к д — коэфициент усиления двигателя в сек"" 1 . 

Частотная характеристика линейной части системы получится при под¬ 
становке $ = уо). Она изображена на, фиг. 40а при значениях Т\ = 0,2, 
7^ = 5 (кривая 1) и 7\ — 2, 7^ = 0,5 (кривая 2)*, причем к д =1 сек. -1 

Пользуясь описанным выше способом построения 7 по амплитудно¬ 
фазовой характеристике — И7(уа>), получаем кривые 7, изображенные на 
фиг. 406, представляющие характеристику рассматриваемой релейной 
следящей системы. 

Проводя прямую х 0 , находим в точке пересечения ее с харак¬ 

теристикой 7 частоту автоколебаний. При * 0 = О э т. е. для релейной 


* Данные в рассматриваемом примере, имеющем лишь иллюстрационное 
значение, выбраны таким образом, чтобы иметь сильно колебательную систему. 
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характеристики без гистерезиса, частота возможных автоколебаний опре¬ 
деляется точкой пересения характеристики с осью абсцисс. При у. 0 Ф О 
частота возможных колебаний уменьшается. 

В том случае, когда Т\ — 0, 7р. = 5, частотная характеристика 
— ]Ѵ (уо>) приобретает вид, показанный на фиг. 41а. Характеристика не¬ 
линейной системы, построенная описанным выше способом, изображена 
на фиг. 416. В этом случае при х 0 = 0 автоколебания отсутствуют; при 
х 0 ф 0 возникают автоколебания относительно высокой частоты. Как и 
ранее, эта частота автоколебаний уменьшается при увеличении * 0 . 




Фиг. 39. Контактная следящая 
система. 

Так как х 0 характеризует трение или люфт в реле, то можно сделать 
вывод, что наличие трения или люфта в реле порождает автоколебания, 
которые не могут быть устранены никаким изменением линейной части. 

Отметим, что частота автоколебаний при у. 0 = Оне зависит ни от / і р , 
ни от коэфициента усиления линейной части следящей системы. 

При х 0 Ф 0 частота автоколебаний зависит от коэфициента усиления; 
она повышается с ростом последнего. 

В точках характеристики, соответствующих частоте автоколебаний о> 0 , 

> 0, следовательно, необходимое условие устойчивости автоколе¬ 
баний выполняется. Как будет показано далее, это необходимое условие 
устойчивости является и достаточным. Следовательно, найденные авто¬ 
колебания частоты о) 0 устойчивы. 

Если к дополнительной обмотке реле подвести внешнее синусоидаль¬ 
ное напряжение амплитуды х 0 , то эти устойчивые автоколебания могут 
быть сорваны в том случае, когда амплитуда х 0 превзойдет пороговое 
значение х пор , которое может быть определено непосредственно по ха¬ 
рактеристике релейной системы 7. 
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При достаточно большой частоте внешнего воздействия релейная 
система будет вести себя как линейная система. 

Зависимость пороговых значений х пор от частоты внешнего воздей¬ 
ствия, определяемая непосредственно по характеристике релейной системы 
для значений параметров 7\ = 0,2, 7^ = 5, приведена на фиг. 42а при 
х 0 = 0 и на фиг. 426 при х 0 = 0,28. 

Область I соответствует отсутствию периодических решений 

(*0 < Х пор)- 

Здесь автоколебания не подавляются вынужденными колебаниями. 



Фиг. 41а. Частотная харак¬ 
теристика линейной части 
системы. 



Фиг. 416. Частотная характе¬ 
ристика нелинейной части си¬ 
стемы. 


Область II соответствует существованию двух периодических решений 
одной и той же частоты а> 0 ( х порі < х < х поръ)' отличающихся фазой. 

Область III соответствует одному периодическому решению 
(л; 0 > х пор 2 ). В областях II и III автоколебания подавляются; в системе 
существуют лишь вынужденные колебания. 

Рассмотрим теперь устойчивость вынужденных колебаний и авто¬ 
колебаний. 

Для этой цели построим по частотной характеристике линейной части 
системы — ]Ѵ С/со) частотную характеристику ѴР* (уа>) описанными выше 
способами при х 0 = 0 и х 0 = 0,28 (фиг. 43) при значениях 7\ = 0 5 2, 
7Ѵ = 5. 

Так как \7* (уа>) пересекает вещественную ось только при о> = 0, 
то мы приходим к заключению, что устойчивыми вынужденными коле¬ 
баниями являются те, для которых | ср | < 90°, и что автоколебания ча¬ 
стоты о) 0 также устойчивы. 

Отметим, что при х 0 = 0 устойчивость как автоколебаний, так и вы¬ 
нужденных колебаний не зависит от к р и от коэфициента усиления 
линейной части системы. 

Приведенные графики полностью решают вопрос об автоколебаниях 
и вынужденных колебаниях в рассматриваемой релейной системе. 
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РАЗДЕЛ VIII 

НЕКОТОРЫЕ ГРАФОАНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ 
ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ В СИСТЕМАХ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ С НЕЛИНЕЙНЫМИ И ПЕРЕМЕННЫМИ 
ПАРАМЕТРАМИ 


В этом разделе излагаются два графо-аналитических метода построе¬ 
ния переходных процессов в системах автоматического регулирования 
с нелинейными и переменными (зависящими от времени) параметрами 
исходящие из предположения, что диференциальные уравнения рассма¬ 
триваемой системы известны. 

Первый метод (метод секущих) разработан Д. А. Башкировым и 
сводится к следующему: 

а) устанавливаются простые способы графического решения неодно¬ 
родных уравнений (линейных с постоянными и переменными коэфициен- 
тами и нелинейных) первого и второго порядков при любой заданной 
возмущающей функции в правой части; 

б) уравнения высоких порядков или системы приводятся к системам, 
состоящим из уравнений первого и второго порядков, и затем решаются 
либо поочередно, либо совместно, в зависимости от вида систем. 

Второй метод (метод касательных) в отличие от метода секущих сво¬ 
дится по существу к одной и той же последовательности операций при 
решении линейных и нелинейных уравнений любого порядка, уравнений 
с переменными коэфициентами и систем уравнений. 



ГЛАВА XXXVIII 


ГРАФО-АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ 
ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ В СИСТЕМАХ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ. МЕТОД СЕКУЩИХ 

В настоящее время известен целый ряд численных и графических 
способов интегрирования нелинейных диференциальных уравнений. 

Одним из наиболее совершенных способов численного интегрирова¬ 
ния является разностный метод Адамса — Штермера [1]. Практическое зна¬ 
чение разностного способа значительно ограничивается тем, что объем 
требуемой им вычислительной работы обычно очень велик. 

Акад. С. А. Чаплыгин [2] предложил в 1920 г. новый метод при¬ 
ближенного интегрирования, позволяющий в отличие от других методов 
не только избегать накопления погрешностей, что свойственно численным 
и графическим методам интегрирования, но и получать результаты 
с любой наперед заданной степенью точности. 

Наиболее простым из численных способов решения диференциальных 
уравнений является метод Эйлера. Он положен в основу почти всех 
известных графических способов, отличающихся друг от друга только 
по характеру геометрических построений (метод изоклин, метод М. В. Ко¬ 
стенко и др). 

Общим недостатком этой группы способов является малая точность 
результатов. При уменьшении шага интегрирования точность результатов 
может быть повышена до необходимой величины, однако при этом время, 
затрачиваемое на графическое интегрирование, оказывается очень большим. 

Имеются более точные графические способы, являющиеся аналогами 
более точных численных способов, например метод последовательных 
приближений, метод Рунге — Кутта. Однако громоздкость и трудоемкость 
геометрических построений лишают их преимуществ, имеющихся у числен¬ 
ных методов, вследствие чего они не получили распространения. 

Наконец, существуют приближенные способы, известные только как 
чисто графические способы, например метод радиусов кривизны, метод 
Льенара и др. Их применение ограничено весьма узким классом урав¬ 
нений частного вида, т. е. они не являются в достаточной степени уни¬ 
версальными [3]. 

Повидимому, только недостатками ранее известных графических мето¬ 
дов решения диференциальных уравнений можно объяснить тот факт, 
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что вплоть до последнего времени эти методы фактически не приме¬ 
нялись для исследования переходных и установившихся процессов в нели¬ 
нейных системах регулирования. 

Были известны только единичные случаи использования графических 
методов (например, диаграммы Прелля) для анализа работы простейших 
нелинейных систем частного вида, имеющих уравнения первого или вто¬ 
рого порядка. 


1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА МЕТОДА 

Ниже излагается графо-аналитический метод [4], позволяющий легко 
и быстро строить переходные и установившиеся процессы во многих 
нелинейных системах автоматического регулирования. 

Особенность излагаемого метода заключается в том, что в его основу 
положены графические способы построения переходных процессов для 
типовых линейных звеньев систем регулирования: апериодического, инте¬ 
грирующего и колебательного. 

Соответствующие уравнения имеют вид 


(7> +1)*-=/(0; 

(1) 

/■—\ 

II 

(2) 

(7у/> 2 +7- 2 />+1)* = /(0, 

(3) 


где Т и Т 2 — постоянные времени; 
х — искомая функция; 

/( і ) — некоторая возмущающая функция; 

а 

Р = ТГ 

Способы решения уравнений (1) — (3) затем распространяются на 


уравнения типа 

(Т г р + 1)*=(Ѳі/> + 1)/; (4) 

(Т 1 р + 1)х=Ь 1 р/; (5) 

(Г 1 Г 2 р2 + 7 ’ 2 р + 1)л:=:(Ѳ 1 р + 1)/; (6) 

<Т 1 Т і р + Т і р + 1)дг=*Ѳ іР /; (7) 

(Т’і +Т 2 р + 1)х = (М 2 р 2 + 0^ +1) /; (8) 

{Т,Т^ +Т іР + 1) * = (0А/> 2 + Ѳ 2 р)/; (9) 

(Т^ръ + Тгр + 1)* = (0А7 2 + і)/; (Ю) 

( Т х Т іР » + 7> + 1) * = 0,0, р 2 /, (11) 


где Ѳ 2 и Ѳ 2 — постоянные времени. 

Способы графического интегрирования уравнений типа (4) —(11) 
разработаны таким образом, что для нахождения решения х нет надоб¬ 
ности в графическом или аналитическом определении производных функ¬ 
ции /, достаточно иметь лишь график этой функции. Имея удобные и 
простые способы построения переходных процессов в типовых звеньях 
динамических систем, можно определять переходные процессы в каждом 
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из звеньев и в том случае, если они образуют некоторую разомкнутую, 
а также замкнутую одноконтурную или многоконтурную цепь. При этом 
решение производится последовательными ступенями; значения* всех 
функций определяются для значений времени, отстоящих друг от друга 
на один и тот же интервал (шаг интегрирования). Получающиеся графики 
дают полное представление о характере изменения не только регулируе¬ 
мой величины, но также и всех других величин или координат систем, 
на входе и выходе всех ее звеньев. 

Применяя этот метод, мы получаем возможность детального иссле¬ 
дования достаточно широкого класса систем автоматического регулиро¬ 
вания, линейных и нелинейных. 

Одно из свойств данного метода состоит в том, что он легко позво¬ 
ляет изменить величину шага интегрирования на отдельных участках 
времени. Благодаря этому можно увеличивать шаг интегрирования там, 
где функции не претерпевают быстрых изменений, и тем ускорять реше¬ 
ние и уменьшать шаг интегрирования там, где функции изменяются 
резко, например вблизи экстремальных точек, что позволяет детально 
выявлять особенности процессов, представляющие интерес для исследо¬ 
вателя. Если функции, характеризующие исследуемый процесс, являются 
разрывными, то оказывается возможным изменять величину шага инте¬ 
грирования М вблизи точек разрыва таким образом, чтобы разрывы 
попадали на границы двух основных участков интегрирования. 

Точность метода вполне достаточна для решения технических задач. 
Как показывает опыт применения метода при надлежащем шаге интегри¬ 
рования, переходные процессы могут быть графически построены с той же 
точностью, с какой можно выполнить любое другое графическое 
построение. 

При одинаковом шаге интегрирования точность метода одного по¬ 
рядка с точностью численного разностного метода Адамса — Штермера 
(если расчет ведется с учетом первых и вторых разностей), однако по 
сравнению с последним графо-аналитический метод требует в 20—40 раз 
меньше времени. 


2. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА И МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ ЭКСПОНЕНТЫ 

Рассмотрим прежде всего некоторые свойства и методы построения 
экспоненты, т. е. решения уравнения (1) при /(і) = С= сопзі и 
[х(^]*-о==*(0) (фиг. 1), имеющие существенное значение для дальней¬ 
шего изложения. Это решение имеет вид 

_ і_ 

х(і) = С+ [х(0) — С\е~ т , (12) 

т. е. асимптотически стремится к прямой л: = С. 

Замечательным свойством экспоненты является равномерность отно¬ 
сительного затухания. Это свойство будет использовано для точного 
графического построения экспоненты, а затем и для решения весьма 
широкого класса диференциальных уравнений. 

Указанное свойство состоит в следующем. 
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Рассмотрим несколько равностоящих друг от друга моментов вре¬ 
мени, например і к , і к + А^, і к -{- 2А^, и найдем для них отклонения 
х(і ) — С экспоненты от асимптоты. Учитывая формулу (12), придем 
к заключению, что имеет место соотношение 

х(1 к ) — С __х{( к +Ы) — С_ т /іоѵ 

х(і к + Ы) — С х(і к + 2 М)-С с 9 ' ІО) 

свидетельствующее о равномерности относительного затухания отклоне- 
нения экспоненты от асимптоты. 

Проведем секущие через точки экспоненты 


А[і к , х(і к )]; ВЦ к + Ы]; х(і к + АО; С[і к + 2Д*]; *(* Л + 2Д*) 


так, как показано на фиг. 1. 

Обозначая буквами Л, Л, Р проекции 
точек А, В, С на асимптоту х = С и буквами 
О , N — точки пересечения секущих АВ и 
ВС с асимптотой, можно показать [4], что 
величины отрезков ОС и ЕН , являющихся 
проекциями отрезков секущих АО и ВЫ 
на асимптоту, равны между собой. 

Обозначая 



ОС =ЕН = Т г , 


Фиг. 1. Построение экспо¬ 
ненты. 


найдем на основании формул (12) и (13) 


Т г 




1 — е 


йі 

т 


(14) 


Представляя знаменатель выражения (14) в виде ряда 

м 

• _ ~ Т _Ьі_ _ 1_ Д*2 , _ 1 _ _ 

1 е т 2\* Т 2 ' 3! * 7' 3 

и производя деление, найдем 

т * = г + -т(1 + Ж - 6Г5~ 7ГГ5 - ••• + •••)> (15 ) 

где е = 

Из выражения (15) можно заключить, что при большом е точная фор¬ 
мула (14) может быть заменена более простой приближенной формулой 

Т. = Т+%, (16) 

причем точность последней при заданной величине Т быстро возрастает 
с уменьшением М. 
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Итак, если между двумя точками экспоненты л \і к \ х(4)1 и В [і к + 
+ А^; х(і к -\-Аі) 1, отстоящими друг от друга во времени на про¬ 
ведена секущая, то проекция на ось абсцисс отрезка секущей, заклю¬ 
ченного между точкой А и точкой пересечения секущей с асимптотой 
экспоненты (точка О на фиг. 1), есть величина постоянная. 

В дальнейшем эта величина, для которой мы приняли обозначе¬ 
ние Г 8 , будет называться в целях краткости проекцией секущей. 

Пользуясь сформулированными свойствами экспоненты, можно ука¬ 
зать весьма простой и точный способ ее графического построения. Этот 
способ, очевидно, является способом решения уравнения первого порядка 

Т§ + х = С (17) 

с постоянной правой частью С, при заданной Т и известном начальном 
значении х (0) и состоит в том, что, задавшись заранее некоторым 



произвольным шагом интегрирования Аі, мы можем, пользуясь форму¬ 
лой (14), найти проекцию секущей Т г и путем последовательного про¬ 
ведения секущих определить точки экспоненты х = х(і) с одинаковым 
интервалом во времени. 

Графическое решение уравнения (17) удобно производить в следую¬ 
щем порядке (фиг. 2): 

1) выбрать шаг интегрирования А і и по формуле (14) определить Т г \ 

2) провести на графике координатные оси і, х и разбить его на 
равные прямоугольные участки шириной Аі вертикальными прямыми 
і^іАі (I— 1, 2, 3, ...,я); 

3) провести асимптоту х — С и отметить на ней точки 

В г [Г 8і С ); В 2 [Те + А*. С]; В п [Г. + (п — 1) Аі, С ], 

отстоящие друг от друга на шаг интегрирования А і\ 
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4) отметить на оси ординат начальную точку экспоненты Л 0 [0, х(0)] 
и соединить ее прямой с точкой В г на асимптоте; проекция отрезка А^В г 
на ось абсцисс равна Т 6 , следовательно, прямая А 0 В будет секущей 
экспоненты, пересекающейся с ней при і = Аі, поэтому точка А г пере¬ 
сечения прямой Л 0 Б 1 и вертикальной прямой і = АС принадлежит экспо¬ 
ненте, ее ордината равна лг(А^); 

5) соединить прямой найденную точку А 1 [А/, х (А^)] с точкой В 2 
на асимптоте; точка А 2 пересечения этой прямой и вертикальной пря¬ 
мой і — 2А і будет принадлежать экспоненте, так как проекция отрезка А Х В 2 
на ось абсцисс опять равна Т е и, следовательно, прямая А г В 2 является 
секущей экспоненты, проходящей через ее точки, имеющие интервал А^; 

6) продолжая построение, найти требуемое число точек А і [ іАі , 
л: (/А*)] экспоненты. 

Имея в виду, что точность графических построений ограничена, мы 
можем заранее допустить некоторую неточность в определении вели¬ 
чины Г е , если обусловленные этой неточностью погрешности построения 
экспоненты будут по величине заведомо меньше собственно графических 
погрешностей, возникающих, например, из-за неточности визирования 
точек и проведения прямых на графике. Поэтому, выбрав достаточно 
малый шаг интегрирования А і, мы с полным основанием можем опре¬ 
делять Т в не по точной формуле (14), а по весьма простой и удобной 

приближенной формуле (16), т. е. принимая Т г — Т + Аі. Графиче¬ 
ское решение уравнения (17) при этом также может быть представлено 
в упрощенном виде и заключается в следующем (фиг. 3): 

1) весь график разбивают сеткой вертикальных прямых на прямо¬ 
угольные участки шириной — , причем величину шага интегрирования Аі 

2 т 

выбирают так, чтобы отношение —=2г было целым числом 1 при 

е>1*; проведем асимптоту экспоненты л;=С, сместив ее на Т вправо 
по оси времени, как показано на фиг. 3; 

2) через начальную точку экспоненты 

а 0 [о; х(0)] 

и точку на асимптоте 

ь,= [т + тг-, с] 

проведем прямую; так как проекция на ось абсцисс прямой а 0 Ь 1 равна 
Г + -у~Г е , то данная прямая явится секущей. 

Точка секущей а 2 при і — Аі принадлежит экспоненте. Соединив 
точку а 2 прямой с точкой 

Ь 3 [т + с] 

1 Это условие не является обязательным и рекомендуется лишь для удоб¬ 
ства решения. 

* Желательно брать е > 2. 

65 Коллектив авторов 1309 
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на асимптоте, получим вторую секущую экспоненты, так как проекция 
отрезка аф ъ на ось абсцисс опять равна 

т 4 - Ц. 7\. 

Точка а 4 второй секущей при і=2кі принадлежит экспоненте. 
В той же последовательности определяются и другие точки экспоненты. 



Фиг. 3. Графическое решение уравнения Т +*=С. 

Всякий раз, проводя из последней найденной точки 

а 2к [кМ; х(кМ)] 

экспоненты, соответствующей ее значению при і=ккі, прямую в точку 

& 2 *+і [т + (2к+ 1)^; С], 

мы находим точку а 2 рц-і) экспоненты при і — 1)Д7 

3. РЕШЕНИЕ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФИЦИЕНТАМИ 

Применим теперь приближенный способ построения экспоненты, 
изложенный выше, для отыскания решения неоднородного уравнения ( 1 ) 
при любой кусочно-непрерывной и ограниченной по модулю функции /(7) 
и при любом знаке постоянной Т. При достаточно малых значениях 
шага интегрирования внутри каждого малого участка і к < і < і к -(- Д^ 
функцию /(I), стоящую в правой части уравнения ( 1 ), можно заменить 
постоянной величиной 


Л = ^(^ + іг) ’ 
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вследствие чего решение уравнения (1) на каждом участке может быть 
представлено в виде отрезка некоторой экспоненты. 

Подставляя выражение (18) в правую часть уравнения (1), получим 
для участка і к С I < і к А* приближенное уравнение 

г -§+**'»■• 

решение которого согласно формуле (12) можно представить прибли¬ 
женно так: 

, 

х (і)і к <к* к +ь + [х (і к ) — /к] е г (19) 


Подставляя в выражение (19) і—і к -\-М , найдем 

X (4 + д О ~/* + [х (4) —/к\е т 


Ъх к = х{і к -\- Ы) — лг(4)^ [/* — х(і к )\ и —е т 


Пользуясь формулой (14), произведем в выражении (21) замену 

А( 

1 — е т — — 

1 І' гр , 


получим 


Длг А = 


Г к -х(і к ) 


Подставляя сюда значения /* из формулы (18) и Т г из формулы (16), 
придем к следующей формуле: 

/ (4 + о - ) — х (4) 

х (4 + АО ^ х (4) + -А-- А*. (23) 

Т + ^ 


Из приближенной формулы (23) вытекает следующий способ графи¬ 
ческого решения уравнения (1), применимый при любой кусочно-непре¬ 
рывной функции / (і) независимо от знака коэфициента Т (фиг. 4) при 
условии, что /(і) и Т ограничены по модулю. 

1. В координатах і , х строится смещенная кривая /—/(і—Т). 

Вертикальными прямыми і=к—(к= 1, 2, 3,...) весь график разби¬ 
вается на участки шириной ^, причем для удобства отношение 2в = 
2 т 

сле ДУ ет брать равным целому числу. 

2. Через заданную начальную точку 

а 0 [0,*(0)1 
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строящейся кривой х = х {і) и точку 

». [ г +4Мтг)] 

смещенной кривой /=/(^) проводится прямая. Точка а 2 пересечения 
прямой а 0 Ь г и вертикальной прямой і = кі дает значение х — х{М) 
искомой функции. Таким образом, точка а 2 имеет координаты Д^; х(М). 
3. Через найденную точку 

а 2 ІМ; х(М)] 

и точку 



кривой /=/(і) проводится новая прямая. Точка а 4 пересечения этой 
прямой и вертикальной прямой і — 2кі дает значение л;(2Д і). 



Аналогичным же образом последовательно определяются остальные 
точки а 6 , а 8 , а ш ... кривой х = х(1). 

Для того чтобы наглядно пояснить способ графического интегриро¬ 
вания уравнения первого порядка с постоянными коэфициентами типа 
уравнения (1) 

т§+*=т, 

на фиг. 4 взята заведомо большая величина участка интегрирования 
Д/ —0,5 Т и указаны необходимые вспомогательные построения. Коэфи- 
циент Т в примере на фиг. 4 взят положительным, поэтому кривая 
/ = /(* — Т) смещена вправо от начала координат. 

На фиг. 5 дано решение уравнения с такими же величинами Т 
и / ( і ), что и в примере на фиг. 4, но при нескольких начальных 
условиях и при уменьшенной величине шага интегрирования А^ = 0,1Г. 
При этом из графика видно, что решение достаточно хорошо апрокси- 
мируется ломаными, получающимися в процессе построения, без после¬ 
дующего соединения точек плавной кривой. 
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В качестве возмущающего воздействия /(*) в примерах на фиг. 5 
взята одна и та же определенная функция 

_ і__ 

/(?)== 1,02е 6 соз (0,8? + 0,2), 

с тем чтобы при желании можно было проверить точность предлагае¬ 
мого графического метода. Однако очевидно, что соответствующие кри¬ 
вые х — х(і) могут быть построены тем же способом при любой гра¬ 
фически заданной функции /(*). 



при различных начальных условиях в случае, когда 
/(0 = 1,02<Г <Гсо5 (0,8* + 0,2). 

4. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ИНТЕГРИРУЮЩЕГО ЗВЕНА 

Уравнение интегрирующего звена удобно решать способом суммиро¬ 
вания средних ординат (фиг. 6). 

Имеем 

Т 2 рх = 

Пусть для начала некоторого малого участка интегрирования і к < * < 
< 4+ 2 , где і к = к Ц- , 4+ 2 = + А* известное значение искомой 

функции х равно х (і^)=х к , требуется найти значение этой функции 
* ( 4 + 2 ) = *н -2 в конце участка. 

Производя интегрирование, получим 

4+2 

Хь+2 = х к + ^г | «**+^/*+ь 

4 

д* 

где /*+!=/ (4+і) — значение функции / при і~і к -\--^ % т, е. в сере¬ 
дине участка интегрирования. 
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Таким образом, при малом Ы: диференциальному уравнению (2) 
соответствует разностное уравнение 

. А/ , 

Хк +2 =** Х Ь Т" уЛ+Ь 


которое и принимается за основу при графическом интегрировании 
уравнения (2). В общем случае А іфТ 2 , и тогда для умножения каждой 
из ординат целесообразно в миллиметровой сетке построить прямую 

линию, образующую с осью абсцисс угол а = агсі& -г-. Откладывая 
циркулем-измерителем по оси абсцисс отрезки, равные и измеряя 



соответствующие ординаты наклонной прямой, мы будем получать при¬ 
ращение функции х на участке интегрирования 

ДХ / Ц -1 = у ^/*+1 

также в виде отрезка. Прибавляя к ординате х к приращение Дх*-и, 
найдем следующее значение х к ^- Таким образом, если известно начальное 
значение х 0 =х (0), могут быть найдены последовательно значения лг(Д*) э 
х(2Д I), х(ЗД^), ... во всем интересующем нас интервале времени. 
Для сотого, очевидно, достаточно знать следующие значения функции 

/=/ * / (^-) > /(^?г) • Результат получается в виде ряда точек 

интегральной кривой. В работе [4] указываются и другие графические 
способы решения уравнения интегрирующего звена. 

5. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАТЕЛЬНОГО ЗВЕНА 
Для решения уравнения колебательного звена 
(т 1 т 2 р*+т 2 р+і)х=/и) 

целесообразно представить колебательное звено в виде простейшей 
замкнутой системы регулирования, состоящей из интегрирующего и 
ІбЗО 



инерционного звеньев. Структурная схема этой системы показана на 
фиг. 7. Соответствующая система диференциальных уравнений 


ІТіР ~Ь 1 ) х = | 

Т 2 р<]>=/ — х, ) у 


(24) 


дающая при решении ее относительно л: заданное уравнение (3), при¬ 
нимается за исходную при графическом построении переходного про¬ 
цесса в колебательном звене. 

Функция ф на выходе интегрирующего звена является в данном 
случае вспомогательной. 



Фиг. 7. Решение уравнения колебательного звена 

ПЪ^ + Г^ + х-?(*)■ 

Будем решать первое уравнение системы (24) методом секущих, 
а второе — методом суммирования средних ординат в соответствии со 
следующей системой разностных уравнений: 

г _ у I ~~ Х Ь у / . 

Х &+ 2 Х к\ д7“ ^ , 

Т'і+'ТГ 

Ф*+ 1 — (/* — **)• 

отвечающей при достаточно малом шаге интегрирования диференциаль- 
ным уравнениям (24), а следовательно и уравнению (3). 

Непосредственно из системы (24) видно, что если известны началь¬ 
ные значения х 0 — х(0) и ф 1 =ф^-^-Ѵ можно найти произвольное 
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число значений Хі = х = функций х и ф в следую¬ 

щем порядке: х 2 , ф 3 , х 4 , ф 5 , . . . и т. д. Если же известны начальные 
значения х х ж х и ф 0 = <|>(0), можно найти последовательно ф 2 , 

*8» ф 4 * х ъ и т * Д- 

Определение исходных значений функций х и ф и последующее 
построение кривой х = х(і) рекомендуется производить в следующем 
излагаемом ниже порядке (фиг. 7). 


Предварительные построения 


1. Выбрав достаточно малый шаг интегрирования с соблюдением 
условия кратности величин 27\ и Аі, построить в координатах і , х 

сетку вертикальных прямых 1 = і 1 — і 4^- (/=1, 2, 3, . . .) либо вос¬ 
пользоваться миллиметровой бумагой. Построить график функции / = 
=/(*). Отметить на оси ординат начальную точку а 0 (0; х 0 ) кривой 
х = х(і) в соответствии с начальными условиями. 

2. Из сетки вертикальных прямых выделить ту прямую, абсцисса 
которой равна Т ѵ 

Через начальную точку а 0 провести касательную к кривой х — х (I), 
определяя ее угол наклона по заданной производной рх (0) в соответ¬ 
ствии с начальными условиями. Точка Ь 0 пересечения касательной и 
вертикальной прямой і—Т 1 даст согласно первому уравнению (24) 
начальное значение ф (0), на касательной же а 0 д 0 найти точку 

«4 [*•■*($)]. 

ординату которой при малом Аі можно считать равной х (4р) * 

3. Измерив на графике разность ординат 

'(х)-*(*). 


умножить ее на отношение 


и 
2 Т 2 


4. Полученный отрезок прибавить, учитывая знак, к ординате точки 


Ь 0 [Т г ; <|>(0)] и найти таким образом точку Ъ г 



смещенной кривой <р = ф(^— Т г ). 

5. Точки а 0 и Ь г соединить прямой. Точка а 2 пересечения прямой а 0 Ь х 
и вертикальной прямой і=Аі имеет согласно первому уравнению (25) 
ординату х — х{Аі). 

6. Измеряя разность ординат точки с 2 [Аі; /(Д^)] (на кривой /= 

—/(0) и точки а 2 [Аі; х(Аі)] у умножить ее на отношение (при по- 

* 2 

мощи наклонной прямой). 
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Найденный таким образом отрезок, равный — [/(М) — х(Ы)\, 
прибавить, учитывая знак, к ординате точки Ь х и найти в результате 
точку [г,-|--4р ; ф (4р)] кривой ф = ф(*—Г,). 

7. Соединяя точки а 2 и Ь ъ прямой, находим на ней точку а А [2А^; 
х(2А^)]. Измерив разность ординат точки с 4 [2М\ /(2М)] и точки а А , 

М 

умножить ее при помощи наклонной прямой на и полученный от- 

* 2 

резок прибавить к ординате точки Ь г Таким образом находится точка 
(“)]• 

В той же последовательности определяются точки 

а 6 [Ш-, х(Ш)\, Ь ч [Г, + ™; ф (™)] , 

я 8 [Ш; х{Ш)\, Ь 9 [Т Х + ^-; ф (?§-')] 

и т. д. 

6. ПОСТРОЕНИЕ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ В ЗВЕНЬЯХ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Как ни просты уравнения (4) и (5), решение их общепринятыми 
способами представит известные затруднения, если /(і) не является ана¬ 
литической функцией (например, имеет разрывы), а также тогда, когда 
в результате графического решения построена кривая функции /(і), но 
ее аналитическое выражение неизвестно. 

Ниже мы увидим, что элементарно простой способ решения урав¬ 
нения (1), будучи несколько развит, позволяет найти решение уравне¬ 
ний (4) и (5). 

Рассмотрим уравнение (4). Ему соответствуют два уравнения: урав¬ 
нение (1) 

(Т 1 р + 1)х=/(1), 

способ решения которого нам уже хорошо известен, и уравнение 

у = (Ѳр+1)дс, (26) 

способ решения которого, очевидно, должен быть обратным по отноше¬ 
нию к способу решения (1). 

Для решения уравнения (4) (фиг. 8) примем шаг интегрирования 
равным М из условий А і<Т, А^ < Ѳ и построим кривую /(^) = 
= /(і — Т 4-Ѳ). Соединим прямой точку с 0 [Т — Ѳ; /(0)] кривой / (/) 
с начальной точкой 1> 0 [0; у(0)] искомой кривой у(і). 

Точка а 0 пересечения прямой с 0 Ь 0 и вертикальной прямой і = — Ѳ 
даст начальное значение вспомогательной функции х. Затем, разбив 

, М 

график вертикальными прямыми на участки шириной -у, соединим пря¬ 
мой точку а 0 [— Ѳ; л;(0)] кривой х = х(1-\-Ъ) с точкой с 1 -{- Т — 
— Ѳ] кривой / = /(^). 


1033 



Точка а г пересечения прямой а 0 с 1 и вертикальной прямой і = М —Ѳ 
даст значение вспомогательной функции, а точка Ь 1 пересечения прямой 

Д і / Д^ \ 

а 0 с г и вертикальной прямой і = -^~ даст значение у (~ 2 ~) искомой функ¬ 
ции. Соединяя прямой найденную точку а 2 [М — х{і) 1 с точкой 
с, +г- в; /(“)], находим на этой прямой точки а 4 [2М —Ѳ; 

х{2М)\ и &з ; у > на прямой а 4 с ъ — точки а ь и Ь ь и т. д. 

В таком же порядке могут быть найдены и четные точки 
Ь 2 [Д^;у(Д*)], Ь 4 [2М\у(21і :)],.. . , Ь гк \к\і\ у(Ш)] кривой у , причем для 



этого потребуется определить нечетные точки а г ^- б; х * 


Г ЗА/ 




®2к—1 




і 


и—\ 


к — 1 


м 


)] 


вспомогательной кривой х. 

Рассмотрим теперь уравнение (5). Его можно разложить на три 
уравнения: 


( 77 >+ 1 )* = /( 0 ; 

'/ = (Ѳр + \)х; (27) 

г — у — х. \ 

Выше был изложен способ нахождения функции у , заданной первыми 
двумя уравнениями (1) и (26). Вычитая из ординат кривой у соответ¬ 
ствующие по времени ординаты кривой х , которая строится одновре¬ 
менно с кривой у, мы гем самым найдем решение уравнения (5). На¬ 
чальные значения х(0) и у(0) определяются алгебраически или геоме¬ 
трически по заданным г (0) и /(0) способами, следующими непосред¬ 
ственно из уравнений (27). 
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7. ПОСТРОЕНИЕ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ В ЗВЕНЬЯХ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА, ОПИСЫВАЕМЫХ УРАВНЕНИЯМИ (4) —(11) 

Уравнение второго порядка (3) 

(Т{ГърТ 2 р 1 ) х = /( 0 » 

способы решения которого подробно рассмотрены выше, может в неко¬ 
торых случаях принимать более сложную форму (4) — (11). Рассмотрим, 
например, решение уравнения (4): 

№ 4 ^+ 1 ) х = (Ъ 2 р+1)/(і), ( 28 ) 

которое можно заменить системой из двух уравнений: 

(Т^ + ТіР + І) х = ) 

« = (Ѳ 2 р+ 1)*, | ( } 

где х —вспомогательная функция, определяемая из формулы (3). 

Для решения уравнения (3) необходимо найти начальные значения 
х(0) и рх{ 0) вспомогательной функции по заданным и{ 0), ри{ 0), 
/( 0 ). 

Чтобы сделать это, напишем уравнения (29) для момента ^=0: 

Т {Г 2 р ъ х ( 0 ) + Т 2 рх ( 0 ) + X ( 0 ) =/( 0 ); 

Ѳ 2 рх ( 0 ) + х ( 0 ) = и ( 0 ) 

и продиференцируем второе из них при і=0: 

Ь 2 р 2 х ( 0 ) 4 - рх ( 0 ) = ри ( 0 ). 


Решая полученную систему из трех уравнений, найдем 


х(0) 


МО). 

М<>) ’ 


рх(0) = 


Ѵ(°) 

д о (0) ’ 


где 


М0) = 


т х т 2 

о 


Тг 1 
Ѳ 2 1 
1 0 


а Д Л . (0) и Д (0) получаются из Д 0 (0) заменой свободными членами 
/(0) и и(0), ри( 0) третьего и второго столбцов соответственно. Заме¬ 
тим здесь, что при нулевых начальных условиях . 

/(0) = и(0) — ри(0) 


начальные значения вспомогательной функции *(0) и Р х і®) оказываются 
также нулями: 

х (0) — рх(0) = 0. 

После того как определены д:(0) и рх( 0), следует решить уравне¬ 
ние (3) ранее описанным способом. 


1035 



Согласно этому способу наряду с кривыми х = х(і) и /=/(0 мы 
должны строить вспомогательную функцию ф(0 = 1 > (^—7\), причем 

( 7 >-[- = Т 2 рЦ = /(і) — х. 

Отсюда получим, выражая ф через / (^), 

(ТіѴ + Т гР + 1) ф = (7> + 1 )/(*)• 

Если 7\ = Ѳ 2 , то и = <|> при и(0) = ф(0), ри(0) = р^(0), как не¬ 
трудно видеть из сопоставления последнего уравнения и уравнения (28), 
і если же Т х ф Ѳ 2 , то из урав¬ 

нений 

(7>+1) * = ф; 1 

и = (Ъ 2 р + 1)х | (60) 

заключаем, что если обо¬ 
значать й і точки искомой 
кривой и = и(і ), а точки 
смещенных кривых х и ф 
обозначать а і и Ь і (і = 0, 1, 
2,...), то точки ^з, 

(І ъ , . . . , ^2/г-Н ДОЛЖНЫ на- 
ходиться на секущих а 0 Ь х , 

\ а Ф& ^4^5» • • • ) ^2к ^2Л+1 

_ \ \ и аналогично точки с1 2 , й 4 , 

4 у . . . , й 2к — на секущих 

Яі^2> ^3^4' ^5^6» • • •» 1 &2к> 

соединяющих точки сме- 
, і / щенных кривых х = х(і-\- 

I \ / + Ѳ 2 )иф = ф(^ —“Ь 

\ / (фиг. 9), при условии 

ѴУ м<&Т 19 д*«0 2 . 

Фиг. 9. Решение уравнения Уравнения (30), таким 

№х , т ах — Ѳ і образом, могут быть решены 

ТіТг ^ Т2 ~Ж + х ““ 2 Ж “*”•'* совместно тем же способом, 

что и уравнения (1) и (26). 
Разница состоит только в том, что правая часть /( і ) уравнения (1) задана, 
правая часть ф первого уравнения (30) предварительно определяется как 
вспомогательная функция при решении обычного уравнения второго 
порядка. 

На фиг. 9 приведено в качестве примера решение уравнения 



Т}Т 2 р 2 -{-Т 2 р-\- 1 и — (®гР+ 0 /( 0 » 

где ^ = 0,9; Т 2 — 0,2; Ѳ 2 — 0,5; /(/)=[1]*-“* при начальных усло¬ 
виях и( 0) — ри\ 0) = 0. 

В работе [4] рассматриваются также способы решения уравнений 
типа (7) — (И) с производными в правой части. 
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*. О РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ ТИПОВЫХ ЗВЕНЬЕВ 

Мы рассмотрели способы построения переходных процессов в типо- 
вых линейных звеньях систем автоматического регулирования. 

Нелинейности, имеющие место в системах автоматического регули¬ 
рования, часто сводятся к следующему: 

а) коэфициенты Т г и Т г в уравнениях звеньев не являются постоян¬ 
ными, а представляют собой некоторые функции переменной х или 
других переменных, характеризующих состояние системы, например, 

Т 1 = Т 1 (х)\ Т 2 = 

б) правая часть / (функция на входе звеньев) является некоторой 
нелинейной функцией времени и переменной х или других величин, 
определяющих состояние системы, например в случае звена первого 
порядка / = /(/ х), а в случае звена второго порядка/ = / {і, х, рх). 

Типовыми примерами нелинейных уравнений первого и второго по¬ 
рядков являются следующие: 

а) для нелинейного инерционного звена 

(7>+ (31) 

б) для нелинейного интегрирующего звена 

Т 2 рх—/(і] х); (32) 

в) для нелинейного колебательного звена 

(77Г 2 р 2 + Г 2 р+ 1)х = /(і; х; рх). (33) 

Уравнение (31) решается в таком же порядке, каки линейное урав- 
нение (1), с той, однако, разницей, что график правой части /(і, х) 
не строится заранее, а определяется в ходе графического решения 
вместе с искомой функцией х. 

При этом, поскольку для определения значений х для моментов 
времени і—і 1тп = тЪ>і (т — 0, 1, 2, ... ) необходимо знать значения 

функции /({; х) для моментов времени і — = ^ т ^~* то оче¬ 

видно, что решение должно производиться таким образом, чтобы опре¬ 
делять значения хи/ как для моментов времени, соответствующих 

четному числу половин участков интегрирования і т — 2т , так и для 
моментов времени, соответствующих нечетному числу половин участков 
интегрирования Ѣт+і — (2т ~Ь 1) • Для того чтобы начать графиче¬ 

ское решение, необходимо иметь два начальных значения функции х: х(0) 
и х • Первое из них задано, второе может быть найдено, напри¬ 
мер, методом Эйлера, путем разбивки интервала на более 

мелкие интервалы. 

Уравнение нелинейного интегрирующего звена (32) решается, как 
и уравнение (2), способом суммирования средних ординат. То обстоя- 
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ТельСт&о, что функция / (і) должна определяться в ходе самого графи¬ 
ческого решения, приводит к необходимости определять функцию х 
и функцию / как для четных моментов времени 

, о М 

^2 тп 2 * 


так и для нечетных 


Г 2/?гИ : 


2 ^ 

■ *т-\-\ 9 • 


Уравнение (33) нелинейного колебательного звена 

(Т 1 Т 2 р* + Т 2 р+1)х = /(і; х; рх) 

для графического решения целесообразно заменить двумя уравнениями 
первого порядка: 


(Т іР + 1)* = Ф; 
Т 2 р$ = ®(*; х; ф) — х. 


(34) 


где 

?(*; X; <!>)=/(*; х; » 


поскольку 


рх = 


ф — X 


Первое из уравнений (34) соответствует линейному инерционному 
звену и, следовательно, легко решается проведением секущих. 

Второе уравнение соответствует нелинейному интегрирующему звену. 
Решение системы уравнений (34) должно производиться в том же 
порядке, что и решение системы уравнений (24), причем, для того чтобы 
иметь возможность одновременного построения графиков функций х, 
ф, ср ( і , х, ф), каждая из этих функций должна определяться как для 
четных і—і Ші так и для нечетных 1 ) моментов времени. 

Строя переходный процесс в колебательном звене второго порядка, 
мы заменяем это звено замкнутой регулируемой системой, состоящей 
из двух звеньев первого порядка. 


9. ПОСТРОЕНИЕ ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА 

В СИСТЕМЕ РЕГУЛИРОВАНИЯ, СОДЕРЖАЩЕЙ ПРОИЗВОЛЬНОЕ 

ЧИСЛО ЗВЕНЬЕВ 

Покажем теперь, что переходный процесс может быть построен 
и тогда, когда система регулирования содержит произвольное число 
звеньев. 

Имея в виду, что каждому звену второго порядка соответствуют 
два уравнения первого порядка типа (1), (2), мы без всякого ущерба 
для общности можем рассматривать только систему диференциальных 
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уравнений, состоящую из линейных и нелинейных уравнений первого 
порядка. Пусть эта система имеет следующий вид: 

(Т Х Р + І)х = / Х (і; Х-, у; .. !■; ц ...); 

(Т у р+ 1) у =/ у (і; х; у;...; к; у..,); 

ТцЛ=/ц(і) х; у, .. І; у; .. .); 

=/,,(*; х; у, ..5; % ...), 


причем в нее могут входить также и нелинейные диференциальные урав¬ 
нения. Применим для графического решения уравнений первой группы 
(функции х , у, . . .) метод секущей, а для графического решения 
уравнений второй группы (функции I, т), . ..) метод суммирования 
средних ординат. Тогда графическое решение будет соответствовать 
следующей системе разностных уравнений: 


где 


Х (к+ 2 ) = Х к +- і - к - Аг1 \* к М-, 
т * + ~2 


■У(*+2) 


= ^ + ы-. 


іу . 


и 


2) — ^ + *уг-/5(л+і) ; 

4 *+ 2) = ^ + 7^ А (*+1) э 

«і = * (* -+•)• • • •; ѣ = (і 
/х,і=/х (* -г ; **'• у ‘ : ■ ■ ■’ ѵ •••)'’ 
Л], / = /т) ^ ”2” ’ ' ' ‘ » "» 


Д/ 

2 


(36) 


(/ = 0, 1, 2 ... А, 6 + 1, 6 + 2, ...). 


Исследуя структуру разностных уравнений (36), легко прийти к вы¬ 
воду, что если для каждой из переменных х, у,... , ѣ, у\. .. известно 
по два исходных значения х 0 и х ѵ у 0 и у 2 , . . . ; и т] 0 и %, ... , 
то может быть найдено произвольное число последующих значений х 2 , 

^2> ^І2» • * * > ‘ ’ ^3> ‘ЧЗ’ * * * ’ -^4’ ^4’ * * • > ^4» ^І4’ * * И Т. Д. 

для каждой из переменных. Характерно, что при шаге интегрирования, 

равном М, продвижение во времени за один цикл решения оказывается 

Д^ 1 

равным , т. е. половине шага интегрирования \ 


1 В некоторых случаях, однако, можно так построить процесс решения, 
что продвижение за один цикл будет равно шагу интегрирования М, как это 
имеет место, например, при решении линейного уравнения второго порядка. 

1039 




Что касается исходных значений х х , у г ,. . ір у\ х . .. , необходимых 
для графического решения, то они могут быть найдены методом Эйлера 
(проведением не секущих, а касательных), при этом для увеличения 

точности можно разбить первый половинный участок 0 < і < на два 

или на четыре участка, смотря по тому, какая точность требуется. 

Итак, в какой бы последовательности ни были соединены звенья 
системы автоматического регулирования, переходный процесс в системе 
может быть построен, если только имеются способы построения пере¬ 
ходных процессов в каждом отдельном звене этой системы. Точность 
графического решения зависит от величины шага интегрирования М. 
При достаточно малом шаге интегрирования может быть достигнута 
принципиально любая степень точности. 

10. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДА 

Пример 1. Чтобы пояснить предлагаемый графо-аналитический метод, рас¬ 
смотрим в виде примера нелинейную систему третьего порядка, содержащую 
инерционное звено, колебательное звено и релейный элемент. 



0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,8 0,7 0,8 09 1,0 1,1 1,2 1,3 і 

Фиг. 10. Графическое построение переходного процесса в нелинейной системе. 

Уравнения этой системы имеют следующий вид: 

(Т іР + і)2 = М; 

(Г 2 Гз/? 2 +Г 3 /? + 1)Р==6 2 Р-; 
а ( и тах Р Ро> 

I 0 Р>Р 0 . 

где ^ — скорость вращения электродвигателя; 

(3 — угол поворота контактного рычага магнитного тахометра; 
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а — напряжение, подводимое через контакты тахометра к управляющей 
обмотке электродвигателя; 

Т\ = 0,33 сек. — электромеханическая постоянная времени; 

Т 2 — 0,1 сек., Гз = 0,017 сек. — постоянная времени магнитного тахометра; 
Лд — 31,41 в*сек, = 0,00312 сек. — постоянные коэфициенты; 

/7 тах = 30 в — напряжение (действующее значение) на управляющей обмотке 
при замкнутых контактах тахометра; 

ро — значение р, соответствующее заданной скорости вращения, в нашем 
примере Ро = 0,5 р тах ; причем р тах = & 2 3 тах , ^ таx = *і и тах . 


Обозначая х = 
уравнений: 


й 

о 

^тах 


У = 


І^шах 


и 

г =- 

а тал 


получим следующую систему 


( Тір-\- 1 ) х — 

( Т 2 Т 2 р 2 + Т$р + 1) У — Л 'і 

П у <0,5; 

I о у > 0,5, 


(38) 


которую и примем за исходную для графического интегрирования. 

Будем строить кривую х = х(і) в координатах і, х, в этих же координатах 
следует строить и кривую у = у (О, поскольку функция х является правой 
частью уравнения второго порядка, полученного для у (фиг. 10). Это уравнение 

(ТгТ в р*+Пр+1)у = х 

следует заменить согласно способу решения уравнения второго порядка двумя 
уравнениями первого порядка: 


( Т 2 Р + 1) у =* ф; 

Тзр^ = х—у, 


(39) 


где ф — вспомогательная функция, являющаяся интегралом разности х — у. 

В процессе графического решения должна строиться смещенная на Т 2 вправо 
по оси ординат кривая ф = Ф (і —Г 2 ) (для нахождения у методом секущей), 
смещенная на Т г вправо по оси времени кривая 2 = 2 (і — Т) (для нахождения х 
по методу секущей). Для нахождения функции ф по методу суммирования 
средних ординат следует построить наклонную прямую, образующуя с осью 
Ы 

абсцисс угол а = агс!§ -=- (на фиг. 10 не показана). Решение производилось 
7 з 

нами для нулевых начальных условий: х (0) = 0, у (0) = 0, ру (0) = 0. 

На участке кривая х является возрастающей экспонентой. 

Строится она проведением секущих через точки кривой г . По функции х, 
являющейся по отношению к колебательному звену входной величиной, строится 
график функции у, проведением секущих через точки кривой ф, получающейся 

М: , ч 0 

в свою очередь суммированием отрезков (х — у). В тот момент, когда кри- 

7 з 

вая у = у (/) пересекает горизонтальную прямую у — 0,5 (соответствующую р 0 ), 
контакты регулятора размыкаются, и функция г (напряжение и) после і = 
становится равной нулю. 

На участке от ^ до і 2 кривая х является спадающей экспонентой; как и 
раньше, она строится проведением секущих через соответствующие точки 
кривой 2 . По кривой х определяется кривая у и в тот момент, когда последняя 
пересекает, уменьшаясь, прямую у = 0,5, функция г опять мгновенно возрастает 
от нуля до единицы. Вскоре убеждаемся, что автоколебания приняли устано¬ 
вившийся характер. 

Из графика можно определить длительность и характер переходного про¬ 
цесса, частоту и амплитуду автоколебаний, существующих в установившемся 
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режиме: частота равна 4 гц , амплитуда колебаний скорости равна 810 оборотам 
в минуту, амплитуда колебаний угла Э равна 0,47 радиана. 

Как видно из графика, в ходе графического построения переходного и 
установившегося процессов в нелинейной системе 3-го порядка строились 
кривые четырех функций: х, у, 2 , ф, из которых только одна (ф) является 
вспомогательной. Три же другие функции ( х, у, г) полностью относятся к вели¬ 
чинам, характеризующим работу системы. 

Пример 2: В ряде работ Б. В. Булгакова^ А. И. Лурье исследовалась 
нелинейная регулируемая система, уравнения которой заданы в виде 


Т 1 


Ж 




Л 


V 2 ^ 

ар 


-ІГ^ + Ф( 0 ); 


(40) 


где Т, Ц, V , ІГ, X, У — временные константы; 

к, /, т — коэфициенты пропорциональности; 

<р, (х, а — обобщенные координаты системы; 

Ф (а) — некоторая функция на выходе суммирующего элемента, 
определяющая движение регулирующего органа системы. 



Фиг. 11. Структурная схема нелинейной системы регулирования. 


Найдем движение системы для случая, когда 


Г 1 при а > 0,08; 

Ф (а) = { 0 (а) < 0,08; 

I 1 при а < 0,08, 

приняв для простоты к = 1= 1. Применяем с этой целью графический метод 
для чего приведем формулы (40) к системе 


(ТцТпР 2 + Тічр 4- 1) <р = — у-; 

г, = ФАр 2 + 02 р + р) г> 
і 


Тіірі = Ф (о); 
(Т’гі Р + 1) I х = .. 


(41) 
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где 


Т п Т 12 = Т 2 х Т 12 - V; Щ - У 2, Ѳ 2 = А'; 

Г 21 Г 22 = V*; Т 22 = ІР; 

ѵ), $ — промежуточные вспомогательные координаты. 

Легко заключить, что заданную систему уравнений (40) можно было бы 
привести к виду аналогичному системе уравнений (41) и при любых других 
значениях коэфициентов к и I. 

Структурная схема регулируемой системы, соответствующая уравнениям (41), 
показана на фиг. 11. На ней нелинейным оператором г (а, р) условно обозна¬ 
чено звено, преобразующее а в Ф (а). 



Рассматривая уравнения (41), заключаем, что каждое из них может быть 
решено графически применением способов, изложенных выше. 

Графическое решение (41) с указанием вспомогательных построений дано 
на фиг. 12. Решение произведено при следующих данных: Г п = 1; Гі 2 = 0,2; 
Ѳ 2 = 0,5; 0 2 = 0,2; 7 21 = 0,2; Т 22 = Ъ\ ш — 10, исходя из начальных условий 

<р (0) = /><р (0); (X (0) = 5 (0) = — 0,2; ^ <0 = рі) (<0 = 0. 
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ГЛАВА XXXIX 

ГРАФО-АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ ПЕРЕХОДНЫХ 
ПРОЦЕССОВ В СИСТЕМАХ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ. МЕТОД КАСАТЕЛЬНЫХ 

В настоящей главе излагается графо-аналитический метод решения 
обыкновенных диференциальных уравнений с нелинейными и зависящими 
от времени коэфидиенгами типа часто встречающегося при анализе 
систем автоматического регулирования. 

Метод сводится по существу к одной и той же последовательности 
операций .вне зависимости от порядка уравнения и не требует каких- 
либо предварительных преобразований исходного уравнения. 

Идея метода касательных, изложенная в работе [1], была применена 
автором настоящей главы к решению задач теории регулирования и 
положена в основу настоящей работы по предложению В. В. Солодов- 
никова. 

Кривая, представляющая искомое решение, получается в виде не¬ 
больших сопрягающихся прямолинейных отрезков, наклон которых 
определяется из диференциального уравнения по заданным начальным 
условиям чисто графическими приемами. Метод удобен для применения 
в тех случаях, когда нелинейные или зависящие от времени коэфициенты 
заданы в виде экспериментальных кривых, аналитическое выражение 
которых неизвестно. 

Основное внимание уделено изложению методики решения уравнений 
с переменными коэфидиентами вида 


и уравнений с нелинейными коэфидиентами вида 

Мх)^ + Чп-і(х)^ + ---Ь(х)§ + %(х)х = Г(1). 

Метод при незначительных его изменениях применим также к реше¬ 
нию уравнений, в которых функции зависят одновременно от двух 

пт* 4 . й п ~'х 

любых из следующих величин: /, л:, > • • • > 

мам диференциальных уравнений. 

Метод может обеспечить точность до 1—2°/ 0 . 
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а также к систе- 



1. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 


Поясним сущность метода на решении уравнения первого порядка 
вида 

’Ѵі (х)^ + х=Ці) 

при начальном условии 

Іх(і)] ( =і, = х й . 


Нанесем на листе (лист 1) бумаги (удобнее всего миллиметровой) 
прямоугольную систему координат РО($ (фиг. 13). За положительное 
направление отсчета времени і выберем 
положительное направление оси ОР. 

Вдоль оси 0($ будем откладывать зна¬ 
чения функций /(/), х(і). 

Построим в осях РОО функцию /(I) 
и отметим точку А' (^ 0 , л: 0 ). 

На другом листе (фиг. 14) проз¬ 
рачной бумаги (кальки) построим пря¬ 
моугольную систему координат КО'8 
и будем откладывать вдоль оси О'8 
значения времени і , а вдоль оси О'Р — 

значения функции (л:). & ? - Р 

Наложим лист 2 на лист 1 так. Фиг. 13. Лист 1 для решения 
чтобы оси ОР и О'Р совпали и ось уравнения первого порядка 

0'5 (фиг. 15) проходила через точку А'. 

Отметим на листе 2 точку В , в которой ось 0'8 пересекает кри¬ 
вую /(/). 




Фиг. 14. Лист 2 для решения уравне- Фиг. 15. Графическое решение 


ния второго порядка. 


уравнения первого порядка. 


Сохраняя теперь совпадение осей ОР и О' 5, будем передвигать 
лист 2 до тех пор, пока точка А' не окажется под кривой ф 2 (/) 
(фиг. 15). В этом положении прямая А'В является касательной к кри¬ 
вой х(і) в точке А\ так как 

СВ = / (/) — X 
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и 


/(О-—* _ ^ 
й 0 ~ АС ~ 9і (О Л ‘ 

Таким образом, если проколоть лист 2 в какой-нибудь точке Р, 
находящейся на прямой А'В вблизи Л', то мы получим на листе 1 
точку Р', которая может рассматриваться как точка искомой интеграль¬ 
ной кривой. Рассматривая теперь Р' как начальную точку и повторив 
изложенный процесс, мы получим следующую точку кривой х (і) 
и т. д. 


2. ПОСТРОЕНИЕ ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА В СИСТЕМАХ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ, ОПИСЫВАЕМЫХ ЛИНЕЙНЫМИ 
ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ С ПОСТОЯННЫМИ 
И ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФИЦИЕНТАМИ (МЕТОД КАСАТЕЛЬНЫХ) 

Перейдем теперь к общему случаю, т. е. предположим, что пове¬ 
дение системы автоматического регулирования описывается диферен- 
циальным уравнением п-г о порядка 

(О + Ф/.-1 (О -й2г + • • • Ч>1 (*)-§г (О * = /(0 (42) 


й 



Фиг. 16. Предварительные построения на листе I. 


и что начальные условия имеют вид 


*=* 0 ; 


йх 


йх 11 -' 
йі п -і 




і/і-і 


(43) 


В уравнении (42) коэфициенты ф. Д) и функция /(і) могут быть 
заданы как графически, так и аналитически. 

Нанесем на листе бумаги прямоугольную систему координат РОС} 
(фиг. 16). Условимся называть этот лист листом I. 

Выберем за положительное направление отсчета времени і положи¬ 
тельное направление оси ОР, а за положительное направление отсчета 
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значений функций фДО — отрицательное направление оси ОР. Вдоль 
оси 0<2 будем откладывать время і для функций 3^(7) и значения 
функций 

ДО* ДД *'(*) • •• 

Построим в координатной системе РОС? функции (і) и ДО- 

Масштабы і и фД*) должны быть одинаковыми. Положительные 
направления на фиг. 16 отметим стрелками. Выберем шаг интегриро¬ 
вания кі и разграфим первый квадрант пря¬ 
мыми, параллельными оси ОС ?, проходящими 2 1 _ 

через точки і к = к№, где кі — шаг интегри- 7 7 ~7 / 

рования; к — число интервалов интегриро- / / / / > 

вания. \ / / / 

Нанесем на линии і = точки Л', А ', ... \ // X 

А' п _ ѵ соответствующие начальным условиям / //у/ 

ЕА 0 ^ ^о> ЕА^ = ... ЕА п _ х ^=- х п —\. _'— 

Далее на листе прозрачной бумаги (на- ^ У 
зовем его листом И) нанесем прямоугольную \\л\$^ 
систему координат XXV , линию У= 1 \\\ѵ^ч 

в масштабе фДО и систему лучей 1 , выхо- \ \ \\\ 

дящих из начала координат X (фиг. 17). ѵ \ \ \ \ \^ 

Произведя подготовительные построения, \ \ \ \ 

наложим лист II на лист I так, чтобы оси \ \ \\^\ 

XV и ОР совпали, а линия V = 1 листа II - і ^X—X 

проходила через точки Л', А' ѵ . . . , А' п _ х —у=/—_ 

листа I Отметим на листе II точки А 0 , 

А і9 . . . , Л/г —1 соответственно над точками Л', Фиг. 17. Система лучей 
а, л? листа II. 

X’ • • • > А п-ѵ 

Переместим лист II по листу I таким образом, чтобы начало коорди¬ 
нат листа II совпадало с точкой Л' листа I, а ось XX листа II совпадала 
с линией і — і 0 листа I. Тогда прямая, проходящая через точку Л' 
листа I и точку А г листа II, будет являться касательной к искомой 
интегральной кривой х(і) в точке Л'. 

На фиг. 18 приведен метод построения касательной к х(і). В даль¬ 
нейшем на листе II, чтобы не затемнять чертежа, мы вместо системы 
лучей будем изображать только луч, участвующий в построении. 

Покажем, что прямая Л'Л 2 действительно является касательной 
к интегральной кривой х(і). 

Из ^А' 0 СА г (фиг. 18) находим, что 

л 0 с 

1 Лучи на листе II можно не наносить, а соединить необходимые точки 
с помощью линейки, причем при построении переходного процесса мы не 
очень много проиграем во времени, зато заметно выиграем в точности. 
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Точка Е на фиг. 18, получаемая в результате пересечения прямой 
/ = / 0 -)- М с прямой А' 0 А 1У будет являться точкой, соседней к А' 0 , а от¬ 
резок А' 0 Р — приближенным значением х(і) на интервале 

+ М- 

Используем то же правило для построения приближенных значе- 
„ йх 

НИЙ -гг. 

аі 

Переместим лист II вертикально, пока точка X не окажется над 
точкой А[ листа I. Тогда попрежнему А'А 2 — касательная к кри- 

(ІЗС 9 

вой в точке А' ѵ а пересечение прямой А' г А 2 с линией 



даст точку, соседнюю к А', и мы найдем приближенное значение 
на интервале 

^ ^ ^ “Ь До¬ 
будем продолжать этот процесс до тех пор, пока точка л: листа II 
не окажется в точке А п — 2 листа I и пока мы не найдем касатель- 

ную А п _ 2 А п - 1 к кривой -^г=2* в точке А п _ 2 . 

Точки А 1У А 2 ,. .. ., А п _ і на листе I проще всего наносить путем 
прокалывания листа II. 

СІ^~~^Х 

Для того чтобы найти касательную к кривой в точке А' п1> 

поступим следующим образом: наложим лист II на лист I так, чтобы 
начало координат листа II совпадало с точкой Е листа I (фиг. 19), а ось 
XX совпадала с линией 1 = Точка Е является пересечением линии 
І—Іь с ОСЬЮ ОР. 

Отметим на оси XX точку Г, выбрав ее так, чтобы отрезок ХТ— і 0 . 
Затем, сохраняя совпадение осей ОР и ХУ, будем смещать лист II до 
тех пор, пока точка Т не окажется над кривой ф 0 (О- 

Отметим луч, проходящий через точку А 0 и X листа И, и предпо¬ 
ложим, что он пересекает ось Оц листа I в точке /С 0 . Пусть мы рас¬ 
полагаем устройством для складывания нескольких вертикальных от- 
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резков. Простейшим устройством такого рода может служить полоска 
бумаги, вдоль края которой отмечаются длины отрезков. 

На суммирующем устройстве отметим величину отрезка ОК 0 (фиг. 19), 
равную фо (О х(і) при і = ^ 0 . 



Ф,(*) ІФт 


\ О Ыо Л 


Фиг. 19, Определение произведения ф 0 (0 •*(*)• 

Действительно, из треугольника ХА^ следует, что 

ОКр __ ОХ 
ХіѴ 9 


при і=і 0 ; 
при і = ^ 0 , тогда 


хо=$ 0 Ѵ) 

АЫ=-х(і) 


ѲК 9 = М) * Ч) =ф 0 (о*(О- 


Передвинем лист II так, чтобы точка Т оказалась над кривой ф 1 (/), 
отметим луч, проходящий через А г и X. Точку пересечения ОА и 
луча А х Х обозначим через К ѵ тогда попрежнему отрезок 


Будем продолжать этот процесс, помещая точку Т над кривыми 
ф 2 (*)... фл-і (О» и отмечать отрезки ОК 2і ... ОК п -і - После того 

(Р Х 

как мы найдем все произведения уравнения (42), кроме > 

сложим полученные отрезки на суммирующем устройстве и получим 
величину 

Ну 

а = ОК 0 + ОК 1 + ... ОК п _! = ф 0 (/) х (0 + Ч», (О -§-+ 

I I //ч А п ~'х 

+ • • • Ч'п-І (*) лп—л ~ • 



Примечания: 1. При решении уравнений с постоянными коэфици- 
ентами точку Т можно не наносить. 

2. Часто точки, соседние к А' 0 А' ѵ ... А п _ 2 * можно определять с помощью 
измерителя. Например, на листе II на линии і— і 0 + 1 измерителем откладываем 



отрезок АіС = х г и соединяем А' 0 САі, в результате получим, как и прежде, 
точку Р. 

Вычтя величину отрезка а (фиг. 20) из отрезка ЕВ [В — точка 
пересечения линии / = / 0 с кривой /(*)], найдем отрезок 


Ь = ЕВ — а— /СО- 
при і = і 0 . 





Передвинем лист II так, чтобы точка Т оказалась под кривой ф л (0 
(оси ОР и XV должны совпадать), и отметим точку V на листе II таким 
образом, чтобы А' п _ х 1! = Ь (фиг. 21). 

Далее перемещаем лист II до тех пор, пока ось 2,Х не совпадет 

а п ~~ 1 х 

с осью ОС}, тогда линия А' п __ г ІІ будет касательной к кривой - 1 - 

в точке А' п __ ѵ и мы можем приближенно найти точку, соседнюю с точ- 
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/ СІ П ^X 

кой А п _ х и принадлежащую кривой ■ как точку пересечения 

прямой А' п __^И с линией і = і 0 -{-М (точка Н на фиг. 22). 
Действительно, из треугольника А' п _^]М находим, что 


так как 


им 

К-I м 




й п х 

а? ’ 


і4;_іЛг=ф я (0; шл=*ъ. 



и, следовательно, 
ѴМ _ Ь 

Х п _ х м~ Ф«(0 " 


т - [фо (о* а) + Фі (о-§ + • • • ф л -і (о-^рг] 

9л (О 

а п х 


йі п ' 

После того как мы приближенно построили участки кривых л:(0, 
х' ( і ),. . . , лг"- 1 (О в интервале ^ 0 , / 0 + принимаем точки, соседние 
к Л', Л|,... , Л ^_ 1 (на линии і (і = М) і за исходные и повторяем весь 
изложенный выше процесс. 

В результате получим участки кривых в интервале і 0 -\- 2Д/и т. д. 

Кривые, полученные таким образом, приближенно будут соответ¬ 
ствовать х{і ), х' (і), ..., х п ~ 1 (і)*. 


3. МЕТОД ДОБАВОЧНОГО ПОЛУШАГА 
Для повышения точности процесса решения можно применять метод 
добавочного полушага. Этот метод заключается в следующем. 

Разделим выбранный шаг интегрирования пополам (фиг. 23). 

Далее, исходя из точки А' 0 (1 0 , лс 0 ), при помощи листа II определяем 
изложенным выше способом касательную в Л' и проводим линию Л'/ 7 
с наклоном Л'Л 2 . 


* Процесс построения х (і) можно вести без вспомогательного листа II. 
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Точку пересечения прямой Л'/ 7 с прямой і 0 -(- обозначим через О' 

и. принимаем ее за исходную. Таким же способом определяем наклон 
в точке О' (линия СО ) и, возвратившись в точку Л', проведем ли¬ 
нию АцН с этим вновь найденным наклоном (линия Л^/? || СО). Отре¬ 
зок Л'/? принимаем за приближенное значение х(і) на интервале 

*о<*<*о + д *- 

Точно так же найдем участок кривой х(і) на интервале / 0 + А/, 
^ 0 + 2А^ и т. д. 



Ф,т [Ф,МІ 0 т=!а Г 

Фиг. 23. Метод добавочного полушага. 


(Ці — 

Метод добавочного полушага следует начинать с ^п-і производ- 

_ а п —*х сІ п ~ 2 х й п ~ 2 х 

ной. По производной аі п-і корректируем а(П _ 2 , по ^„_ 2 - корректи- 

(І п —^х 

руем ~ а ^п-з и т - Д- вплоть до х((). 


4. ПОСТРОЕНИЕ ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА В СЛУЧАЕ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ, ОПИСЫВАЕМЫХ 
НЕЛИНЕЙНЫМИ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ 

Рассмотрим диференциальное уравнение системы автоматического 
регулирования 

Ь (*) І&г + Ь-1 (*) ТйЙг + • • • Фі <*) ЧГ + ф« (*) * =/(0 (44) 

и предположим, что начальные условия имеют вид 

X 
СІХ 

чг 

ах п -і 
йі п -і 
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Для построения переходного процесса нанесем на листе I прямо¬ 
угольную систему координат РОО. . Выберем за положительное направле¬ 
ние времени і положительное направление оси ОР, а за положительное 
направление функций ( х ) — отрицательное направление оси ОР. 

Вдоль оси ОС? будем откладывать х и значения функций/(Л, х(і ), 

*'(Л,..., *(«-!)(*). 

Построим в координатной системе РОС? функции фДлг) и /(О- 

Масштабы фДлг) и і должны быть выбраны одинаковыми. 

Выберем шаг интегрирования и разграфим первый квадрант пря¬ 
мыми, параллельными оси 0(2 листа I, проходящими через точки і к = 
=КМ. 

Нанесем на листе I на линии точки Л', Л'... А' ѵ соот¬ 

ветствующие начальным условиям ЕА ' = х 0 , ЕА' Х = х х . .•. ЕА' х = д: л _і 
(см. фиг. 16). 

Прозрачный лист остается прежним (см. фиг. 17). Очевидно, что 
построение точек, соседних Л', А ' п , ... А' п _ 2 (на линии і=і 0 - |-Д^), 
производится тем же способом, что и в линейных системах с постоян¬ 
ными и переменными коэфициентами (см. фиг. 18). Попрежнему 


• А\С А^С ( 


йх \ 

~оГ)і о 


Точка Р, получаемая в результате пересечения прямой і — 
с прямой Л'Л 1} будет являться точкой, соседней к Л', а отрезок Л'р— 

приближенным значением х(і) на интервале < і < + м. 

(іх с№х 

Таким же способом найдем приближенные значения ...» 

(р—г х 

др Г -2 на инте Р вале ^ ^ + №• 


Способ определения 


гіп- і. 


ае 1 - 


производной точно такой же, как и для 


линейных диференциальных уравнений. Единственное изменение, которое 
нужно учесть, состоит в том, что точка Т на листе II выбирается в дан¬ 
ном случае из условия ХТ = х 0 . 

На фиг. 19 и 20 мы специально взяли хТ = х 0 = ? 0 , чтобы при 
применении метода касательных к решению нелинейных диференциальных 
уравнений пользоваться теми же фигурами, какими мы пользовались выше 
при описании применения метода к уравнениям с переменными коэфици¬ 
ентами. 


Находим произведения 


Фо (0 ■* (О • • • Фп-1 (*) Л аі п- Т • 

Покажем например, каким образом можно найти произведение 

Фо (•*) •*(*)• 
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Из треугольника ХАЫ следует (см. фиг. 19) 


О/Со ОХ 
Л 0 /Ѵ — ЛОГ * 


но 


при і=( 0 , 
при ( = і 0 , 


ХЫ = 1 ; 


тогда 


ХО — фо (х) 
А 0 Ы = х( О 


_ Фо (х) X (() 




Таким же способом находим остальные произведения. 

На суммирующем устройстве складываем найденные произведения 
(отрезок а) и вычитаем из /((). В результате получим отрезок 

Ъ = ЕВ-а=Пі)~[% (*) *(0 + М*) -§г + • * ‘ Ѵ-і (*)^Й] 


при і=і 0 (см. фиг. 19 и 20), после чего находим приближенное 

значение (фиг. 21 и 22). 

йі п ' 

Из треугольника А' п __ г ШМ видно, что 


ЦМ = Ь 

К-і м — 


/( 0 - 


йх 


й п 

•+.-.М^5=Г 


Фо (х) х (/) + Фі (х) + 


Фя (X) 


а п х 

йі п ’ 


Отрезок А' п1 Н является приближенным значением производной- 
на интервале і й < і < і Л(. 

Повторяя весь изложенный процесс, находим х(і), . . 

на интервале і -}- Аі < і < і -|- А/ и т. д. 




бп— ІХ 
йіп -1 


5. ПОСТРОЕНИЕ ПЕРЕХОДНОГО [ПРОЦЕССА В СЛУЧАЕ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ, ОПИСЫВАЕМЫХ СИСТЕМАМИ 
[ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Метод касательных позволяет приближенно интегрировать непосред¬ 
ственно систему уравнений, не сводя последнюю к одному уравнению. 
Перейдем к интегрированию систем деференциальных уравнений. 
Для того чтобы не усложнять данного вопроса, рассмотрим систему 
из двух уравнений. 
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Пусть поведение системы автоматического регулирования описы¬ 
вается уравнениями 


(о + *»-■ т + ■ ■ ■ с. (') §■ + «) * (О=/«) + 


н т 1 У г ] т —2 .. ^ 

+ ?я»-1 (О 1 й<яг _х +®я»-2(^)-^Г2- + - • -?і(0 + ?о(0у (0; (46) 


а т У 

^(0-7^- + Ч*-! (О 


г/ОТ-1 1 


: &л-1 (О 


гі л-1 


йі 


т —1 


• • 7 1і(^)^- + 7 )о(03'(0 


ас 


:П —1 


&„-2 (О 


й/"- 2 


</лг 


+ ..А 1 (0~ + %(і)хѴ) + 


+Л СО» 


(47) 


а начальные условия имеют вид: 
для уравнения (48) 


йх 

Чі 

а п - 1 х 


— л\ ; 


аг 


п -1 


Хп- 1, 


при і= і { 


0> 


а для уравнения (49) 


■У = У 0 ; 

сіу 

■ЗГ=Л'” 
-1, 




аі Гі 


=Г=Ут -1 


при 1=і 0 . 


Метод касательных остается справедливым и при приближенном ин¬ 
тегрировании систем диференциальных уравнений, поэтому мы не будем 
подробно излагать его в этом случае, а изложим лишь порядок операций. 

На миллиметровой бумаге нанесем две координатные системы РОЦ 
(фиг. 24) и Р х 0^ ± (фиг. 25). 

Выберем за положительное направление времени і положительные 
направления осей ОР и 0 1 Р 1і а за положительные направления функ¬ 
ций ( і ) и ч\ к ( і ) — соответственно отрицательные направления осей ОР 
и О 1 Р 1 . Вдоль осей 0( 3 и 0 1 С} 1 отложим время і и соответственно зна¬ 
чения функций /(0, х(і), х ' (0, • - -, х п ~ 1 (0 и / 2 (О, У(0> У' (0. • . - 

..., у*- 1 (О- 

Построим в координатной системе РОС} функции и /(^), 

а в координатной системе Р г 0^ г — функции ч\ к (і) и / г ($). 

Масштабы і, <1>/(0 и у\ к (0 должны быть одинаковыми. Выберем 
шаг интегрирования кі и разграфим первые квадранты системы РОС} и 
ЯАСі прямыми, параллельными осям ОС} и О г С} ѵ проходящими через 
точки І к — кМ. Прозрачный лист остается прежним (см. фиг. 17). 
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В координатной системе РОС} на линии і~і 0 отметим начальные 
условия х 0 , х 1У ... лГл -1 (соответственно точки Л', Л', Л^ ), 

а в координатной системе Р г 0 ^ г — начальные условия у 0 , у, .. ., у т -\ 
(соответственно точки /?', В' г .. . В' т1 ). 



ФіО) о М* 

Фиг. 24. Координатная система РОС}. 


Применяя методы, изложенные выше, определяем: 
1) в координатной системе РОС}: 

а) графически точки, соседние к Л', А[ ... А' п _ 2 

б) графически произведения 



ПіШ о, Г-Го Г 

Фиг. 25. Координатная система РіОіО х . 


в) аналитически или графически произведения 


?о(*)у(0. Ті(0^г, 


<р«-1 (*) • 


г) на суммирующем устройстве складываем произведения 
и „в“ с функцией /(0; 

д) графически точку, соседнюю к А' г ; 

2) в координатной системе /^О^: 

а) графически точки, соседние к В ' 0 , В' ѵ . .., В' т _ 2 \ 

б) графически произведения 


іо (О у (О, ъ (0^, 


Чт-1 (О 




пп. 


6“ 
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в) аналитически или графически произведения 


йх 




а"- 1 * 


ае 


п -1 


г) на суммирующем устройстве складываем произведения пп. „6“ и 
‘ с функцией / г (і)\ 

д) графически точку, соседнюю к В' т _ х и т. д. 

В результате получим в координатной системе РОС} приближенные 

а в координатной системе Я 1 0 1 р 1 — 


йх 

кривые л: (/), 


й п ~ х х 


ас 


Л-1 


гіт- 1 , 


т-1 


приближенные кривые у (7), . . . 7 

При решении систем диференциальных уравнений, так же как и при 
решении одного диференциального уравнения, справедлив метод доба¬ 
вочного полушага. 

Порядок решения систем из 5 диференциальных уравнений такой 
же, как и для системы из двух диференциальных уравнений. 

В случае решения нелинейных систем метод остается справедливым, 
если учесть, что ХТ на линии у=1 берется равным лс при соот¬ 
ветствующем времени і. 


6. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДА КАСАТЕЛЬНЫХ 


Рассмотрим примеры применения метода касательных, которые по¬ 
зволят нам составить представление о точности метода. 

Пример 1. Найти решение диференциального уравнения четвертого порядка 
с постоянными коэфициентами х^ [ ^ —х = 0 при следующих начальных условиях: 


*= 1; 
йх 

*г= 0: 


й 2 х _ 

аьс_ 

йР 


-і; 


-о 


при і = 0. 


Решение уравнения приведено на фиг. 26. Ошибка, отнесенная к максималь¬ 
ному значению х, равна 1,1°/ 0 . 

Пример 2. Рассмотрим уравнение Лежандра: 




ОРх 

ар 


' 2 '$+{ л 


(«+!)- 


гФ 


\—Р 


при п = 7 И /72 = 2. 

Выберем начальные условия так, чтобы решение представляло собой нор¬ 
мированную присоединенную функцию Лежандра. 

Задача состоит в том, чтобы найти в интервале 0<^<0,8 решение урав¬ 
нения 


(I-* 2 ) 


а*х 
йі 2 




56- 


■Ъ) 


0. 
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При начальных условиях х = О, 


йх 
йі ' 


5,85 при і = 0. 


Для того чтобы уравнение Лежандра было удобнее интегрировать, заменим 
йх 1 йх 

““ * тогда уравнение перепишется в виде 


~Ш ,ерез То- а • 


1 




= 0 . 


Кроме того, возьмем линию У = 30 на листе II вместо У— 1, последнее 
обстоятельство уменьшит множители ^56- }- и — 20^ в 30 раз. Длина 



Фиг. 26. Решение уравнения — х = 0. 


10(1 — і г ) также должна быть уменьшена в 30 раз, поэтому необходимо нанести 

кривую Д-(1 — і 2 ) вместо 10(1—/ 2 ) в том же масштабе, что и і. 
о 

Итак, для удобства принимаем следующие масштабы для переменных: 

1 единица для * ( і ) и ( і ) равна единицы і) 

1 единица для і (вдоль оси 0) равна единицы і\ 

1 единица для ф,- (^) равна единицы і\ 

1 единица вдоль У равна единицы 1. 

Построим на листе I кривые 

Фо СО — (56 - т 4^); 

Фі (0 = -20<; 

<Ы0 = -^(і-< 2 ) 

и на листе II проведем линию К=30. 
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„ / і\ 1 мл 

В результате получим кривые х (і) и — —. 

На фиг. 27 приведено точное решение уравнения Лежандра (отмечено кре¬ 
стиками), построенное графически. 

Из фигуры видно, что графически построенное решение практически со¬ 
впадает с точным решением. 



Фиг. 27. Решение уравнения Лежандра. 


Пример 3. Решить диференциальное уравнение 

(/2+2) х"'—2 іх" + (/ 2 + 2) — 2 іх = О 


при следующих начальных условиях: 

-* = 1; 
(іх 

~аі 


і; 


а*х 

(№ 


при / = 0. 


Для удобства построения принимаем следующие масштабы для переменных: 

1 ., ч йх №х л 

1 единица для х(і), —, равна 1 единице /; 

1 единица для і вдоль оси 0(? равна единицы і\ 

1 единица для ф г - (/) равна единицы і. 

Построим на листе I кривые 

Фо (0 = — 2/; МО-* 2 + 2; Фя (0 — —2/; МО-* 2 + 2. 


На листе II проведем линию У — 10. 

В результате построения получим кривые, приведенные на фиг. 28, 


йх 

Х ИУ, ж и 


а 2 х 


Максимальная ошибка при і = 0,5 сек. не превышает 2,0%. 
67 * 
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Пример 4. Решить нелинейное диференциальное уравнение 


(№х , _ йх , 0 л 

- ш + 3х - + х * = о 


при начальных условиях х*=\, = О П Р И 

Принимаем следующие масштабы для переменных: 
сіх 

1 единица для х(0 и равна 1 единице для і ; 

1 единица для * вдоль оси ОО равна 1 единице для і\ 

1 единица для ф,- (і) равна 1 единице для і. 

На листе I строим кривые фо (•*) — х2 > Фі (•*) * 3*, ФгО*) 23 !» на листе II 
проводим линию У = 1. 

В результате построения получим х(і) и х' (і). 

На фиг. 29 приведено решение уравнения 


<і*х йх х 

~ш + Зх чг +х 


Максимальная ошибка при 2=1,5 сек. не превышает 0,72%, а ошибка, от¬ 
несенная к максимальному значению х (2), не превышает 0,5%. 

Пример 5. Решить систему уравнения 

<№х , 0 , йх , 0 . , 

-Ш +2і -аГ + 2х = & ті ~У‘> 


а 2 у , 
<и* + у 


= 2е~ (г — 2х 


при следующих начальных условиях: 

1 


[ при 1 — 0. 


Примечание. Произведение 2х определялось аналитически. 
Максимальная ошибка при і = 1 сек. не превышает 3%, а ошибка, отнесен¬ 
ная к максимальному значению х(і), равна 1%. 

Решение системы и некоторые вспомогательные построения приведены на 
фиг. 30а и 306. 

Пример 6. Рассмотрим систему автоматического регулирования, изобра¬ 
женную на фиг. 31. 

Уравнение движения объекта регулирования берем в виде 
4-2 (0 § + Фі (і) ■§ + Фо (0 <р = -№і. 

где ф — отклонение от состояния, предписанного системе в качестве нормаль- 

а^Ф а*о 

ного, ф 2 (^)_* Фо(0?; Мг| — соответственно инерция, демпфи¬ 

рование, восстанавливающая сила объекта регулирования и воздействие регу¬ 
лирующего органа. 
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* = 1; 

4г-* 

У = 0; 

ау 


аі 


= і 










Фиг. 306. Решение системы двух уравнений. 



Фиг. 31. Структурная схема системы авто¬ 
матического регулирования. 



Фиг. 32. Характеристика пускового устройства. 


1062 


Уравнение регулирующего органа имеет вид 

?2 (О Т + $1 (О V + &0 (0 1 = /(о). 

Здесь / (а)—нелинейная функция от 0, имеющая вид по фиг. 32. 
Уравнение чувствительного элемента 

° ==* № + Уі4* 


Данная система уравнений характерна для многих систем автоматического 
регулирования, в которых нелинейность вносит золотник сервомотора. 

Решение проводилось при следующих параметрах: ф 2 (0 = 1; ^і(0 = 2,Я; 
Фо (0 = 9; ^2 (0 = 1; 5і (0 = 9,72; е 0 (0 = 2,6; / 0 = 3,4; а =* 0,003; N => 7.2; ] 0 = 0,125; 
к = 0 . 25 . 

Начальные условия были выбраны 


= 0,4; у] = 0,3; 
у — 0; т) = 0 


при і — 0. 


Для удобства проведения графического решения проведем линию У = 5 
вместо У — 1 на листе II, это уменьшит множители ф А (?) = 2,9; ф 0 (0 = 9; 
іі (0 = 9 72; е 0 (0 = 2,6 в 5 раз. 

Длина ф 2 (0 = $ 2 (0 в 1 должна быть уменьшена в то же число раз. Поэтому 
лучше нанести кривые ф 2 (0; ^2 (0 вместо ф 2 (0 = 1 и 8 2 (0 = 1 в том ж е 

масштабе, что и 1. 

Принимаем следующие масштабы для переменных: 

1 единица для ср, ср, т), у равна 1 единице для і\ 

1 единица для ф г - и 5,- равна -і- единице для і. 

На листе I построим две прямоугольные системы координат РОС} и Р'О'С)'. 
На координатной системе РОС} построим кривые ф 0 (/) = 9; фі (^) = 2,9; 

ф 2 (0 = Ь 

На координатной системе Р'О'С}' построим кривые (0 = 2,6; (0 = 9,72; 

5 2 (0 = 1 и на листе II проведем линию У — 5 в масштабе ф* ( і ) или, что то же, 6* (О* 
Для того чтобы приступить к графическому интегрированию системы, необ¬ 
ходимо величины ІѴт} и у 0 <р + Дер разделить на 5, т. е. взять равными 1,45тг) и 
0,025ср + 0,05 ср. 

Приведем последовательность решения данной системы уравнений: 

1) ср и у) находим изложенным выше способом; 

2) для построения ср: 

а) графически находим произведения ф 0 (і) ср и ф 2 (і) ср; 

б) аналитически находим N у;. 

в) сложим величины ф 0 (і) ср; ф 2 (/) ср и Ыг\; 

г) найдем описанным выше способом ср и т. д.; 

3) для построения г\: 

а) графически находим произведения (/) г\ и 5 (0 г\\ 

б) аналитически находим а, а по а находим /(а); 

в) сложим величины 5 0 (*)*]; (0 ^ и /( а ); 

г) находим у и т. д. 

На фиг. 33а и 336 построены кривые переходных процессов по координатам 
ср и 7) (крестиками отмечены экспериментальные данные). 


Пример 7. Решить уравнение 


ах 

~аі 


+ X = 


е 


-і 


при начальных условиях х = 1 при і = 0. 

На фиг. 34 приведено графическое решение уравнения. 
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Фиг. 33а. Интегрирование 
нелинейной системы. 


(Г/ 9.72 


2.6 1 О Ш5 

- 0.2 \ 


Фиг. 336. Интегрирование 
нелинейной системы. 


О 0.9 

Фиг. 34. Интегрирование уравнения 








Фиг. 35в. Решение нелинейной системы. 





Пример 8. Рассмотрим нелинейную систему, изображенную на фиг. 11 
(пример взят из книги Д. А. Башкирова „Графоаналитический метод анализа 
переходных процессов в системах автоматического регулирования"). 

Эта система описывается следующими уравнениями: 

(ТпТіър 2 + 7*2 Р + 1) V "~( х > (®і ® 2 Р 2 +■ Р Чг 1) У = 

с = 7)- - р.; Г 22 /?$ = /(а); (ТыР + 1)^ =“.5. 

Решение данной системы было проведено при следующих данных: Гц = 1, 
Гі 2 = 0,2; Ѳ 2 = 0,5; Ѳ 2 = 0,2; Г 2 1 = 0,2; Г 2 2 = 5; т = 10, исходя из начальных 
условий <р (0) = /?ср (0) = 0; [а (0) = 5 (0) = —0,2; ^ < 0 + рч\ (<0 = 0. 



Нелинейная функция / (а) бралась 


/(а) = . 


1 а >0,08; 
0 | а | < 0,08; 
-1 а <0.08. 


Если в исходную систему подставить численные значения параметров, 
получим систему уравнений, удобную для решения методом касательных: 


^2ср 


0,2-^+ 0,2-§ + ? = и; 


0>1 4і + 0 ’ 2 5 + = 


0.2^ + ,-Е; 


(а 


/со- 


йі 

1 а > 0,08; 

0 | а | < 0,08; 
-1 а <0,08. 


0,2/(а); 


Графическое решение с указанием некоторых вспомогательных построений 
дано на фиг. 35а — 35г. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 


ТАБЛИЦА /г-ФУНКЦИЙ 


х = 0,00 


і 

МО 

і 

мо 

і 

МО 

і 

мо 

і 

МО 

0,0 

0,0000 

10,0 

0,9386 

20,0 

0,9668 

30,0 

0,9795 

40,0 

0,9837 

0,4 

0,1269 

10,4 

0,9428 

20,4 

0,9673 

30,4 

0,9796 

40,4 

0,9840 

0,8 

0,2502 

10,8 

0,9459 

20,8 

0,9680 

30,8 

0,9797 

40,8 

0,9843 

1,2 

0,3671 

11,2 

0,9480 

21,2 

0,9689 

31,2 

0,9797 

41,2 

0,9846 

1,6 

0,4748 

11,6 

0,9493 

21,6 

0,9699 

31,6 

0,9797 

41,6 

0,9849 

2,0 

0,5712 

12,0 

0,9498 

22,0 

0,9710 

32,0 

0,9797 

42,0 

0,9851 

2,4 

0,6548 

12,4 

0,9499 

22,4 

0,9720 

32,4 

0,9799 

42,4 

0,9853 

2,8 

0,7250 

12,8 

0,9499 

22,8 

0,9729 

32,8 

0,9800 

42,8 

0,9854 

3,2 

0,7810 

13,2 

0,9501 

23,2 

0,9736 

33,2 

0,9802 

43,2 

0,9855 

3,6 

0,8244 

13,6 

0,9505 

23,6 

0,9741 

33,6 

0,9806 

43,6 

0,9855 

4,0 

0,8561 

14,0 

0,9514 

24,0 

0,9745 

34,0 

0,9809 

44,0 

0,9855 

4,4 

0,8777 

14,4 

0,9527 

24,4 

0,9747 

34,4 

0,9813 

44,4 

0,9855 

4,8 

0,8912 

14,8 

0,9545 

24,8 

0,9747 

34,8 

0,9817 

44,8 

0,9855 

5,2 

0,8986 

15,2 

0,9564 

25,2 

0,9747 

35,2 

0,9821 

45,2 

0,9856 

5,6 

0,9019 

15,6 

0,9586 

25,6 

0,9747 

35,6 

0,9825 

45,6 

0,9857 

6,0 

0,9028 

16,0 

0,9606 

26,0 

0 9748 

36,0 

0,9828 

46,0 

0,9859 

6,4 

0,9028 

16,4 

0,9624 

26,4 

0,9750 

36,4 

0,9830 

46,4 

0,9860 

6,8 

0,9031 

16,8 

0,9639 

26,8 

0,9753 

36,8 

0,9831 

46,8 

0,9863 

7,2 

0,9044 

17,2 

0,9650 

27,2 

0,9757 

37,2 

0,9831 

47,2 

0,9865 

7,6 

0,9070 

17,6 

0,9658 

27,6 

0,9763 

37,6 

0,9831 

47,6 

0,9867 

8,0 

0,9110 

18,0 

0,9662 

28,0 

0,9769 

38,0 

0,9831 

48,0 

0,9869 

8,4 

0,9160 

18,4 

0,9664 

28,4 

0,9776 

38,4 

0,9832 

48,4 

0,9870 

8,8 

0,9218 

18,8 

0,9664 

28,8 

0,9782 

38;8 

0,9832 

48,8 

0,9872 

9.2 

0,9277 

19,2 

0 9664 

29,2 

0,9788 

39,2 

0,9833 

49,2 

0,9872 

9,6 

0*9336 

19,6 

0,9665 

29,6 

0,9792 

39,6 

0,9835 

49,6 

0,9873 

10,0 

0,9386 

20,0 

0,9668 

30,0 

0,9795 

40,0 

0,9837 

50,0 

0,9873 
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/ = 0,10 


і 

К (0 

і 

К (0 

і 

МО 

і 

К (0 

і 

МО 

0,0 

0,0000 

10*0 

1,0085 

20,0 

1,0107 

30,0 

1,0044 

40,0 

0,9979 

0,4 

0Л411 

10*4 

1,0119 

20,4 

1,0102 

30,4 

1,0041 

40,4 

0,9979 

0,8 

0,2745 

10,8 

1,0141 

20,8 

1,0100 

30,8 

1,0035 

40,8 

0,9980 

1,2 

0,4030 

11.2 

1,0152 

21,2 

1,0100 

31,2 

1,0030 

41,2 

0,9981 

1,6 

0,5220 

11,6 

1,0153 

21*6 

1,0103 

31,6 

1,0024 

41,6 

0,9981 

2,0 

0,6276 

12,0 

1,0145 

22,0 

1.0105 

32,0 

1,0018 

42,0 

0,9982 

2,4 

0,7190 

12,4 

1,0134 

22,4 

1,0107 

32,4 

1,0014 

42,4 

0,9981 

2,8 

0,7953 

12,8 

1,0122 

22,8 

1,0108 

32,8 

1,0011 

42,8 

0,9981 

3,2 

0,8572 

13,2 

1,0111 

23,2 

1,0108 

33,2 

1,0008 

43,2 

0,9979 

3,6 

0,9032 

13,6 

1,0104 

23,6 

1,0105 

33,6 

1,0006 

43,6 

0,9977 

4,0 

0,9371 

14,0 

1,0102 

24,0 

1,0100 

34,0 

1,0006 

44,0 

0,9975 

4,4 

0,9596 

14,4 

1,0105 

24,4 

1,0093 

34,4 

1,0005 

44,4 

0,9973 

4,8 

0,9733 

14,8 

1,0113 

24,8 

1,0085 

34,8 

1,0006 

44,8 

0.9971 

5,2 

0,9798 

15,2 

1,0123 

25,2 

1,0078 

35,2 

1,0006 

45,2 

0,9970 

5,6 

0,9824 

15,6 

1,0136 

25,6 

1,0070 

35,6 

1,0005 

45,6 

0,9970 

6,0 

0,9814 

16,0 

1,0146 

26,0 

1,0063 

36,0 

1,0004 

46,0 

0,9970 

6,4 

0,9794 

16,4 

1,0154 

26,4 

1,0057 

36,4 

1,0001 

46,4 

0,9971 

6,8 

0,9784 

16,8 

1,0160 

26,8 

1,0054 

36,8 

0,9998 

46,8 

0,9972 

7,2 

0,9785 

17,2 

1,0161 

27,2 

1,0051 

37,2 

0,9995 

47,2 

0,9974 

7,6 

0,9799 

17,6 

1,0159 

27,6 

1,0050 

37,6 

0,9992 

47,6 

0,9974 

8,0 

0,9831 

18,0 

1,0152 

28,0 

1,0049 

38,0 

0,9989 

48,0 

0,9975 

8,4 

0,9878 

18,4 

1,0143 

28,4 

1,0050 

38,4 

0,9985 

48,4 

0,9977 

8,8 

0,9941 

18,8 

1,0134 

28,8 

1,0050 

38,8 

0,9983 

48,8 

0,9976 

9,2 

0,9990 

19,2 

1,0123 

29,2 

1,0050 

39,2 

0,9981 

49,2 

0.9976 

9,6 

1,0042 

19,6 

1,0115 

29,6 

1,0048 

39,6 

0,9980 

49,6 

0,9976 

10,0 

1,0085 

20,0 

1,0107 

30,0 

1,0044 

40,0 

0,9979 

50,0 

0,9975 
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/. = 0,20 


і 

к <*> 

і 

К (0 

і 

МО 

і 

МО 

і 

К (0 

0,0 

0,0000 

і 

10,0 

1,0304 

! 

20,0 

0,9945 

30,0 

0,9987 

40,0 

1,0020 

0,4 

0,1523 

10,4 

1.0312 

20,4 

0,9938 

30,4 

0,9989 

40,4 

1,0021 

0,8 

0,3001 

10,8 

1,0309 

20,8 

0,9935 

30,8 

0,9990 

40,8 

1,0022 

1,2 

0,4399 

11,2 

1,0293 

21,2 

0,9935 

31,2 

0,9990 

41,2 

1,0023 

1,6 

0,5682 

11,6 

1,0269 

21,6 

0,9938 

31,6 

0,9990 

41,6 

1,0024 

2,0 

0,6824 - 

12,0 

1.0235 

22,0 

0.9942 

32,0 

0,9990 

42,0 

10023 

2,4 

0,7806 

12,4 

1,0199 

22,4 

0,9946 

32,4 

0 9990 

42,4 

1,0023 

2,8 

0,8618 

12,8 

1,0163 

22,8 

0,9950 

32,8 

0,9992 

42,8 

1,0022 

3,2 

0,9260 

13,2 

1,0130 

23,2 

0,9954 

33,2 

0,9996 

43,2 

1,0020 

3,6 

0,9741 

13,6 

1,0101 

23,6 

0,9954 

33,6 

1,0000 

43,6 

1,0017 

4,0 

1,0076 

14,0 

1,0081 

24,0 

0,9953 

34,0 

1,0003 

44,0 

1,0014 

4,4 

1,0285 

14,4 

1,0066 

24,4 

0,9950 

34,4 

1,0008 

44,4 

1,0011 

4,8 

1,0395 

14,8 

1,0059 

24,8 

0,9946 

34,8 

1,0013 

44,8 

1,0009 

5,2 

1,0430 

15,2 

1,0055 

25,2 

0,9943 

35,2 

1,0018 

45,2 

1,0006 

5,6 

1,0412 

15,6 

1.0055 

25,6 

0,9940 

35,6 

1,0021 

45 6 

1,0005 

6,0 

1,0366 

16,0 

1,0055 

26,0 

0.9939 

36,0 

1,0024 

46,0 

1,0004 

6,4. 

1,0312 

16,4 

і',0053 

26,4 

0,9939 

36,4 

1,0025 

46,4 

1,0003 

6,8 

1,0261 

16,8 

1,0049 

26,8 

0,9941 

36,8 

1,0025 

46,8 

1,0003 

7,2 

1,0221 

17,2 

1,0041 

27,2 

0,9945 

37,2 

1,0025 

47,2 

1,0003 

7,6 

1,0203 

17,6 

1,0030 

27,6 

0,9951 

37,6 

1,0023 

47,6 

1,0003 

8,0 

1,0200 

18,0 

1,0017 

28,0 

0,9957 

38,0 

1,0021 

48,0 

1,0002 

8,4 

1,0213 

18,4 

1,0000 

28,4 

0,9964 

38,4 

1,0020 

48,4 

1,0002 

8,8 

1,0236 

18,8 

0,9984 

28,8 

0,9972 

38,8 

1,0019 

48,8 

1,0001 

9,2 

1,0262 

19,2 

0,9968 

29,2 

0,9979 

39,2 

1,0018 

49,2 

0,9999 

9,6 

1,0287 

19,6 

0,9955 

29,6 

0,9983 

39,6 

1,0018 

49,6 

0,9997 

10,0 

1,0304 

20,0 

0,9945 

30,0 

0,9987 

40,0 

1,0020 

50,0 

0,9995 
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х 0,30 


0,0 0,0000 10,0 

0,4 0,1648 10,4 

0,8 0,3247 10,8 

1.2 0,4755 11.2 

1-6 0,6128 11,6 

2,0 0,7325 12,0 

2.4 0,8385 12,4 

2.8 0,9235 12,8 

3.2 0,9882 13,2 

3.6 1,0351 13,6 

4,0 1,0656 14,0 

4.4 1,0821 14,4 

4.8 1.0876 I 14,8 

5.2 1,0845 15,2 

5.6 1,0762 15,6 

6,0 1,0648 16,0 

6.4 1,0527 16,4 

6.8 1,0416 16,8 

7.2 1,0322 17,2 

7.6 1,0252 17,6 

8,0 1,0206 18,0 

8.4 1,0184 18,4 

8.8 1,0176 18,8 

9.2 1,0175 19,2 

9.6 1,0178 19,6 

10,0 1,0175 20,0 


□8 Коллектив авторов 




















% — 0,35 


і 

К (0 

і 

К (0 

і 

К (0 

1 

К (0 

і 

К (0 

0,0 

0,0000 

10,0 

1,0053 

20,0 

1,0008 

30,0 

0,9987 

40,0 

1.0011 

0.4 

0,1712 

10,4 

1,0046 

20,4 

1,0013 

30,4 

0,9984 

40,4 

1,0013 

0,8 

0,3370 

10,8 

1,0030 

20,8 

1,0020 

30,8 

0,9980 

40,8 

1,0016 

1.2 

0,4931 

11,2 

1,0005 

21,2 

1,0029 

31,2 

0,9976 

41,2 

1,0017 

1.6 

0,6355 

11,6 

0,9973 

21,6 

1,0039 

31,6 

0,9972 

41,6 

1,0018 

2,0 

0,7605 

12,0 

0,9938 

22,0 

1,0048 

32,0 

0,9968 

42,0 

1,0019 

2.4 

0,8663 

12,4 

0,9903 

22,4 

1,0057 

32,4 

0,9968 

42,4 

1,0018 

2,8 

0,9515 

12,8 

0,9871 

22,8 

1,0063 

32,8 

0,9967 

42,8 

1,0016 

3,2 

1,0162 

13,2 

0,9846 

23,2 

1,0066 

33,2 

0,9969 

43,2 

1,0014 

3,6 

1,0616 

13,6 

0,9831 

23,6 

1,0064 

33,6 

0,9973 

43,6 

1,0010 

4.0 

1,0897 

14,0 

0,9825 

24,0 

1,0059 

34,0 

0,9977 

44,0 

1,0006 

4,4 

1,1030 

14,4 

0,9832 

24,4 

1,0052 

34,4 

0,9983 

44,4 

1,0002 

4,8 

1,1044 

14,8 

0,9847 

24,8 

1,0042 

34,8 

0,9989 

44,8 

0,9999 

5,2 

1,0973 

15,2 

0,9870 

25,2 

1,0030 

35,2 

0,9995 

45,2 

0,9995 

5„6 

1,0847 

15,6 

0,9896 

25,6 

1,0019 

35,6 

1,0000 

45,6 

0,9993 

6,0 

1,0693 

16,0 

0,9922 

26,0 

1,0009 

36,0 

1,0005 

46,0 

0,9992 

6,4 

1,0535 

16,4 

0,9948 

26,4 

1,0001 

36,4 

1.0008 

46,4 

0,9991 

6,8 

1,0390 

16,8 

0,9969 

26,8 

0 9995 

36,8 

1,0009 

46,8 

0,9992 

7,2 

1,0267 

17,2 

0.9985 

27,2 

0,9991 

37,2 

1,0009 

47,2 

0,9992 

7,6 

1,0175 

17,6 

0,9997 

27,6 

0,9989 

■ 37,6 

1,0009 

47,6 

0,9992 

8,0 

1,0113 

18,0 

1,0003 

28,0 

0,9988 

38,0 

1,0008 

48,0 

0,9992 

8,4 

1,0076 

18,4 

1,0006 

28,4 

0,9989 

38,4 

1,0008 

48,4 

0,9993 

8,8 

1,0060 

18,8 

1,0006 

28,8 

0,9990 

38,8 

1,0008 

48,8 

0,9993 

9,2 

1,0054 

19,2 

1,0005 

29,2 

0.9990 

39,2 

1,0008 

49,2 

0,9991 

9,6 

1,0055 

19,6 

1,0005 

29,6 

0,9989 

39,6 

1,0009 

49,6 

0,9991 

10,0 

1,0053 

20,0 

1,0008 

30,0 

0,9987 

40,0 

1,0011 

50,0 

0,9939 


1074 


X = 0,40 


і 

К (') 

і 

К (') 

і 

МО 

1 * 

К (0 

і і 

К (*) 

0,0 

0,0000 

10,0 

0,9937 

20,0 

1,0039 

30,0 

0,9992 

40,0 

0,9992 

0,4 

0,1774 

10,4 

0,9941 

20,4 

1,0035 

30,4 

0,9944 

40,4 

0.9992 

0,8 

0,3493 

10,8 

0,9939 

20,8 

1,0033 

30,8 

0,9996 

40,8 

0,9991 

1,2 

0,5099 

11,2 

0,9927 

21,2 

1,0033 

31,2 

0,9997 

41,2 

0,9993 

1,6 

0,6571 

11,6 

0*9911 

21,6 

1,0035 

31,6 

0,9997 

41,6 

0,9993 

2,0 

0,7853 

12,0 

0,9888 

22,0 

1,0037 

32,0 

0,9996 

42,0 

0,9992 

2,4 

0,8928 

12,4 

0,9867 

22,4 

1,0038 

• 32,4 

0,9998 

42,4 

0,9992 

2,8 

0,9783 

12,8 

0,9849 

22,8 

1,0037 

32,8 

1,0000 

42,8 

0,9991 

3,2 

1,0420 

13,2 

0,9839 

23,2 

1,0033 

33,2 

1,0003 

43,2 

0,9990 

3,6 

1,0853 

13,6 

0,9836 

23,6 

1,0027 

33.6 

1,0008 

43,6 

0,9988 

4,0 

1,1102 

14,0 

0,9845 

24,0 

1,0017 

34,0 

1,0013 

44,0 

0,9986 

4,4 

1,1196 

14,4 

0,9864 

24,4 

1,0007 

34,4 

1,0017 

44,4 

0,9985 

4,8 

1,1166 

14,8 

0,9890 

24,8 

0,9994 

34,8 

1,0020 

44,8 

0,9985 

5,2 

1,1048 

15,2 

0,9922 

25,2 

0,9982 

35,2 

1,0024 

45,2 

0,9985 

5,6 

1,0878 

15,6 

0,9958 1 

25,6 

0,9971 

35,6 

1,0027 

45,6 

0,9986 

6,0 

1,0680 

16,0 

0,9992 

26,0 

0,9962 

36,0 

1,0028 

46,0 

0,9989 

6,4 

1,0483 

16,4 

1,0022 

26,4 

0,9955 

36,4 

1,0027 

46,4 

0,9992 

6,8 

1,0306 

16,8 

1,0045 

26,8 

0,9953 

36,8 

1,0024 

46,8 

0,9995 

7,2 

1,0160 

17,2 

1,0062 

27,2 

0,9953 

37,2 

1,0020 

47,2 

0,9998 

7,6 

1,0049 

17,6 

1,0072 

27,6 

0,9957 

37,6 

1,0013 

47,6 

1,0002 

8,0 

0,9976 

18,0 

1,0074 

28,0 

0,9962 

38,0 

1,0009 

48,0 

1,0006 

8,4 

0,9934 

18,4 

1,0071 

28,4 

0,9969 

38,4 

1,0004 

48,4 

1,0008 

8,8 

0,9918 

18,8 

1,0064 

28,8 

0,9976 

38,8 

0,9999 

48,8 

1,0011 

9,2 

0,9918 

Л 9,2 

1,0055 

29,2 

0,9983 

39,2 

0,9995 

49,2 

1,0011 

9,6 

0,9928 

19,6 

1,0047 

29,6 

0,9988 

39,6 

0,9993 

49,6 

1,0011 

10,0 

0,9937 

20;0 

1,0039 

30,0 

0,9992 

40,0 

0,9992 

50,0 

1,0009 


68* 1075 
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х — 0,50 


і 

К (0 

1 

К V) 

і 

К (0 

і 

К (0 

І 

К (0 


ііііжіі 

10,0 

0,9819 

20,0 

0,9950 

30,0 

1,0031 

40,0 

1,0007 


ІВ 

10,4 

0,9871 

20,4 

0,9937 

30,4 

1,0028 

40,4 

1,0011 


0,3752 

10,8 

0,9913 

20,8 

0.9931 

30,8 

1,0020 

40,8 

1,0014 

1,2 

0,5452 

11,2 

0,9943 

21,2 

0,9932 

31,2 

1.0010 

41,2 

1,0017 

і,б 

0,6997 

11,6 

0,9961 

21,6 

0,9938 

31,6 

1,0000 

41,6 

1,0019 

2,0 

0,8314 

12,0 

0,9968 

22,0 

0,9947 

32,0 

0,9990 

42,0 

1,0019 

2,4 


12,4 

0,9971 

22,4 

0,9958 

32,4 

0,9982 

42,4 

1,0017 

2,8 


12,8 

0,9971 

22,8 

0,9969 

32,8 

0,9975 

42,8 

1,0014 

3,2 


13,2 

0,9973 

23,2 

0,9979 

33,2 

0,9973 

43,2 

1,0011 

3,6 

1.1242 

13,6 

0,9978 

23,6 

0,9987 

33,6 

0,9972 

43,6 

1,0005 

4,0 

1,1410 

14,0 

0,9992 

24,0 

0,9991 

34,0 

0,9973 

44,0 

1,0000 

4,4 

1,1407 

14,4 

1,0011 

24,4 

0,9994 

34,4 

0,9974 

44,4 

0,9995 

4,8 

1,1275 

14,8 

1,0034 

24,8 

0,9995 

34,8 

0,9981 

44,8 

0,9991 

5,2 

1,1055 

15,2 

1,0059 

25,2 

0,9995 

35,2 

0.9986 

45,2 

0,9988 

5,6 

1,0789 

15,6 

1,0083 

25,6 

0,9995 

35,6 

0,9990 

45,6 

0,9985 

В 


16,0 

1,0101 

26,0 

0,9997 

36,0 

0,9993 

46,0 

0,9985 

6.4 

1,0235 

16,4 

1,0113 

26,4 

1,0000 

36,4 

0,9996 

46,4 

0,9985 

6,8 


16,8 

1,0118 

26,8 

1,0004 

36,8 

0,9997 

46,8 

0,9987 

7,2 

0,9844 

17,2 

1,0112 

27,2 

1,0010 

37,2 

0,9998 

47,2 

0,9988 

7,6 

0,9723 

17,6 

1,0098 

27,6 

1,0017 

37,6 

0,9999 

47,6 

0,9990 

8,0 

0,9658 

18,0 

1,0076 

28,0 

1,0025 

38,0 

1,0000 

48,0 

0,9992 

8,4 

0,9641 

18,4 

1,0049 

28,4 

1,0031 

38,4 

1,0000 

48,4 

0,9996 

8,8 

0,9659 

18,8 

1,0021 

28,8 

1,0036 

38,8 

1,0000 

48,8 

0,9997 

9,2 

0,9702 

19,2 

0;9992 

29,2 

1,0039 

39,2 

1,0002 

49,2 

0,9998 

9,6 

0,9760 

19,6 

0,9968 

29,6 

1,0038 

39,6 

1,0003 

49,6 

0,9999 

10,0 

0,9819 

20,0 

0,9950 

30,0 

1,0034 

40,0 

1,0007 

50,0 

0,9999 


1077 








% ■= 0)55 


! 

; ' 

К (0 

і 

К (') 

і 

МО 

1 і 

К (0 

і 

К (0 

0,0 

0,0000 

10,0 

0,9843 

20,0 

0,9907 

30,0 

0,9996 

40,0 

0,9994 

0,4 

0,1962 

10,4 

0,9924 

20,4 

0,9906 

30,4 

0,9990 

40,4 

0,9993 

0,8 

0,3856 

10,8 

0,9989 

20,8 

0,9913 

30,8 

0,9984 

40,8 

0,9993 

1,2 

0,5622 

11,2 

1,0034 

21,2 

0,9927 

31,2 

0,9978 

41,2 

0,9994 

1,6 

0,7203 

11,6 

1,0060 

21,6 

0,9946 

31,6 

0,9972 

41,6 

0,9994 

2,0 

0,8556 

12,0 

1,0071 

22,0 

0,9968 

32,0 

0,9968 

42,0 

0,9994 

2,4 

0,9657 

12,4 

1,0071 

22,4 

0,9990 

32,4 

0,9968 

42,4 

0,9994 

2,8 

1,0491 

12,8 

1,0063 

22,8 

1,0008 

32,8 

0,9969 

42,8 

0,9993 

3,2 

1,1066 

13,2 

1,0055 

23,2 

1,0024 

33,2 

0,9973 

43,2 

0,9992 

3,6 

1,1395 

13,6 

1,0049 

23,6 

1,0038 

33.6 

0,9979 

43,6 

0,9990 

4,0 

1,1511 

14,0 

1,0046 

24,0 

1,0042 

34,0 

0,9988 

44,0 

0,9988 

4,4 

1,1452 

14,4 

1,0050 

24,4 

1,0044 

34,4 

0,9996 

44,4 

0,9987 

4,8 

1,1266 

14,8 

1,0057 

24,8 

1,0042 

34,8 

1,0005 

44,8 

0,9988 

5,2 

1,0996 

15,2 

1,0065 

25,2 

1,0036 

35,2 

1,0014 

45.2 

0,9989 

5,6 

1,0683 

15,6 

1,0075 

25,6 

1,0029 

35,6 

1,0021 

45,6 

0,9992 

6,0 

1,0355 

16,0 

1,0081 

26,0 

1,0023 

36,0 

1,0025 

46,0 

0,9995 

6,4 

1,0068 

16,4 

1,0081 

26,4 

1,0016 

36,4 

1,0028 

46,4 

0,9999 

6,8 

0,9842 

16,8 

1,0073 

26,8 

1,0012 

36,8 

1,0026 

46,8 

1,0004 

7,2 

0,9667 

17,2 

1,0058 

27,2 

1,0009 

37,2 

1,0023 

47,2 

1,0007 

7,6 

0,9559 

17,6 

1,0039 

27,6 

1,0007 

37,6 

1,0019 

47,6 

1,0011 

8,0 

0,9517 

18,0 

1,0013 

28,0 

1,0007 

38,0 

1,0014 

48,0 

1,0015 

8,4 

0,9529 

18,4 

0,9986 

28,4 

1,0007 

38,4 

1,0008 

48,4 

1,0017 

8.8 

0,9581 

18,8 

0,9958 

28,8 

1,0008 

38,8 

1,0003 

48,8 

1,0016 

9,2 

0,9660 

19,2 

0,9934 

29,2 

1,0005 

39,2 

0,9999 

49,2 

1,0015 

9,6 

0 9753 

19,6 

0,9917 

29,6 

1,0001 

39,6 

0,9996 

49,6 

1,0012 

10,0 

0,9843 

20,0 

0,9907 

30,0 

0,9996 

40,0 

0,9994 

50,0 

1,0009 


1078 



х = 0,60 


1 

мо 

і 

1 

К (0 

1 

МО 

і 

К (0 

і 

К (0 

00 

0,0000 

10,0 

0,9925 

20,0 

0,9922 

30,0 

0,9992 

40,0 

0,9977 

0.4 

0,2027 

10,4 

1,0029 

20,4 

0,9933 

30,4 

0,9996 

40,4 

0,9982 

0,8 

0,3960 

10,8 

1,0107 

20,8 

0,9950 

30,8 

0,9997 

40,8 

0,9988 

1,2 

0,5789 

11,2 

1,0156 

21,2 

0,9971 

31,2 

0,9998 

41*2 

0,9996 

1,8 

0,?405 

11,6 

1,0180 

21,6 

0,9999 

31,6 

0,9998 

41.6 

1,0002 

2 , 0 . 

0,8776 

12,0 

1,0178 

22,0 

1,0023 

32,0 

0.9997 

42,0 

1,0007 

2,4 

0,9876 

12,4 

1,0161 

22,4 

1,0045 

32,4 

0,9999 

42,4 

1,0011 

2,8 

1,0694 

12,8 

1,0133 

22,8 

1,0061 

32,8 

1,0001 

42,8 

1,0013 

3,2 

1,1233 

13,2 

1,0100 

23,2 

1,0071 

33,2 

1,0006 

43,2 

1,0014 

3,6 

1,1534 

13,6 

1,0070 

23,6 

1,0076 

33,6 

1,0010 

43,6 

1,0014 

4,0 

1,1579 

14,0 

1,0046 

24,0 

1,0071 

34,0 

1,0014 

44,9 

1,0012 

4,4 

1,1466 

14,4 

1,0028 

24,4 

1,0059 

34,4 

1\0018 

44,4 

1,0009 

4,8 

1.1222 

14,8 

1,0018 

24,8 

1,0044 

34,8 

1,0022 

44,8 

1,0007 

5,2 

1,0899 

15,2 

1,0013 

25,2 

1,0026 

35,2 

1,0024 

45,2 

1,0005 

5,6 

1,0546 

15,6 

1,0012 

25,6 

1,0008 

35,6 

1,0023 

45,6 

1,0004 

6,0 

1,0203 

16,0 

1,0012 

26,0 

0,9992 

36,0 

1,0020 

46,0 

1,0002 

6,4 

0,9900 

16,4 

1,0008 

26,4 

! 0,9978 

36,4 

1,0016 

46,4 

1,0001 

6,8 

0,9660 

16 ; 8 

1,0004 

26,8 

0,9969 

36,8 

1,0010 

46,8 

1,0000 

7,2 

0,9499 

17,2 

0,9995 

27,2 

0,9964 

37,2 

1,0001 

47,2 

0,9999 

7,6 

0,9416 

17,6 

0,9981 

27,6 

0,9962 

37,6 

0,9993 

47,6 

0,9999 

8,0 

0,9407 

18,0 

0,9966 

28,0 

0,9965 

38,0 

0,9986 

48,0 

0,9998 

8,4 

0,9459 

18,4 

0,9948 

28,4 

0,9970 

38,4 

0,9979 

48,4 

0,9999 

8,8 

0,9553 

18,8 

0,9934 

28,8 

0,9977 

38,8 

0,9973 

48,8 

0,9999 

9,2 

0,9672 

19,2 

0,9923 

29,2 

0,9983 

39,2 

0,9972 

49,2 

0,9997 

9,6 

0,9803 

19,6 

0,9920 

29.6 

0,9988 

39,6 

0,9973 

49,6 

0,9993 

10,0 

0,9925 

20,0 

0,9922 

30,0 

0,9992 

40,0 

0,9977 

50,0 

0,9990 


1079 



х = 0,65 


В 


В 




■ 

К (0 

і 

К (0 

0,0 

0,0000 

10,0 

1,0055 

20,0 

0,9981 

30,0 

1,0036 

40,0 

1,0003 

0,4 

0,2080 

10,4 

1,0166 

20,4 

0,9992 

30,4 

1,0039 

40,4 

1,0009 

0,8 

0,4096 

10,8 

1,0244 

20,8 

1,0007 

30,8 

1,0038 

40,8 

1,0015 

1,2 

0,5960 

11,2 

1,0282 

21,2 

1,0020 

31,2 

1,0032 

41,2 

1,0019 

1,6 

0,7601 

11,6 

1,0288 

21,6 

1,0041 

31,6 

1,0025 

41,6 

1,0021 

2,0 

0,8986 

12,0 

1,0258 

22,0 

1,0054 

32,0 

1,0017 

42,0 

1,0023 

2,4 

1,0080 

12,4 

1,0210 

22,4 

1,0065 

32,4 

1,0009 

42,4 

1,0020 

2,8 

1,0875 

12,8 

1,0149 

22,8 

1,0067 

32,8 

1,0002 

42,8 

1,0016 

3,2 

1,1378 

13,2 

1,0061 

23,2 

1,0064 

33,2 

0,9996 

43,2 

1,0010 

3,6 

1.1611 

13,6 

1,0029 

23,6 

1,0055 

33,6 

0,9992 

43,6 

1,0003 

4,0 

1,1618 

14,0 

0,9983 

24,0 

1,0039 

34,0 

0,9990 

44,0 

0,9997 

4,4 

1,1444 

14,4 

0,9948 

24,4 

1,0021 

34,4 

0,9989 

44,4 

0,9990 

4,8 

1,1145 

14,8 

0,9931 

24,8 

0,9999 

34,8 

0,9990 

44,8 

0,9984 

5,2 

1,0776 

15,2 

0,9922 

25,2 

0,9976 

35,2 

0,9991 

45,2 

0,9980 

5,6 

1,0386 

15,6 

0,9926 

25,6 

0,9959 

35,6 

0,9991 

45,6 

0,9980 

6,0 

1,0007 

16,0 

0,9937 

26,0 

0,9945 

36,0 

0,9993 

46,0 

0,9979 

6,4 

0,9714 

16,4 

0,9951 

26,4 

0,9936 

36,4 

0,9993 

46,4 

0,9982 

6,8 

0,9500 

16,8 

0,9959 

26,8 

0,9936 

36,8 

0,9991 

46,8 

0,9986 

7,2 

0,9352 

17,2 

0,9967 

27,2 

0,9942 

37,2 

0,9989 

47,2 

0,9991 

7,6 

0,9306 

17,6 

0,9972 

27,6 

0,9951 

I 37,6 

0,9987 

47,6 

0,9997 

8,0 

0,9340 

18,0 

0,9973 

28,0 

0,9967 

38,0 

0,9986 

48,0 

1,0003 

8,4 

0,9438 

18,4 

0,9972 

28,4 

0,9984 

38,4 

0,9987 

48,4 

1,0007 

8,8 

0,9580 

18,8 

0,9970 

28,8 

1,0002 

38,8 

0,9990 

48,8 

1,0011 

9,2 

0,9742 

19,2 

0,9969 

29,2 

1,0017 

39,2 

0,9993 

49,2 

1,0012 

9,6 

0,9908 

19,6 

0,9974 

29,6 

1,0029 

39,6 

0,9997 

49,6 

1,0013 

10,0 

1,0055 

20,0 

0,9981 

30,0 

1,0036 

40,0 

1,0003 

50,0 

1,0012 


1080 






X = 0,70 


і 

МО 

1 

МО 

і 

К (0 

і 

К (0 

І 

К (*) 

0,0 

0,0000 

10,0 

1,0202 

20,0 

1,0025 

30,0 

1,0053 

40,0 

0,9996 

0,4 

0,2165 

10,4 

1,0313 

20,4 

1,0021 

30,4 

1,0044 

40,4 

0,9995 

0,8 

0,4214 

10,8 

1,0376 

20,8 

1,0019 

30,8 

1,0030 

40,8 

0,9995 

1,2 

0,6117 

11,2 

1,0387 

21,2 

1,0019 

31,2 

1,0013 

41,2 

0,9995 

1,6 

0,7798 

11,6 

1,0354 

21,6 

1,0021 

31,6 

0,9997 

41,6 

0,9996 

2,0 

0,9187 

12,0 

1,0286 

22,0 

1,0024 

32,0 

0,9980 

42,0 

0,9996 

2,4 

1,0276 

12,4 

1,0196 

22,4 

1,0024 

32,4 

0,9968 

42,4 

0,9995 

2,8 

1,1040 

12,8 

1,0100 

22,8 

1,0018 

32,8 

0,9958 

42,8 

0,9994 

3.2 

1,1499 

13,2 

1,0005 

23,2 

1,0012 

33,2 

0,9955 

43,2 

0,9993 

3,6 

1,1678 

13,6 

0,9924 

23,6 

1,0004 

33,6 

0,9958 

43,6 

0,9991 

4,0 

1,1627 

14,0 

0,9869 

24,0 

0,9991 

34,0 

0,9964 

44,0 

0,9990 

4,4 

1,1393 

14,4 

0,9835 

24,4 

0,9977 

34,4 

0,9972 

44,4 

0,9990 

4,8 

1,1041 

14,8 

0,9826 

24,8 

0,9964 

34,8 

0,9982 

44,8 

0,9991 

5,2 

1,0629 

15,2 

0,9836 

25,2 

0,9954 

35,2 

0,9996 

45,2 

0,9994 

5.6 

1,0212 

15,6 

0,9862 

25,6 

0,9947 

35,6 

1,0008 

45,6 

0,9997 

6,0 

0,9838 

16,0 

0,9900 

26,0 

0,9947 

36,0 

1,0015 

46,0 

1,0001 

6,4 

0,9538 

16,4 

0,9938 

26,4 

0,9952 

36,4 

1,0021 

46,4 

1,0005 

6,8 

0,9337 

16,8 

0,9974 

26,8 

0,9962 

36,8 

1,0024 

46,8 

1,0009 

7,2 

0,9237 

. 17,2 

1,0006 

27,2 

0,9978 

37,2 

1,0023 

47,2 

1,0013 

7,6 

0,9236 

17,6 

1,0028 

27,6 

0,9995 

37,6 

1,0020 

47,6 

1,0017 

8,0 

0,9324 

18,0 

1,0043 

28,0 

1,0013 

38,0 

1,0016 

48,0 

1;0017 

8,4 

0,9473 

18,4 

1,0016 

28,4 

1,0032 

38,4 

1,0011 

48,4 

1,0017 

8,8 

0,9680 

18,8 

1,0044 

28,8 

1,0046 

38,8 

1,0006 

48,8 

1,0014 

9,2 

0,9860 

19,2 

1,0038 

29,2 

1,0054 

39,2 

1,0002 

49,2 

1,0010 

9,6 

1,0048 

19,6 

1,0031 

29 , 6 . 

1,0056 

39,6 

0,9998 

49,6 

1,0004 

10,0 

1,0202 

20,0 

1,0025 

30,0 

1,0053 

40,0 

0,9996 

50,0 

0,9998 


1081 







X = 0,75 


і 

К (0 

і 

К (0 

і 

К (0 

і 

К (0 

і 

к (о 

0,0 

0,0000 

10,0 

1,0356 

20,0 

1,0006 

30,0 

1,0011 

40,0 

0,9966 

0,4 

0,2218 

10,4 

1,0448 

20,4 

0,9981 

30,4 

0,9999 

40,4 

0,9973 

0,8 

0,4334 

10,8 

1,0473 

20,8 

0,9962 

30,8 

0,9988 

40,8 

0,9984 

1.2 

0,6280 

11,2 

1,0441 

21,2 

0,9951 

31,2 

0,9973 

41,2 

0,9995 

1,6 

0,7980 

11,6 

1,0360 

21,6 

0,9948 

31,6 

0,9963 

41,6 

1,0004 

2,0 

0,9383 

12,0 

1,0248 

22,0 

0,9953 

32,0 

0,9957 

42,0 

1,0013 

2,4 

1,0454 

12,4 

1,0119 

22,4 

0,9961 

32,4 

0,9956 

42,4 

1,9020 

2,8 

1,1188 

12.8 

0,9995 

22,8 

0,9970 

32,8 

0,9961 

42,8 

1,0023 

3,2 

1,1600 

13,2 

0,9882 

23,2 

0.9979 

33,2 

0,9970 

43,2 

1,0024 

3,6 

1.1720 

13,6 

0,9794 

23,6 

0,9988 

33,6 

0,9982 

43,6 

1,0021 

4,0 

1,1606 

14,0 

0,9746 

24,0 

0,9993 

34,0 

0,9995 

44,0 

1,0018 

4,4 

1,1314 

14,4 

0,9733 

24,4 

0,9993 

34,4 

1,0011 

44,4 

1,0012 

4,8 

1,0915 

14,8 

0,9755 

24,8 

0,9996 

34,8 

1,0025 

44,8 

1,0005 

5,2 

1,0466 

15,2 

0,9793 

25,2 

0,9997 

35.2 

1,0038 

45,2 

0,9999 

5,6 

1,0033 

15,6 

0,9861 

25,6 

0,9997 

35,6 

1,0042 

45,6 

0,9994 

6,0 

0*9659 

16,0 

0,9930 

26,0 

0,9999 

36,0 

1,0044 

46,0 

0,9991 

6,4 

0,9376 

16,4 

0,9999 

26,4 

1,0002 

36,4 

1,004 Г 

46,4 

0,9989 

6,8 

0,9211 

16,8 

1,0079 

26,8 

1,0008 

36.8 

1,0032 

46,8 

0,9988 

7,2 

0,9159 

17,2 

1,0102 

27,2 

1,0014 

37,2 

1,0020 

47,2 

0,9990 

7,6 

0,9214 

17,6 

1,0129 

27,6 

1,0020 

37,6 

1,0005 

47,6 

0,9991 

8,0 

0,9357 

18,0 

1,0136 

28,0 

1,0027 

38,0 

0,9991 

48,0 

0,9993 

8,4 

0,9555 

18,4 

1,0127 

28,4 

1,0031 

38,4 

0,9978 

48,4 

0,9996 

8,8 

0,9787 

18,8 

1.0102 

28,8 

1,0032 

38,8 

0.9970 

48,8 

0,9997 

9,2 

1,0010 

19,2 

1,0072 

29,2 

1,0029 

39,2 

0,9964 

49,2 

0,9999 

9,6 

1,0211 

19,6 

1,0037 

29.6 

1,0023 

39.6 

0,9963 

49,6 

1,0000 

10,0 

1,0356 

20,0 

1,0006 

30,0 

1,0015 

40,0 

0..9966 

50,0 

0,9999 


1082 



у. — 0,80 


і 

МО 

і 

К (0 

1 і 

МО 

і 

V 

і 

V 

0,0 

0,0000 

10,0 

1,0490 

20,0 

0,9914 

30,0 

0,9990 

40,0 

0,9996 

0,4 

0,2280 

10,4 

1,0544 

20,4 

0,9879 

30,4 

0,9993 

40,4 

1.0008 

0,8 

0,4451 

10,8 

1,0520 

20..8 

0,9862 

30,8 

0,9995 

40,8 

1,0020 

1,2 

0,6441 

11,2 

1,0435 

21,2 

0,9863 

31,2 

0,9995 

41,2 

1,0028 

1,6 

0,8165 

11,6 

1,0307 

21,6 

0,9884 

31,6 

0,9996 

41,6 

1,0034 

2,0 

0,9566 

12,0 

1,0149 

22,0 

0,9915 

32,0 

0,9997 

42,0 

1,0035 

. 2,4 

1,0620 

12,4 

0,9991 

22,4 

0.9951 

32.4 

1,0000 

42,4 

1,0032 

2.8 

1,1318 

12,8 

0,9847 

22,8 

0,9990 

32,8 

1,0003 

42,8 

1,0024 

3,2 

1,1679 

13,2 

0,9735 

23,2 

1,0022 

33,2 

1,0006 

43,2 

1,0014 

3,6 

1,1736 

13,6 

0,9665 

23,6 

1,0048 

33,6 

1,0011 

43,6 

1,0003 

4,0 

1,1563 

14,0 

0,9650 

24,0 

1,0066 

34,0 

1,0014 

44,0 

0,9991 

4,4 

1,1214 

14,4 

0,9674 

24,4 

• 1,0073 

34,4 

1,0018 

44,4 

0,9979 

4,8 

1,0770 

14,8 

0,9740 

24,8 

1,0069 

34,8 

1,0020 

44,8 

0,9970 

5,2 

1,0295 

15,2 

0,9828 

25,2 

1,0060 

35,2 

1,0022 

45,2 

0,9964 

5,6 

0,9851 

15,6 

0,9931 

25,6 

1,0041 

35,6 

1,0017 

45,6 

0,9964 

6,0 

0,9491 

16,0 

1,0026 

26,0 

1,0022 

36,0 

1,0010 

46,0 

0,9973 

6,4 

0,9244 

16,4 

1,0120 

26,4 

1,0004 

36,4 

1,0003 

46,4 

0,9979 

6,8 

0,9120 

16,8 

1,0185 

26,8 

0,9989 

36,8 

0,9993 

46,8 

0,9989 

7,2 

0,9127 

17,2 

1,0221 

27,2 

0,9978 

37,2 

0.9984 

47,2 

0,9998 

7,6 

0,9240 

17,6 

1,0223 

27,6 

0,9972 

37,6 

0,9976 

47,6 

1,0009 

8,0 

0,9438 

18,0 

1,0198 

28,0 

0,9969 

38,0 

0,9970 

48,0 

1,0018 

8,4 

0,9682 

18,4 

1,0154 

28,4 

0,9971 

38,4 

0,9968 

48,4 

1,0026 

8,8 

0,9940 

18,8 

1,0096 

28,8 

0,9975 

38,8 

0,9971 

48,8 

1,0029 

9,2 

1,0177 

19,2 

1,0027 

29,2 

0,9981 

39,2 

0,9976 

49,2 

1,0028 

9,6 

1,0370 

19,6 

0,9965 

29,6 

0,9986 

39,6 

0,9985 

49,6 

1,0023 

10,0 

1.0490 

20,0 

0,9914 

30,0 

0,9990 

40,0 

0,9996 

50,0 

1,0014 


1083 



0,85 


і 

К (0 

І 

МО 

і 

мо 

1 

м « ! 

і 

К (0 

0,0 

0,0000 

10,0 

1,0586 

20,0 

! 

0,9796 ] 

30,0 

1,0062 

40,0 

0,9994 

0,4 

0,2413 

10,4 

1,0583 

20,4 

0,9782 I 

30,4 

1,0070 

40,4 

0,9993 

0,8 

0,4567 

10,8 

1,0505 

20,8 

0,9798 

30,8 

1,0068 

40,8 

0,9993 

1,2 

0,6592 

11,2 

1,0365 

21,2 

0,9839 

31,2 

1,0060 

41,2 

0,9995 

1.6 

0,8342 

п,б 

1,0194 

21,6 

0,9898 

31,6 

1,0044 

41,6 

0,9996 

2,0 

0,9742 

12,0 

1,0003 

22,0 

0,9969 

32,0 

1,0023 

42,0 

0,9996 

2,4 

0,1775 

12,4 

0,9831 

22,4 

1,0033 

32,4 

1,0003 

42,4 

0,9995 

2,8 

1,1430 

12,8 

0,9693 

22,8 

1,0091 

32,8 

0,9982 

42,8 

0,9993 

3,2 

1,1734 

13,2 

0,9608 

23,2 

1,0130 

33,2 

0,9967 

43,2 

0,9993 

3,6 

1,1732 

13,6 

0,9568 

23,6 

1,0158 

33,6 

0,9960 

43,6 

0,9992 

4,0 

1,1496 

14,0 

0,9611 

24,0 

1,0152 

34,0 

0,9958 

44,0 

0,9992 

4,4 

1,1094 

14,4 

0,9692 

24,4 

1,0129 

34,4 

0,9958 

44,4 

0,9992 

4,8 

1,0615 

14,8 

0,9805 

24,8 

1,0092 

34,8 

0,9966 

44,8 

0,9992 

5,2 

1,0118 

15,2 

0,9933 

25,2 

1,0050 

35,2 

0,9977 

45,2 

0.9995 

5,6 

0,9675 

15,6 

1,0066 

25,6 

0,9997 

35,6 

0,9990 

45,6 

1,0000 

6,0 

0,9341 

16,0 

1,0179 

26,0 

0,9956 

36,0 

1,0002 

46,0 

1,0006 

6,4 

0,9138 

16,4 

1,0253 

26,4 

0,9916 

36,4 

1,0015 

46,4 

1.0010 

6,8 

0,9072 

16,8 

1,0295 

26,8 

0,9897 

36,8 

1,0020 

46,8 

1,0014 

7,2 

0,9139 

17,2 

1,0293 

27,2 

0,9890 

37,2 

1,0023 

47,2 

1,0016 

7,6 

0,9306 

17,6 

1,0256 

27,6 

0,9899 

37,6 

1,0019 

47,6 

1,0016 

8,0 

0,9552 

18,0 

1,0185 

28,0 

0,9918 

38,0 

1,0016 

48,0 

1,0015 

8,4 

0,9836 

18,4 

1,0095 

28,4 

0,9947 

38,4 

1,0012 

48,4 

1,0012 

8,8 

1,0106 

18,8 

0,9997 

28,8 

0,9983 

38,8 

1,0007 

48,8 

1.0007 

9,2 

1,0335 

19,2 

0,9906 

29,2 

1,0014 

39,2 

1,0002 

49,2 

0,9998 

9,6 

1,0505 

19,6 

0,9839 

29,6 

1,0042 

39,6 

0,9998 

49,6 

0,9993 

10,0 

1,0586 

20,0 

0,9796 

30,0 

1,0062 

40,0 

0,9994 

50,0 

0,9982 


1084 






*= 0,90 


і 

К (0 

і 

К (0 

і 

мо і 

і 

МО 

і 

К ( і ) 

0,0 

0,0000 

10,0 

1,0631 

20,0 

0,9718 

30,0 

1,0146 

40,0 

0,9925 

0,4 

0,2409 

10,4 

1,0571 

20,4 

0,9752 

30,4 

1,0122 

40,4 

0,9939 

0,8 

0,4683 

10,8 

1,0427 

20,8 

0,9819 

30,8 

1,0088 

40,8 

0,9958 

1,2 

0,6751 

11,2 

1,0241 

21,2 

0,9908 

31,2 

1,0035 

41,2 

0,9983 

1.6 

0,8512 

11,6 

1,0045 

21,6 

1,0007 

31,6 

0,9983 

41,6 

1,0010 

2,0 

0,9911 

12,0 

0,9845 

22,0 

1,0100 

32,0 

0,9935 

42,0 

1,0034 

2,4 

1,0915 

12,4 

0,9682 

22,4 

1,0171 

32,4 

0,9902 

42,4 

1,0049 

2,8 

1,1530 

12,8 

0,9576 

22,8 

1,0213 

32,8 

0,9882 

42,8 

1,0060 

3,2 

1,1767 

13.2 

0,9535 

23,2 

1,0229 

33,2 

0,9879 

43,2 

1,0061 

3,6 

1.1703 

13,6 

0,9564 

23,6 

1,0208 

33,6 

0,9893 

43,6 

1,0049 

4,0 

1,1413 

14,0 

0.9652 

24,0 

1,0158 

34,0 

0,9924 

44,0 

1,0035 

4,4 

1,0960 

14,4 

0,9779 

24,4 

1,0090 

34,4 

0,9958 

44,4 

1,0015 

4,8 

1,0448 

14,8 

0,9930 

24,8 

1,0014 

34.8 

0,9996 

44,8 

0,9995 

5,2 

0,9946 

15,2 

1,0085 

25,2 

0,9937 

35,2 

1,0040 

45,2 

0,9977 

5,6 

0,9525 

15,6 

1,0224 

25,6 

0,9873 

35,6 

1,0071 

45,6 

0,9963 

6,0 

0,9220 

16,0 

1,0314 

26,0 

0,9838 

36,0 

1,0090 

46,0 

0,9954 

6,4 

0,9064 

16.4 

1,0353 

26,4 

0,9812 

36,4 

1,0097 

46,4 

0,9954 

6,8 

0,9060 

16,8 

1,0345 

26,8 

0,9822 

36,8 

1,0090 

46,8 

0,9960 

7,2 

0,9188 

17,2 

1,0289 

27,2 

0,9858 

37,2 

1,0068 

47,2 

0,9968 

7,6 

0,9415 

17,6 

1,0201 

27,6 

0,9911 

37,6 

1,0041 

47,6 

0,9980 

8,0 

0,9703 

18,0 

1,0082 

28,0 

0,9970 

38,0 

1,0011 

48,0 

0,9997 

8,4 

1,0003 

18,4 

0,9963 

28.4 

1.0036 

38,4 

0,9981 

48,4 

1,0012 

8,8 

1,0270 

18,8 

0,9852 

28,8 

1,0094 

38,8 

0,9950 

48,8 

1.0025 

9,2 

1,0479 

19,2 

0,9778 

29,2 

1,0131 

39,2 

0.9926 

49,2 

1,0031 

9,6 

1,0605 

19,6 

0,9726 

29,6 

1.0150 

39,6 

0,9917 

49,6 

1,0033 

10,0 

1,0631 

20,0 

0,9718 

30,0 

1,0146 

40,0 

0,9925 

50,0 

1,0029 


1085 


х = 0,96 


/ 

МО 

і 

мо 


К (0 

і 

мо і 

і 

МО 

0,0 

0,0000 

10,0 

1,0616 

20,0 

Д 9750 

30,0 

1,0116 

40,0 

0,9960 

0,4 

0,2465 

10,4 

1,0499 

20,4 

0,9848 

30,4 

1,0052 

40,4 

1,0008 

0,8 

0,4816 

10,8 

1,0306 

20,8 

0,9949 

30,8 

0,9980 

40,8 

1,0062 

1,2 

0,6876 

11,2 

1,0096 

21,2 

1,0057 

31,2 

0,9904 

41,2 

1,0108 

1,6 

0,8688 

11,6 

0,9889 

21,6 

1,0162 

31,6 

0,9856 

42,6 

1,0130 

2,0 

1,0076 

12,0 

0,9697 

22,0 

1,0239 

32,0 

0,9828 

42,0 

1,0134 

2,4 

1,1055 

12,4 

0,9569 

22,4 

1,0276 

32,4 

0,9827 

42,4 

1,0119 

2,8 

1,1604 

12,8 

0,9515 

22,8 

1,0272 

32,8 

0,9851 

42,8 

1,0088 

3,2 

1,1787 

13,2 

0,9536 

23,2 

1,0228 

33,2 

0.9899 

43,2 

1,0040 

3,6 

1,1659 

13,6 

0,9624 

23,6 

1,0145 

33,6 

0,9961 

43,6 

0,9997 

4,0 

1,1322 

14,0 

0,9758 

24,0 

1,0056 

34,0 

1,0030 

44,0 

0,9954 

4,4 

1,0820 

14,4 

0,9925 

24,4 

0,9954 

34,4 

1,0090 

44,4 

0,9914 

4,8 

1,0290 

14,8 

1,0093 

24,8 

0,9866 

34,8 

1,0134 

44,8 

0,9894 

5,2 

0,9794 

15,2 

1,0235 

25,2 

0,9804 

35,2 

1,0162 

45,2 

0,9892 

5,6 

0,9392 

15,6 

1,0342 

25,6 

0,9773 

35,6 

1,0164 

45,6 

0,9902 

6,0 

0,9136 

16,0 

1,0396 

26,0 

0,9776 

36,0 

1,0144 

46,0 

0,9931 

6,4 

0,9038 

16,4 

1,0382 

26,4 
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36,4 

1,0101 

46,4 

0,9964 

6,8 
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16,8 

1,0307 

26,8 

0,9869 

36,8 

1,0048 

46,8 
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7,2 

0,9258 

17,2 

1,0205 

27,2 

0,9953 

37,2 

0,9985 

47,2 

1,0051 

7,6 

0,9551 

17,6 

1,0073 

27,6 

1,0042 

37,6 

0,9928 

47,6 

1.0084 

8,0 

0,9865 

18,0 

0,9927 

28,0 

1,0113 

38,0 

0,9992 

48,0 

1,0105 

8,4 

1,0178 

18,4 

0,9813 

28,4 

1,0177 

38,4 

0,9866 

48,4 

1,0110 

8,8 

1,0420 

18,8 

0,9775 

28,8 

1,0207 

38,8 

0,9964 

48,8 

1,0099 

9,2 

1,0584 

19,2 

0,9681 

29,2 

1,0208 

39,2 

0,9980 

49,2 

1,0076 

9,6 

1,0662 

19,6 

0,9701 

■ 29,6 

1,0177 

39,6 

0,9915 

49,6 

1,0042 

10,0 

1,0616 

20,0 

0,9750 

30,0 

1,0116 

40,0 

0,9960 

50,0 

1,0004 
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ос == 1,00 


і 

МО 

1 

МО 

1 

К (0 

1 

МО 

і 

МО 

0,0 

0,0000 

10,0 

1,0557 

20,0 

0,9856 

30,0 

0,9974 

40,0 

1,0103 

0,4 

0,2524 

10,4 

1,0384 

20,4 

0,9979 

30,4 

0,9896 

40,4 

1,0141 

0,8 

0,4915 

10,8 

1,0164 

20,8 

1,0099 

30,8 

0,9836 

40,8 

1,0156 

1,2 

0,7054 

11,2 

0,9934 

21,2 

1,0200 

31,2 

0,9803 

41,2 

1,0146 

1.6 

0,8844 

11.6 

0,9730 

21,6 

1,0266 

31,6 

0,9801 

41,6 

1,0113 

2,0 

1,0220 

12,0 

0,9581 

22,0 

1,0288 

32,0 

0,9831 

42,0 

1,0064 

2,4 

1,1157 

12,4 

0,9507 

22,4 

1,0265 

32,4 

0,9886 

42,4 

1,0005 

2,8 

1,1664 

12,8 

0,9513 

22,8 

1,0201 

32,8 

0,9958 

42,8 

0,9946 

3,2 

1,1786 

13,2 

0,9595 

23,2 

1,0108 

33.2 

1,0035 

43,2 

0,9898 

3,6 

1,1599 

13,6 

0,9734 

23,6 

1,0001 

33,6 

1,0104 

43,6 

0,9865 

4,0 

1,1193 

14,0 

0,9907 

24,0 

0,9898 

34,0 

1,0155 

44,0 

0,9856 

4,4 

1,0669 

14,4 

1,0085 

24,4 

0,9814 

34,4 

1,0182 

44,4 

0,9868 

4,8 

1,0122 

14,8 

1,0240 

24,8 

0,9762 

34,8 

1,0179 

44,8 

0,9901 

5,2 

0,9636 

15,2 

1,0350 

25,2 

0,9748 

35,2 

1,0148 

45.2 

0,9949 

5,6 

0,9274 

15,6 

1,0400 

25,6 

0,9774 

35,6 

1,0094 

45,6 

1,0004 

6,0 

0,9070 

16,0 

1,0385 

26,0 

0,9835 

36,0 

1,0028 

46,0 

1,0057 

6,4 

0,9035 

16,4 

1,0312 

26,4 

0,9919 

36,4 

0,9958 

46,4 

1,0101 

6,8 1 

0,9154 

16,8 

1,0193 

26,8 

1,0014 

36,8 

0,9896 

46,8 

1,0128 

7,2 

0,9391 

17,2 

1,0050 

27,2 

1,0104 

37,2 

0,9852 

47,2 

1,0135 

7,6 

0,9698 

17,6 

0,9906 

27,6 

1,0175 

37,6 

0,9832 

47,6 

1,0120 

8,0 

1,0022 

18,0 

0,9782 

28,0 

1,0216 

38,0 

0,9839 

48,0 

1,0087 

8,4 

1,0312 

18,4 

0,9698 

28,4 

1,0223 

38,4 

0,9871 

48,4 

1,0041 

8,8 

1,0528 

18,8 

0,9665 

28,8 

1,0195 

38,8 

0,9922 

48,8 

0,9989 

9,2 

1,0645 

19,2 

0,9684 

29,2 

1,0137 

39,2 

0,9985 

49,2 

0,9940 

9,6 

1,0652 

19,6 

0,9753 

29,6 

1,0059 

39,6 

1,0048 

49,6 

0,9901 

10,0 * 

1,0557 

20,0 

0,9856 

30,0 

0,9974 

40,0 

1,0103 

50,0 

0.9878 
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регулирования ... 310 
Декада ... 286 

Дельта-функция (определение) ... 146 
частотный спектр ... 149 
Децибел ... 286 

Диаграмма Вышнеградского ... 272, 507 
Диаграмма круговая ... 358 
Динамическая точность ... 40, 46 
Дисперсия ... 618 

Диференцирование при наличии по¬ 
мех ... 668 

Д-разбиение ... 264, 272 
Добротность ... 405 

3 

Задача Вышнеградского ... 709 
Задача синтеза при наличии по¬ 
мех ... 648, 650, 652 
три способа ее решения ... 649 
Закон регулирования ... 419, 420 
Запаздывание ... 319 
Запас устойчивости по модулю ... 285 
по фазе ... 285 
Звено 

апериодическое ... 169, 171 -175, 257 
диференцирующее первого по¬ 
рядка ... 169, 183, 291 
диференцирующее второго по¬ 
рядка ... 169, 184, 298, 
запаздывающее ... 319 
интегрирующее ... 169, 180, 292 
колебательное ... 169, 176, 258, 293, 
294 

консервативное ... 178 
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неустойчивое апериодическое ... 291 
неустойчивое колебательное ... 298 
усилительное ... 182 
Зона (участок) 
линейности ... 735 
насыщения ... 737 
неоднозначности ... 735 
нечувствительности ... 730 

И 

Избыток фазы ... 457 
Изображающая точка ... 743 
Интеграл Дюамеля ... 675 
применение к вычислению макси¬ 
мального отклонения ... 676 
Интегральные квадратические оцен¬ 
ки качества ... 535 
методика применения ... 547 
общего вида ... 537 
пример применения ... 548 
способы вычисления ... 541 
Интегральные кривые ... 747 
Интегральные линейные оценки ... 554 
применение к построению переход¬ 
ных процессов ... 554, 555 
пример применения ... 560 
Интегральная оценка для систем им¬ 
пульсного регулирования ... 593 
Интегральный показатель ка¬ 
чества ... 685 

пример применения ... 701 
системы стабилизации ... 685 
следящей системы ... 699 
физическая и геометрическая интер¬ 
претация ... 396 

Интегральное уравнение для оптималь¬ 
ной импульсной переходной функ¬ 
ции ... 655 

Интегральные уравнения систем авто¬ 
матического регулирования ... 154 
Интеграл Фурье ... 108, 109 
Интервал частот ... 404 
Интервал регулирования ... 564 

К 

Качество систем автоматического регу¬ 
лирования 

анализ по распределению кор¬ 
ней ... 493, 514 
определение ... 43 

анализ по амплитудно-фазовой харак¬ 
теристике ... 397 

анализ по вещественной частотной 
характеристике ... 382 
анализ по логарифмической ампли¬ 
тудной характеристике ... 402 
условия определяющие ... 43 



Канонические уравнения ... 983 
Квазилинейная система ... 874 
Классификация нелинейных характе¬ 
ристик ... 714—738 

импульсных систем автоматического 
регулирования ... 563 
особых точек ... 746 
особых траекторий ... 752 
систем автоматического регулиро¬ 
вания ... 31 

Колебательность ... 497, 505 

Колебания вынужденные ... 100—101 
свободные ... 101 
Колебательное звено ... 293 

Компаундирование ... 63 
Комплексный спектр ... ПО 

Коррекция амплитудно-фазовой харак¬ 
теристики ... 417 

основанная на преобразовании си¬ 
гнала ошибки ... 419 
при помощи параллельных корректи¬ 
рующих устройств ... 426 
систем регулирования ... 426 
сравнение способов ... 432 

Кореллограмма ... 629 
Корректирующий контур, пассивный 
электрический ... 421 

Корректирующее устройство ... 55 
влияние на автоколебания ... 964, 977 
параллельное ... 416, 429, 439 
последовательное ... 416 
синтез ... 464, 469 

Корреляционная функция ... 623 
белого шума ... 626 
нормированная ... 626 
определение из экспериментальных 
данных ... 627 
свойства ... 625 

связь с спектральной плотностью 
632 

Коэффициент 
наклона ... 377 
накопления ... 677 
нечувствительности ... 740 
ошибки ... 155, 413, 456 
затухания ... 177 
передаточный ..? 98, 173, 177 
регулирующего воздействия ... 97 
самовыравнивания ... 93 
саморегулирования ... 93 

Критерий устойчивости 
Михайлова ... 240, 272 
Рауса и Гурвица ... 244 
частотный Найквиста — Михай¬ 
лова ... 249 


Критическое соотношение парамет¬ 
ров ... 812 

Круговая диаграмма ... 358 
амплитудная ... 371 
вещественная ... 358 
вещественная и мнимая для обрат¬ 
ной амплитудно-фазовой характе¬ 
ристики ... 364 
индексы ... 359 
мнимая ... 362 
фазовая ... 371 

Л 

Линеаризация ... 15, 729 
в абсолютных единицах ... 90 
в относительных единицах ... 90 
вибрационная ... 950 
Линейные задачи теории регулирова¬ 
ния ... 22 

Линейная интерполяция ... 510, 511 
Линейный спектр ... 106, 107 
Линия переключения ... 757 

Логарифмическая амплитудная характе¬ 
ристика ... 287 
асимптоты ... 405, 446 
желаемая ... 445 
интервалы частот ... 404 
построение ... 302 

свойства, определяющие качество ...402 
типовые ... 451 

уточнение вида по номограмме . . . 
462 

Логарифмические частотные характе¬ 
ристики ... 286 

анализ устойчивости по ним ... 303, 310 
звеньев ... 287, 291, 298 
приближенный метод построе¬ 
ния ... 300 
типовые ... 451 
Люфт ... 764, 778 


М 

Мажоранта ... 515, 519 
Математическое ожидание ... 617 
Максимальное отклонение ... 677 
Малый параметр ... 871 
Миноранта ... 515, 519 
Мертвый ход ... 764 
Метод А. А. Андронова ... 792 
Метод Б. В. Булгакова ... 875 
пример применения ... 878 
рабочий аппарат метода ... 875 
Метод добавочного полушага ... 1051 
касательных ... 1044 


ИИ 



Метод А. И. Лурье, изучения автоко¬ 
лебаний релейных систем ... 983 
малых колебаний ... 15 
Метод малого параметра ... 871 
Метод А. Пуанкаре ... 871 
Метод секущих ... 1020 
Метод точечных преобразований ... 791 
Метод трапецоидальных частотных ха¬ 
рактеристик ... 375 
Метод частотный 
анализа качества ... 380, 397, 402 
анализа устойчивости ... 249, 303, 307 
синтеза ... 438 

Мнимая частотная характеристика... 102, 
350, 382 

Моменты случайной величины ... 617 

Н 

Начальные значения ... 136, 494 
условия ... 494 

Невозмущенное движение ... 219, 220 
Нелинейные задачи теории регулиро¬ 
вания ... 21 
Нелинейные системы 
стабилизация ... 915 
Нелинейная характеристика ... 711 
гидравлического сервомотора ... 721 
классификация ... 715 
линеаризация ... 713 
мембранного механизма ... 723 
неоднозначная ... 723 
неоднозначная несимметричная ... 715 
несущественная ... 713 
однозначная ... 715 
релейная ... 717 
релейная неоднозначная ... 717 
релейная однозначная ... 717 
статическая ... 740 
существенная ... 714 
существенно-нелинейная типич¬ 
ная ... 714, 729 

типичная кусочно-линейная ... 722 
электрического сервомотора ... 726 
Нелинейный элемент ненулевого по¬ 
рядка ... 910 
Непер ... 286 

Неравенство Минковского ... 691 
Номограмма 

для определения Р (<о) ... 368 
» » <2 (•>) ... 369 

» » А (о>) ... 313 

» » <р (и>) ... 313 

для построения фазовой частотной 
характеристики колебательного зве¬ 
на ... 290 

для синтеза корректирующих 
устройств ... 453 
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Нормальное распределение ... 619 
Нули функций ... 115 

О 

Область расположения корней ... 508 
Область устойчивости ... 263 
условия существования ... 280 
Обратная связь 31 
в сервомеханизмах ... 828 
главная ... 31, 33 
скоростная ... 835 
по ускорению ... 840 
по положению ... 827 
отрицательная ... 160 
положительная ... 160 
Объект регулирования ... 33 
Оптимальная импульсная переходная 
функция ... 652 

Оптимальная передаточная функ¬ 
ция ... 652 

в случае высокого уровня помех ... 670 
диференциатора ... 669 
для задачи сглаживания ... 665 
примеры определения ... 663, 667 
упреждающая ... 6Ь2 
Оптимальный переходный процесс ...439, 
843 

определение ... 440 
передаточная функция ... 442 
частотные характеристики ... 443 
изображение на фазовой плоско¬ 
сти ... 850 

осуществление при помощи нелиней¬ 
ных связей ... 851 
Особые прямые ... 274 
Особые точки 

на фазовой плоскости ... 747 
седло ... 750 
узел ... 749 

узел неустойчивый ... 749 
фокус ... 748 

фокус неустойчивый ... 749 
центр ... 748 

Особые траектории ... 753 
предельные циклы ... 753 
точка равновесия (см. «Особые 
точки») 753 
усы седел ... 755 

Отклонение регулируемой вели¬ 
чины ... 30 
максимальное ... 43 

Относительный коэффициент затухания 
колебательного звена ... 177 

П 

Параметры 
автоколебаний ... 950 
закона регулирования ... 421 



нелинейные ... 27 
переменные ... 27 
постоянные ... 27 
распределенные ... 26 
сосредоточенные ... 26 
Пассивный корректирующий кон¬ 
тур ... 421 

диференцирующий ... 422 
интегрирующий ... 424 
интегро-диференцирующий ... 425 
Передаточный коэффициент ... 283, 417 
критическое значение ... 284 
определение по логарифмической 
амплитудной характеристике ... 405 
Передаточная функция ... 102, 137 
линейной части системы ... 1034 
ошибки ... 140 
Основные свойства ... 138 

разомкнутой системы астати¬ 

ческой ... 141 

разомкнутой системы стати¬ 

ческой ... 141 

распределение нулей ... 492 
распределение полюсов ... 492 
системы импульсного регулирова¬ 
ния ... 574 

структурного элемента ... 161 
Перенастройка регулятора ... 439 
Переходный процесс 
вынужденная составляющая ... 523, 
524 

определение по вещественной частот¬ 
ной характеристике методом тра¬ 
пеций ... 376 

определение по логарифмической ам¬ 
плитудной характеристике методом 
трапеций ... 408 

определение по сопрягающим часто¬ 
там логарифмической амплитудной 
характеристики ... 408, 421 
свободная составляющая ... 493, 523, 
531 

сопровождающая составляющая ... 493, 
523. 528 

Условия монотонности ... 389 
Перерегулирование ... 45, 387, 520 

Переходная функция 
единичная ... 150 
импульсная ... 146 
оптимальная импульсная ... 652 
типовых звеньев ... 174, 185 
Плотность распределения вероятно¬ 
сти ... 616. 620 

Площадь регулирования ... 554 
Показатели качества ... 45 
Поле характеристик 
линейное ... 718 


нелинейное ... 718 
сервомотора с нагрузкой ... 738 
Полюсы функций ... 115 
Помехи ... 614 

Порождающее решение ... 873 
Постоянная времени ... 94 

Предельный цикл ... 753, 792 
неустойчивый ... 754 
полуустойчивый ... 754, 797 
устойчивый ... 753 

Преобразование Лапласа ... 111 
начальные значения ... 136, 494 
основные свойства ... 117 
правило диференцирования ... 118, 

119 

правило интегрирования ... 119, 120, 
применение к решению диференци- 
альных уравнений 126—136 
пример применения ... 122—126 
теорема запаздывания ... 121 
теорема о начальном значении ... 120, 
121 

теорема о конечном значении . . . 

120 

теорема подобия ... 118 

теорема свертки в вещественной 

области ... 121, 122 

теорема свертки в комплексной обла¬ 
сти ... 122 

теорема смещения ... 121 
теорема умножения изображений 121, 
122 

теорема умножения оригиналов . . . 
122 

Преобразование Лапласа, дискрет¬ 
ное ... 603 

изображение разностей ... 605 
определение ... 603 

площадь ступенчатой функции ... 606 
предельные значения ступенчатой 
функции ... 606 
ступенчатая функция ... 603 
теорема линейности ... 603 
теорема о диференцировании по пара¬ 
метру ... 604 

теорема свертывания ... 604 
теорема сдвига ... 604 
теорема смещения ... 604 
формула разложения ... 607 

Преобразование структурных схем ... 162 
без перерегулирования ... 45 
колебательный ... 45 
малоколебательный ... 45 
монотонный ... 46 

Периодические режимы 
приближенные методы определе¬ 
ния ... 928 
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точные методы определения условия 
применимости приближенных мето¬ 
дов ... 929 
устойчивость ... 937 
Периодическое решение 
исследование устойчивости ... 986 
Преобразование Фурье... 108—110 
Преобразующий оператор ... 651 
Принцип гармонического баланса ... 887 
Принцип суперпозиции ... 27 
Проблема динамической точности ... 613 
качества ... 345 
устойчивости ... 218 
накопления ошибки ... 673 
Прямой метод Ляпунова ... 225 

Р 

Рабочий интервал ... 564 
Распределение корней ... 493 
нулевого класса ... 497, 516 

1- го класса ... 498, 520 

2- го класса ... 498 

Распределение нулей и полюсов пере¬ 
даточной функции, влияние на ка¬ 
чество ... 523 

Распределение полюсов передаточной 
функции ... 492 
его характеристики ... 496 
классификация ... 497 
оценка качества ... 514 
оценка величины перерегулирова¬ 
ния ... 520 
Регулирование 
импульсное ... 37 
непрерывное ... 37 
релейное ... 37 

Регулируемая величина ... 27 
Регулятор 

непрямого действия ... 35 
прямого действия ... 22 
Регулятор 
Захарова ... 17 
Ползунова ... 11 
Шпаковского ... 12 

Регулятор скорости гидротурбины ... 58, 
188, 328 

температуры импульсного дей¬ 
ствия ... 597 

электронный напряжения ... 63, 197, 
333 

уравнения и передаточные функ¬ 
ции ... 197 

Резонанс, обобщенный ... 525 
Релейная система регулирования 
автоколебательная ... 977 
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второго типа ... 994 
определение ... 37, 950 
первого типа ... 994 
реакция на воздействия ... 973, 977 
структурная схема ... 951 
теория ... 799 
характеристика ... 999 
Релейная следящая система ... 957, 1013 
Релейный элемент ... 950 
Ряд Фурье ... 104 

С 

Самовыравнивание ... 97 
Саморегулирование ... 93 
Связь прямая ... 160 
Связь обратная ... 160 
Связь отрицательная ... 160 
Сглаживание ... 664 
Седло ... 750 
Сервомеханизм ... 820 

пневмогидравлический двухкаскад¬ 
ный ... 818 
релейный ... 827 
уравнения движения ... 825 
электрический однокаскадный ... 800 
электрогидропневматический ... 820 
Сигнал главной обратной связи ... 31 
Сигнал ошибки ... 31 
Синтез корректирующих устройств...436 
для объекта с запаздыванием ... 471 
параллельных ... 468 
последовательных ... 464 
постановка задачи ... 438 
регулятора скорости ... 473 
следящей системы копировально-фре¬ 
зерного станка ... 479 
следящей системы радиолока¬ 
тора ... 485 

Синтез при наличии помех ... 648 
постановка задачи ... 650 
Синхронизация колебаний ... 969 
Синхронный режим ... 1009 
Система автоматического регулиро¬ 
вания ... 29 
автономная ... 39 
астатическая ... 34 
зависимая ... 38 
импульсного действия ... 37 
многоконтурная ... 37 
независимая ... 38 
непрерывного действия ... 37 
несвязанная ... 38 
одноконтурная ... 37 
определение ... 29 
особенности синтеза ... 437 
релейного действия ... 37 



скорости гидротурбины (описа¬ 
ние) ... 58 
связанная ... 38 
статическая ... 34 
этапы проектирования ... 436 
Система автоматической стабили¬ 

зации ... 31 

Система динамическая ... 26 
активная ... 26 
пассивная ... 26 

Система автоматического управле¬ 

ния ... 28 

замкнутого цикла ... 28. 434 
комбинированная ... 28, 434 
разомкнутого цикла ... 433 
Система динамическая ... 26 
активная ... 26 
пассивная ... 26 

Система динамическая линейная ... 27 
нелинейная ... 27 

Система импульсного регулирова¬ 
ния ... 563 

анализ устойчивости ... 583 
первого типа ... 564 
второго типа ... 564 
третьего типа ... 565 
основные свойства ... 567, 597 
уравнения и частотные характери¬ 
стики ... 574 

Система квазилинейная ... 874 
Система консервативная ... 743 
Система многоконтурная ... 37 
Система программного регулирова¬ 
ния . . 31 

Система следящая ... 31 
Система с обратной связью ... 31 
Система уравнений ... 133 
Скважность ... 574 
скользящий режим ... 759 
Следящая система копировально-фре¬ 
зерного станка ... 
анализ устойчивости ... 335 
выбор параметров корректирующего 
устройства ... 479 
описание ... 65 

уравнения и передаточные функ¬ 
ции ... 202 

Следящая система радиолокационной 
станции ... 69 

анализ устойчивости ... 341 
выбор параметров корректирующего 
устройства ... 485 
описание ... 69 

уравнения и передаточные функ¬ 
ции ... 212 

Случайная величина ... 615 
дисперсия ... 618 


моменты ... 618 

нормальное распределение ... 619 
средние значения ... 617 
среднее значение квадрата ... 618 
среднее квадратическое отклоне¬ 
ние ... 619 

Случайный процесс ... 620 
стационарный ... 621, 624 
Случайная функция ... 619 
Собственная сопровождающая соста¬ 
вляющая переходного процесса ...493 
Собственно устойчивые системы ... 232 
Сопрягающая частота ... 288 
Спектр 

линейный ... 106 
сплошной ... 108 

Спектральная плотность ... 631, 680 
белого шума ... 636 
определение из эксперимента ... 637 
ошибки ... 641 

связь с корреляционной функ¬ 
цией ... 632 

Срединное значение ... 618 

Среднее значение ... 617 
по времени ... 622 
по совокупности ... 622 

Среднее квадратическое отклоне¬ 
ние ... 619 

Средняя квадратическая ошибка ... 638 
вычисление ... 644 

интегральное уравнение, определяю¬ 
щее условия минимума ... 655 
минимальная ... 659 
формула для вычисления ... 642 

Стабилизация нелинейных систем ... 820, 
915 

Стандартное отклонение ... 619 

Статическая характеристика ... 
гидропривода ... 735 
пневмоусилителя ... 731 
усилителя с зазором в передаче ... 732 

Статические характеристики ... 714 
Стационарный случайный процесс... 621, 
624 

Степень подвижности ... 696 

геометрическая интерпретация ... 697 
связь с частотными характеристи¬ 
ками ... 697 

Стохастический процесс ... 620 
Ступенчатая функция ... 603 
Сухое трение ... 781, 908 
Схема структурная ... 159 
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Таблица двигателей (сервомоторов) ...56 
дискретных преобразований Лап¬ 
ласа ... 609 

значений функции 8і |Й| ... 396 
передаточных функций для типовых 
логарифмических амплитудных ха¬ 
рактеристик ... 453 
периодических колебаний для релей¬ 
ных систем ... 960 

поправок для построения логарифми¬ 
ческой амплитудной характеристики 
апериодического звена ... 289 
поправок для построения фазовой 
характеристики апериодического зве 
на ... 291 

преобразовательных элементов ... 57 
расположения нулей и полюсов пре¬ 
образований Лапласа для простейших 
функций ... 116 

типичных нелинейных характери¬ 
стик ... 715 

уравнений и характеристик типовых 
звеньев ... 186 

усилительных элементов ... 55 
уравнений периодов и условий пере¬ 
ключения для релейных систем ... 954 
формул для вычисления коэфициен- 
тов ошибок ... 159 

формул для вычисления коэфициен- 
тов ошибок и запаса устойчивости по 
фазе ... 458 

чувствительных элементов непрерыв¬ 
ного действия ... 49 
чувствительных элементов релейного 
действия ... 52 

элементов для измерения ошибки ... 
54 

Теорема Какейя ... 499 
Теорема Ляпунова ... 224, 226 
Теорема Релея ... 689 
Теория технической устойчивости ... 673 
Типовые звенья ... 168 
уравнения и характеристики ... 186 

Точки равновесия (см. «Особые точки») 

Точка разветвления ... 160 

Точность 

динамическая ... 40 
статическая ... 43 

Трапецоидальная частотная характери¬ 
стика ... 376 

применение для построения переход¬ 
ных процессов ... 376 
связь с переходным процессом ... 376 
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устойчивый ... 749 
неустойчивый ... 749 
Управляющее воздействие ... 27, 345 
Упреждение оптимальное ... 660 
Уравнения 
динамики ... 78 

интегральные системы автоматиче¬ 
ского регулирования ... 154 
Лагранжа ... 79—81 
процесса регулирования ... 84, 85 
системы автоматического регулиро¬ 
вания ... 82—84 

системы импульсного регулирова¬ 
ния ... 574 
статики ... 78 

Уравнения первого приближения ... 223 
Уравнение периодов ... 986 
Упреждение оптимальное ... 660 
Ускорение максимальное ... 457 
Условия качества ... 437 
Качественного воспроизведения ... 400 
Условия монотонности ... 389 
Условия периодичности ... 589 
Условия, при которых перерегулирова¬ 
ния не могут быть велики ... 387 
Условия синхронизации ... 968 
Условие физической осуществимо¬ 
сти ... 150, 652 

Установившиеся колебания, условия 
синусоидальности ... 924 
Устойчивость в большом ... 18, 222 
в малом ... 18, 222 
Устойчивость ... 
многоконтурных систем ... 306 
одноконтурных систем ... 303 
определение ... 220 
периодических режимов ... 937 
Устойчивость нелинейных систем 
примеры исследования ... 897 
Устойчивость системы импульсного ре¬ 
гулирования ... 583 
Участок (зона) линейности ... 736 
насыщения ... 737 
неоднозначности ... 738 
нечувствительности ... 730 
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Фаза ... 741 

Фазовое пространство ... 741 
Фазовая плоскость ... 741 
поверхность многолистная ... 763 
траектория ... 743 

Фазовая частотная характеристика... 741 



Фокус ... 748 
устойчивый ... 748 
неустойчивый ... 750 
Формула обращения ... 112 
Физическая осуществимость ... 150 
Функция абсолютно интегрируе¬ 
мая ... 109 

Функция веса (см. переходная функ¬ 
ция, импульсная) ... 146 
Функция Ляпунова (К-функция) ... 226 
Функция передаточная ... 137 
Функция распределения случайных 
величин ... 615 

X 

Характеристики распределения кор¬ 
ней ... 493 

Характеристическое уравнение ... 508 
Характеристика частотная (см. «Частот¬ 
ная характеристика») 

Ц 

Центр ... 748 

Центральный момент ... 618 
Цикл замкнутый ... 28 
Цикл разомкнутый ... 28 

Ч 

Частота среза ... 404, 446 
Частотная характеристика 
амплитудная ... 103 
амплитудно-фазовая ... 250. 282 
вещественная ... 102, 430 
в разомкнутом состоянии ... 357 
импульсной системы ... 580 
логарифмическая амплитудная ... 409 
логарифмическая фазовая ... 409 
мнимая ... 102, 382, 350 
обобщенная ... 347 

определение по амплитудно-фазовой 
характеристике в разомкнутом состоя¬ 
нии ... 357 


связь с импульсной переходной функ¬ 
цией ... 353 

связь с переходной функцией ... 355 
связь с качеством ... 380 
типовых звеньев ... 174, 184 
трапецоидальная ... 376 
фазовая ... 102 

Ш 

Шумы ... 614 

Э 

Экспонента ... 1062 

некоторые свойства ... 1062 
метод построения ... 1062 
Эквивалентный комплексный коэфи- 
цнент усиления нелинейного эле¬ 
мента ... 890 

вычисление для некоторых элемен¬ 
тов ... 918 

нормированный ... 910 
Экстремаль ... 540 
Элемент 

главной обратной связи ... 33 
задающий ... 32, 48 
импульсный ... 564 
исполнительный ... 33, 53 
корректирующий ... 33 
корректирующий параллельный ... 33 
корректирующий последователь¬ 
ный ... 33 
линейный ... 905 
нелинейный ... 906 

последовательный преобразую¬ 

щий ... 33 

преобразовательный ... 56—58 
структурный ... 160 
сравнения ... 33, 160 

усилительный ... 33, 53, 55 
управляющий ... 32 
чувствительный ... 33, 

48—52 

чувствительный релейного дей¬ 
ствия ... 52, 53 
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